
ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ 
Октябрь—декабрь 2001. Серия 1. Том 8, № 4, 76-102 

УДК 519.714.4 + 519.725 

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ПОЛУЧЕНИЯ НИЖНИХ 
ОЦЕНОК СЛОЖНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ БУЛЕВЫХ 

ФУНКЦИЙ НЕДЕТЕРМИНИРОВАННЫМИ 
ВЕТВЯЩИМИСЯ ПРОГРАММАМИ*) 

Е. А. Околънишникова 

Предложен метод получения нижних оценок сложности реализа­
ции булевых функций недетерминированными ветвящимися програм­
мами. Получена нелинейная нижняя оценка Q(nlogn/loglogn) для 
сложности реализации характеристических функций кодов Рида—Мал-
лера такими программами. 

Введение 

Получение нижних оценок для сложности реализации последователь­
ностей булевых функций — важное направление в теории управляющих 
систем. В последнее время интенсивно исследуются ветвящиеся прог­
раммы. В статье рассматривается реализация булевых функций неде­
терминированными ветвящимися программами. Получена нелинейная 
нижняя оценка сложности реализации характеристических функций ко­
дов Рида—Маллера в этом классе схем. 

Наилучшей известной нижней оценкой сложности реализации функ-
3/2 

ций такими программами является оценка fi(^—-), полученная П. Пуд-
лаком [11] с помощью метода Нечипорука [2]. Кроме того, на недетерми­
нированные ветвящиеся программы переносятся известные оценки для 
сложности реализации булевых функций контактно-вентильными схе­
мами, в частности оценка ft(7ilogloglog* тг), полученная А. А. Разбо-
ровым для сложности реализации ряда симметрических булевых функ­
ций, включая функцию голосования MAJn, для контактно-вентильных 
схем [5]. 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 00-01-00874) и Федеральной це­
левой программы «Интеграция» (проект АО-110). 
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Наилучшей известной нижней оценкой для сложности реализации 
функций детерминированными ветвящимися программами является 
оценка fi(^V^-), полученная П. Пудлаком [11] с помощью метода Не-
чипорука [2]. 

Для некоторых симметрических булевых функций, в частности для 
функции голосования, П. Пудлак [10] получил нижнюю оценку 
£2(n log log n/ log log log n) в классе детерминированных ветвящихся прог­
рамм. Впоследствии эта оценка была усилена до оценки O(nlogn) 
(log log n)"1 для сложности реализации некоторых симметрических буле­
вых функций, в том числе для функции голосования MAJn и для элемен­
тарной симметрической функции от п переменных, которая принимает 
значение 1 на наборах, содержащих [п/2\ единиц [6]. 

В [3] были получены оценки сложности реализации характеристи­
ческих функций двоичных кодов с большим числом кодовых вершин 
и растущим (по п) кодовым расстоянием в классе детерминированных 
ветвящихся программ. В частности, получена нижняя оценка Q(nlogn/ 
log log n) для характеристических функций кодов Боуза—Чоудхури— 
Хоквингема (БЧХ) с кодовым расстоянием log n/ log log n. Эти коды ши­
роко используются в теории кодирования и ее приложениях, тем не менее 
вопрос об конструктивности их задания остается. 

В настоящей статье рассматривается реализация булевых функций 
недетерминированными и детерминированными ветвящимися програм­
мами. Приведены нелинейные нижние оценки сложности реализации 
булевых функций ветвящимися программами, исходя из сложности по­
крытий множества единиц булевой функции функциями определенного 
вида (теорема 4), в частности исходя из числа единиц булевой функ­
ции в гранях куба определенной размерности (теорема 5). Примене­
ние этих результатов позволило получить нелинейные нижние оценки 
£l(n log n/ log log n) сложности реализации характеристических кодов 
Рида—Маллера недетерминированными программами. 

Оценки были получены некоторой модификацией метода из [3, 8]. 
Этот метод сводит получение нижних оценок сложности реализации бу­
левых функций ветвящимися программами без ограничений к получе­
нию нижних оценок сложности реализации подфункций рассматривае­
мой функции в классе ветвящихся программ с ограничениями на число 
проверок каждой переменной в любой цепи (ветвящиеся ^-программы). 

В настоящее время известны два метода [3, 7] получения нижних 
оценок сложности реализации функций ветвящимися ^-программами. 
В [3, 8] были получены экспоненциальные нижние оценки сложности 
реализации булевых функций детерминированными ветвящимися &-про-
граммами при k(n) — O(logn/loglogn). Впоследствии этот метод был 
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распространен на недетерминированные ветвящиеся программы [9, 4]; 
в [7] были получены экспоненциальные нижние оценки для сложности ре­
ализации булевых функций недетерминированными ветвящимися 
^-программами при k(n) = O(logn). В настоящей работе при получе­
нии нижних оценок сложности реализации подфункций рассматриваемой 
функции используется метод из [3, 8]. 

При получении результата существенно используются результаты 
из [13] по обобщенным весам Хемминга для линейных кодов. 

В § 1 изложена общая идея доказательства и приведено некоторое 
обоснование того, почему при получении нижних оценок сложности вет­
вящихся /^-программ мы отдали предпочтение методу из [3, 8]. В § 2 
содержатся определения и предварительные сведения. В § 3 доказы­
вается основной результат (теорема 1), позволяющий сводить получе­
ние нижних оценок сложности реализации булевых функций програм­
мами без ограничений к получению нижних оценок сложности реализа­
ции подфункций рассматриваемой функции программами с ограничени­
ями (ветвящиеся /^-программы). В § 4 рассматривается метод получе­
ния нижних оценок сложности для ветвящихся /^-программ, приводятся 
основные теоремы, позволяющие получать нижние оценки сложности 
реализации функции программами без ограничений. В § 6 применя­
ется результат из [13] по обобщенным весам Хемминга для подсчета 
числа единиц характеристической функции кода Рида—Маллера, лежа­
щих в гранях куба определенной размерности. Это позволяет в § 6 по­
лучить нелинейные нижние оценки сложности реализации характери­
стических функций кодов Рида—Маллера недетерминированными вет­
вящимися программами. 

§ 1. Идея метода получения нижних оценок 

Идея метода получения нелинейных нижних оценок для ветвящихся 
программ без ограничений [3, 8] заключается в следующем. Пусть 2Р — 
произвольная ветвящаяся детерминированная программа, реализующая 
булеву функцию /(ж!,ж 2 , . . . ,хп). Если число проверок переменной Х{ 
в некоторой цепи (пути) от входной вершины к выходной превышает 
fc(ra), где k{n) —> ос при п —» оо, и число таких переменных не очень 
мало, то сложность ветвящейся программы не может быть малой. Если 
число таких переменных мало, то эти переменные можно «забить» кон­
стантами, что позволит от первоначальной схемы & перейти к схеме 
SP1 с ограничениями на число проверок каждой переменной в цепи, т. е. 
рассмотреть реализацию некоторой подфункции функции / ветвящейся 
&(п)-программой. 
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Этот подход позволяет свести получение нижних оценок сложнос­
ти реализации булевой функции программой без ограничений к получе­
нию нижних оценок сложности реализации подфункций рассматривае­
мой булевой функции схемами с ограничениями, а именно ветвящимися 
&(п)-программами. 

Можно отметить, что предложенные в [3, 7, 9, 12] методы для по­
лучения высоких нижних оценок сложности реализации булевых функ­
ций ветвящимися ^-программами схожи. Пусть 2Р — ветвящаяся про­
грамма, реализующая булеву функцию f от п переменных. Каждой еди­
нице булевой функции / (т. е. набору, на котором функция равна 1) 
ставится в соответствие путь в &. Этот путь делится на «равные» час­
ти, и каждому такому пути ставится в соответствие или подмножество 
вершин [3, 9], или некоторое подмножество дуг ветвящейся программы 
[7, 12], позволяющее отделять одну часть от другой. Мощности этих 
множеств зависят только от заранее выбранных параметров и сущест­
венно меньше длины пути. С каждым таким множеством вершин (или 
дуг) ассоциируется функция /,-, зависящая только от этого подмножества 
вершин или дуг программы ^ и н е зависящая от пути, по которому она 
строилась. При этом 

/ = v/,., (1) 
т. е. функции /г- задают покрытие множества единиц функции / . Если 
число единиц каждой функции /t- не очень большое, а число единиц функ­
ции / велико, то и число различных подмножеств, которые ставятся в со­
ответствие единицам булевой функции, велико. Это позволяет оценить 
снизу число вершин (или дуг) ветвящейся программы. 

В [3] для получения нижних оценок сложности ветвящихся программ 
используется сопоставление с каждой единицей булевой функции после­
довательности вершин ветвящейся программы. Это требует преобра­
зования ветвящейся программы к однородному виду (точное определе­
ние этого понятия дано в § 2), что приводит к некоторому усложнению 
программы, но позволяет рассматривать обобщенные отрезки пути. Это 
позволяет ставить в соответствие каждому пути не все вершины, пер­
воначально служившие разделителями частей, на которые делился путь 
ветвящейся программы, а только часть из них. При таком подходе в не­
которых случаях удается получить лучшие оценки, чем при применении 
метода из [7], особенно в тех случаях, когда ветвящиеся А;-программы 
используются при получении нижних оценок сложности для ветвящихся 
программ без ограничений. 

При применении метода Бородина, Разборова, Смоленски [7] каждой 
единице булевой функции ставится в соответствие последовательность 
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дуг ветвящейся программы. Это, с одной стороны, не требует приведе­
ния программы к однородному виду, но, с другой стороны, не позволяет 
объединять отрезки пути, т. е. каждому пути необходимо ставить в со­
ответствие все дуги, которые служили разделителями пути программы 
на части. При получении нижней оценки сложности ветвящейся прог­
раммы этим методом требуется извлекать корень большой степени из 
мощности полученного покрытия множества единиц функции из (1). 

§2. Определения, предварительные сведения 

Недетерминированной ветвящейся программой от переменных 
# i , . . . ,хп называется ориентированный граф без циклов с одной вход­
ной и двумя выходными вершинами, одна из которых помечена нулем, 
другая — единицей. Из каждой вершины, за исключением выходных, 
выходит две дуги. При этом все невыходные вершины делятся на два 
типа: 

— вершины, помеченные переменными из множества {ж1э . . . , £„}; 
из каждой такой вершины выходит одна дуга, помеченная единицей, 
и одна дуга, помеченной нулем; 

— недетерминированные вершины («guessing nodes», «V-nodes», 
«existential nodes»); эти вершины не помечены и из каждой такой вер­
шины выходит ровно две непомеченных дуги (свободные дуги). 

Булева функция / ( ж ь . . . ,хп ) , реализуемая недетерминированной 
ветвящейся программой, описывает проводимость между входной и вы­
ходной вершиной, помеченной единицей, в зависимости от значений пе­
ременных # ! , . . . , z n . Число вершин, помеченных переменными, назы­
вается сложностью недетерминированной ветвящейся программы 2Р 
и обозначается через NBP(«^). Сложность минимальной недетерми­
нированной программы, реализующей функцию / , называется слож­
ностью реализации булевой функции / и обозначается через NBP(/) . 

Недетерминированная ветвящаяся программа называется детерми­
нированной ветвящейся программой, если в ней нет недетерминирован­
ных вершин. Под сложностью детерминированной ветвящейся прог­
раммы 8Р понимается число невыходных вершин, которое будем обозна­
чать через В Р ( ^ ) . Сложность минимальной детерминированной прог­
раммы, реализующей функцию / , называется сложностью реализации 
булевой функции / и обозначается через ВР(/ ) . 

Ветвящаяся (недетерминированная или детерминированная) прог­
рамма называется /.-программой {к — натуральное число) тогда 
и только тогда, когда для каждого г, 1 ^ г ^ тг, вдоль любого пути 
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от входной вершины к выходной вершине встречается не более к вхожде­
ний переменной х{. Сложность реализации булевой функции / недетер­
минированными и детерминированными ветвящимися ^-программами 
будем обозначать через NBPk(/) и ВРк(/) соответственно. 

Ветвящуюся (недетерминированную или детерминированную) прог­
рамму будем называть однородной, если для любой вершины а и для 
любого г, 1 ^ г ^ п, на каждом пути, идущем от входной вершины к вер­
шине а, число вершин, помеченных переменной я,-, не зависит от пути 
(для разных значений г это число может быть различным). Кроме того, 
при любом г, 1 ^ г ^ п, на каждом пути от входной вершины к любой вы­
ходной число вершин, помеченных переменной ж,-, равно к. Сложность 
реализации булевой функции / недетерминированными и детерминиро­
ванными однородными ветвящимися ^-программами будем обозначать 
через UNBPk(/) и UBPk(/) соответственно. 

Пусть 2? — однородная недетерминированная (детерминированная) 
^-программа. Будем считать, что вершина а программы SP находится 
на расстоянии / от входной вершины, если число помеченных дуг на лю­
бом пути от входной вершины до вершины а равно /. Через UNBPrf(«^) 
(UBPd(<^)) обозначим число вершин, помеченных переменными, одно­
родной недетерминированной (детерминированной) ветвящейся прог­
раммы 2?, лежащих на расстоянии кратном d от входной вершины. 

Рассмотрим ветвящуюся программу ^ , реализующую булеву функ­
цию / . Каждому пути ж в программе «^, идущему от входной вер­
шины к выходной, естественным образом можно поставить в соответ­
ствие конъюнкцию К: если на пути 7Г есть дуга с меткой единица, 
выходящая из вершины, помеченной переменной ж,-, то х{ включается 
в конъюнкцию К\ если в 7Г есть дуга с меткой нуль, выходящая из вер­
шины, помеченной ж,-, то в К включается х{. При этом конъюнкции, 
соответствующие некоторым путям ветвящейся программы ^ , могут 
содержать одновременно переменную и ее отрицание, т. е. могут быть 
тождественно равны нулю. Будем говорить, что путь 7г реализует конъ­
юнкцию К. Ясно, что если конъюнкция К соответствует некоторому 
пути ветвящейся программы ^ , то К~1{\) С / _ 1 (1 ) . 

Будем говорить, что вершина а,- предшествует вершине а,- в ветвя­
щейся программе, если в ней существует путь от а{ к а;-. 

Множество вершин аг,..., at (не обязательно различных) ветвящей­
ся программы 2? назовем последовательностью вершин, если в £Р су­
ществует такой путь от входной вершины к выходной, проходящий через 
вершины а ь . . . , а*, что на этом пути вершина а,- предшествует вершине 
dj при i < j или ах- совпадает с а, . 
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§ 3. Сведение нижних оценок сложности для программ 
без ограничений к оценкам сложности для ^-программ 

Пусть / (ж ь ж. 2 , . . . ,хп) — булева функция, X1 = {xhj... ,xim} — 
подмножество множества переменных функции / , а а = {а г 1 , . . . , аг-т} — 
множество констант. Через f\X'~a обозначим функцию, которая получа­
ется из / подстановкой констант из а вместо переменных из X', а именно 
заменой переменной x{j на константу a2j., I ^ j ^ га. 

Следующая теорема показывает, что можно получать нижние оцен­
ки сложности реализации булевых функций ветвящимися программами 
без ограничений, используя ветвящиеся /^-программы. 

Теорема 1. Пусть д(Х) — булева, функция и С — константа, 
О < С < 1. Пусть для любого подмножества переменных Х0, Х0 С X 
и \Х0\ = [Сп\, существует такая подстановка констант из а в Х0, что 
сложность реализации функции g\x =а(Х \Х0) недетерминированными 
(детерминированными) ветвящимися k(n)-программами не менее чем 
пф(п), где ф(п) — растущая функция. Тогда сложность реализации 
функции g недетерминированными (детерминированными) ветвящимися 
программами без ограничений не меньше тт{Спк(п),пф(п)}. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 3? — произвольная ветвящаяся прог­
рамма, реализующая функцию д. Покажем, что ее сложность не меньше 
тт{Спк(п),пф(п)}. Через X' обозначим множество переменных функ­
ции #, которыми в программе ЗР помечено не менее к(п) вершин. Воз­
можны 2 случая. 

I. |Х' | > \Сп\. В этом случае в программе ЗР содержится по крайней 
мере \Сп\ переменных, каждой из которых помечено не менее к(п) вер­
шин. Поэтому общее число вершин в программе 3? не меньше Спк(п). 
Следовательно, сложность программы 3? не меньше тт{Спк(п), пф(п)}. 

II . \Х'\ ^ L^nJ- Если \Х'\ < [Сп\, то множество X' произволь­
ным образом дополним до множества Х0 мощности \Сп\. По условию 
теоремы существует такая подстановка констант из а в подмножество 
переменных из X0j что сложность реализации функции д\Хо=а

 в е т в я " 
щимися ^-программами не меньше пф(п), где ф(п) — растущая функ­
ция. В программе ЗР переменные из Х0 «забьем» константами из а. 
Произведя несложную перестройку программы ^ , получим новую про­
грамму 3?', сложность которой не больше сложности программы 3*. 
При этом программа ЗР* реализует функцию д\х =а(Х \ Х0). В про­
грамме 8*1 нет переменной, которой помечено более к(п) вершин. А это 
значит, что в &' нет пути, на котором встречается более к(п) вершин, 
помеченных одной и той же переменной, т. е. ЗР1 является ветвящейся 
&(п)-программой. Следовательно, по условию теоремы ее сложность не 
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меньше пф(п). Таким образом, и в этом случае сложность программы 
& не меньше mm{Cnk(n)^n^(n)}. Теорема доказана. 

Таким образом, для получения нижних оценок сложности реализа­
ции функции g программами без ограничений надо научиться получать 
нижние оценки сложности реализаций подфункций функции g ветвящи­
мися ^-программами. 

§ 4. Нижние оценки сложности ветвящихся /^-программ 

Для того чтобы оценить увеличение сложности функции g при пере­
ходе от ее реализации произвольной недетерминированной к-программой 
к реализации g однородной недетерминированной ^-программой, надо 
оценить сверху общее число дуг (включая свободные дуги) в недетер­
минированной программе. Это будет осуществляться так же, как при 
доказательстве теоремы 1 из [7]; но там это утверждение было сфор­
мулировано для ациклических контактно-вентильных схем. Известно, 
что сложности реализации булевых функций ациклическими контактно-
вентильными схемами и недетерминированными ветвящимися програм­
мами с точностью до порядка совпадают, тем не менее для удобства 
изложения это утверждение целесообразно сформулировать в терминах 
недетерминированных ветвящихся программ. 

Лемма 1. Любую недетерминированную программу 0* можно пре­
образовать в такую недетерминированную программу З0', сложность 
которой не превосходит сложности программы £Р и общее число дуг 
(включая свободные дуги) в £Р1 не превышает 16(NBP(<^))2 — 2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через a0^ax^... , aL входную вершину 
и все вершины, из которых исходят дуги, помеченные 0 или 1. Ясно, что 
L ^ 2NBP(^) . Пусть а,, 0 ^ j ^ £, — недетерминированная вершина, 
из которой исходят пути по свободным дугам, ведущие в / вершин, по­
меченных переменными, или в выходные вершины (/ ^ NBP(«^) + 2). 
Множество всех таких путей заменим ориентированным деревом с кор­
нем а,, содержащим не более 2(7 — 1) свободных дуг; при этом выходные 
вершины этого дерева ведут в те же / вершин, что и пути, выходящие 
из вершины dj в программе 3* (рис. 1). 

Такую замену произведем для всех недетерминированных вершин 
из множества {а 0 , а 1 ? . . . , a^}. Получим новую программу <^', в кото­
рой число помеченных вершин не изменилось, а число свободных дуг не 
превышает (2 (NBP^ + 1))(2NBP(^) + 1). Общее же число дуг в новой 
программе не превышает 2 (NBP(^ + 1))(2NBP(^) + 1) + 2NBP(^) ^ 
16(NBP(^))2 - 2. Лемма доказана. 
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Программа 2? Программа 2?' 

Рис. 1 

Перейдем к преобразованию ветвящейся программы к однородной 
программе, что уже было сделано в [3, 9]. Но в отличие от [9], где нас 
не интересовали точные оценки, здесь мы будем оценивать соотноше­
ние не просто между сложностью ветвящейся программы и однородной 
ветвящейся программы, а между сложностью ветвящейся программы 
и числом вершин ветвящейся программы, которые находятся на таком 
расстоянии от входной вершины, которое кратно некоторой величине. 

Лемма 2. а) Любую недетерминированную ветвящуюся к-програм-
му &, реализующую булеву функцию / ( ж ь . . . , хп), можно преобразо­
вать в такую однородную k-программу £Р0, которая реализует функцию 
f и число вершин UNBP d(^ 0) 5 лежащих на расстоянии кратном d от 
входной вершины, удовлетворяет неравенству 

UNBPkd(^0) <: [ ^ /d ] (4NBPk(^ ) ) 2 . 

b) Любую детерминированную ветвящуюся k-программу &*, реали­
зующую булеву функцию / (ж 1 5 . . . ,xN), можно преобразовать в такую 
однородную k-программу &Q7 реализующую функцию f\ что 

UBP d (^ 0 ) ^ \kn/d] - B P k ( ^ ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проводится по аналогии с доказательством лем­
мы 1 из [3, 4]. 

а) Пусть 2Р — недетерминированная ветвящаяся fc-программа, реа­
лизующая булеву функцию /(ж1,ж2?--- >#„). Лемма 1 утверждает, что 
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любую недетерминированную ветвящуюся ^-программу 2? можно пре­
образовать в недетерминированную ветвящуюся fc-программу &>9 с тем 
же числом помеченных вершин, в которой общее число дуг (включая 
свободные дуги) не превосходит 16NBP(<^)2 — 2. 

Максимальное число вершин с меткой xq на произвольном пути от 
входной вершины к вершине а в программе &* обозначим через lq(a). 
Ясно, что если вершина а,- предшествует вершине dj в <^', то при любом 
q = 1,2,... , п выполняется неравенство 

fg(a») ^ lq(o>j). 

Рассмотрим случай, когда дуга (а,-,а;-) выходит из вершины, поме­
ченной переменной, и случай, когда дуга (а,-,^) выходит из недетерми­
нированной вершины. 

СЛУЧАЙ 1. Пусть дуга (а,-,^) в 2Р1 выходит из помеченной вер­
шины. Без ограничения общности можно считать, что эта дуга имеет 
метку 1 и выходит из вершины хх. Тогда Zi(at-) < h((ij). Дугу (di:dj) за­
меним на дугу (а,-, а') и на «цепочку» дуг, которые соединяют вершины а' 
и dj и реализуют фиктивные проверки переменных ж1? x2j • • • , xn: (h(aj) — 
h(ai) — 1) проверок переменной хг и (lq(dj) — /g(at-)), 2 ^ q ^ n, проверок 
переменной жд. Среди всех вершин, лежащих на пути от вершины а,-
к вершине а, после введения фиктивных проверок переменных, не более 
чем \kn/d] вершин лежат на расстоянии кратном d от входной вершины 
(вершина dj в рассмотрение не входит). 

СЛУЧАЙ 2. Пусть (а,-,^-) — свободная дуга в <^'. Если lq(aj) — /?(a,-) 
при каждом д, 1 ̂  g ^ п, то вершины at- и а, соединим свободной дугой 
(а{,ау). Если имеется д, 1 ^ q ^ п, такое, что lq(dj) ф ^(аг-), то дугу 
(ai,a,j) заменим на путь, соединяющий вершины а,- и а,, дуги которого 
реализуют фиктивные проверки переменных #i, ж2 , . . . > #n; при этом ис­
пользуется (lq(dj)—lq(di)), I ^ q ̂  ^5 проверок переменной ж9. Среди всех 
вершин, лежащих на пути от вершины аг- к вершине dj после введения 
фиктивных проверок переменных, не более чем \knfd] вершин лежат на 
расстоянии кратном d от входной вершины (вершина dj в рассмотрение 
не входит). 

Проделаем эту процедуру со всеми дугами в ЗР1. Для того чтобы на 
любом пути от входной вершины к выходной вершине было к дуг, по­
меченных произвольной переменной, введем новую выходную вершину 
и соединим прежнюю и новую выходную вершины путем, который реа­
лизует необходимое число фиктивных проверок переменных. В резуль­
тате получим такую однородную ветвящуюся fc-программу, что 

UNBP*(<^oK rbi/g|(4NBP(<^))2. 

file:///knfd
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Ь) В детерминированной программе нет свободных дуг, и поэтому не 
требуется производить преобразование программы, указанное в лемме 1. 
Следовательно, для нее справедлива оценка из пункта Ь) леммы. Лемма 
доказана. 

Пусть с̂ о — однородная fc-программа, реализующая булеву функ­
цию f(X). Тогда любой путь в <^0 реализует либо некоторую элемен­
тарную конъюнкцию от переменных из X, либо тождественно равную 
нулю конъюнкцию. Пусть 7г — путь в <^о5 реализующий ненулевую 
конъюнкцию К. Будем говорить, что переменная х встречается на 
отрезке (Ь,с) пути 7г, если на отрезке (6, с) пути 7Г между вершинами 
б и с есть дуга, которая исходит из вершины ветвящейся программы, 
помеченной переменной х. 

Пусть <2ьа2 , . . . ,а2т — последовательность вершин однородной 
/^-программы <^0, лежащих на пути 7г. Введем следующие обозначения. 

• <2*(а15а2,... ,a2 m) — множество переменных, каждая из кото­
рых встречается хотя бы на одном из отрезков ( а 1 , а 2 ) , . . . , 
(я2т-ь&2т) пути 7г и не встречается вне этих отрезков на этом 
пути. 

• Q^(a! ,a2 , . . . ,a2 m) — множество переменных, которые встреча­
ются только вне указанных выше отрезков пути 7г. 

• Q°(a l 5 a 2 , . . . ,a2 m) — множество переменных, которые встреча­
ются как на указанных выше отрезках пути 7г, так и вне их. 

Если ^ о — однородная ^-программа, то в ней на любом пути, про­
ходящем через вершины б и с , множество переменных, которые встре­
чаются на отрезке (6, с) этого пути, не зависит от пути. Поэтому мно­
жества Q{(a1? a 2 , . . . , a2m) (j = 0,1,2) зависят только от последователь­
ности вершин аг,а2,... ,a2m и не зависят от пути. Следовательно, ин­
декс 7Г при Q{ можно опустить. Ясно, что множества Q ;(a l 5 a 2 , . . . , a2m) 
(j = 0,1,2) попарно не пересекаются и их объединение совпадает с мно­
жеством всех переменных реализуемой функции. 

Пусть k, p ж t — натуральные числа такие, что к ^ р ^ t. Введем 
следующие обозначения: 

щ(щк,р^) = t- к 

п2(щ k,p,t) — п — p\kn/t] + (к — 1) 

п0(щ k,p,i) = п — щ — п2. 

t- к 
- к 

(2) 

(3) 

(4) 

В следующей лемме приведены некоторые оценки величин пх(?г; &,р, t) 
и п2(щ А;,р, £), зависящие от параметров р и t. 
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Лемма 3. 
1. Еслир = k nt = к2 + к, топ^щк.р^) ^ f̂—- nn2(n;k,p,t) ^ - щ . 
2. Если р = к и t = 2к2, то n^n ; k,p,i) ^ т^ут я гс2(гс; k,p,t) ^ | . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ формулы Стирлинга следует, что при любых 

i и а, Ц а ^ Ь/2, выполняется неравенство 

и n2 ^ п—А; 1. Пусть р = йи* = fc2+A\ Тогда nx = U/(*+*) 
Из (5) следует, что щ £ ^ щ г ^ р^Ьт £ ^ и п 2 ) ^ . 

2. Пусть р = Л и t = 2&2. Тогда n : = ^ / ( 2 f ) и n2 > n - к\пк/(2к2)]. 
Из (5) следует, что щ ^ ^7)* и ™2 ̂  f * 

Лемма доказана. 
Теорема 2. Пусть £?0 — однородная недетерминированная к-прог-

рамма, реализующая функцию f, натуральные числа к, р и t таковы, 
что к <i p ^ t, и числа ni(n]k,p,i), n2(n\k,p,t), nQ(n;k,p,t) положи­
тельны. Тогда любому набору 7 = (7i>--- ?7п) такому, что / (7 ) = 1, 
можно поставить в соответствие такую последовательность Ф(7) #3 2р', 
р' ^ р, различных вершин, помеченных переменными, что 

(a) все вершины последовательности Ф(7) принадлежат некоторому 
пути 7r(j), реализующему 7; 

(b) все вершины последовательности У (*у) лежат на расстоянии крат­
ном \kn/t] от входной вершины; 

Ю2(Ф(7)) |^П2(п;*,Р,0; 
|д0(Ф(7))|^«о(п;А,Р,*). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО практически совпадает с доказательством лем­
мы 2 из[3]. Наличие свободных дуг лишь незначительно изменяет дока­
зательство. 

В однородной программе <^0 имеется путь 7г(7) длины kn, который 
реализует единицу 7 булевой функции / . На пути т(^у) выберем вершины 
а0, a i , . . . , at, где a0 — первая вершина, помеченная переменной на пути 
7г (т.е. вершина, лежащая на расстоянии 0 от входной вершины); ах — 
вершина, помеченная переменной и лежащая на расстоянии \kn/i] от 
входной вершины; а2 — вершина, помеченная переменной и лежащая на 
расстоянии 2- \kn/t] от входной вершины, и так далее до тех пор, пока не 
появится выходная вершина, помеченная единицей. Выходную вершину 
выберем в качестве очередной 5-й вершины пути. При этом расстояние 
между вершиной, предшествующей выходной вершине, и выходной вер­
шиной может быть меньше \kn/t]. Если s < t + 1, то в качестве вершин 
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а я + 1 , . . . , a t+1 возьмем выходную вершину, помеченную единицей. Ясно, 
что при этом вершины выбранной последовательности (за исключением 
вершин, совпадающих с выходной вершиной) помечены переменными 
и лежат на расстоянии кратном \kn/t] от входной вершины. 

Любые р вершин а,-1?... , atp, 0 ^ гх < г2 < . . . < гр ^ t — 1, из 
множества {a 0 , a l 5 . . . ,а*_х} задают р отрезков пути 7г(7): (аг1,аг-1+1), 
(аг-2, аг-2+1),..., (аг-р, аг-р+1). Множество концов этих отрезков обозначим 
через Ailti2tm..iim, т. е. Ail>iai...|im = {агЧ, а,-1+1, аг-2, аг-2+1,..., аг-т, aim+1} 
является последовательностью вершин ветвящейся программы &*0. 

В конце доказательства теоремы будет показано, что среди всевоз­
можных последовательностей A2l>l-2j..Mtm можно выбрать такую, что ее не­
значительная модификация (последовательность В) удовлетворяет усло­
виям теоремы. 

. а 0 , . . . , dp-i 

. f l i , 

at- p + i , • 

Рис. 2 

Рассмотрим неориентированный граф G (рис. 2), содержащий два 
множества вершин: п вершин, соответствующих переменным ж ь . . . , жп, 
и ( * ) вершин, соответствующих всевозможным р-элементным выбор­
кам {a t l , . . . ,aXp} из множества {a0, a l5 . . . , a t - i} , а значит, и всевоз­
можным последовательностям Atl)t-2 Вершину, соответствующую 
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переменной zt-, соединим с вершиной, соответствующей подмножеству 
{ a t l , a b , . . .а { р}, О ^ ix < i2 < . . . < гр ^ (t - 1), в том и только том 
случае, когда Ж(,--1)в+1,...,,-, € Q1(-A»-ll*2l...,tp), т. е. когда эта перемен­
ная входит хотя бы в один из отрезков пути (аг1,аг-1+1), (аг-2,аг-2+1), . . . , 
(atF3fl*p+1)> н о не входит в остальные отрезки пути. Пусть /г- — число 
отрезков (аг-у,а^.+1), 0 ^ j ^ (t - 1), в которые входит переменная х{. 
Тогда вершина, соответствующая переменной я,-, соединена в графе G 
со всеми подмножествами, содержащими эти отрезки. Число таких под­
множеств равно (*!!*). С другой стороны, вершина, соответствующая 
подмножеству {aZ l , . . . , a t p } , соединена в графе G с JQ1(At-1|t-2i...tjp)| вер­
шинами, которые соответствуют переменным. Подсчитав число ребер 
в графе, получаем, что 

• 1 , . . . , » Р t = l 4 i ^ г / 

(6) 
0 < ^ < . . . < » р < ( * - 1 ) 

Так как на каждом пути ветвящейся программы ^ 0 любая переменная 
встречается к раз, то lx ^ к. Поэтому выполняется неравенство 

^ 
t-k 

- к 
Из этого неравенства и (6) следует, что 

£ \Q4Aiui, .-,)|£« 
0 < i 1 < . . . < i p < ( < - l ) 

m — к (7) 

Выберем подмножество вершин Д-!,^,...,», с максимальным значением 
|Q1(^illt2,...,tp)|- Можно считать, что в это подмножество не входит вы­
ходная вершина, так как вклад отрезков, начинающихся с выходной вер­
шины, в левую часть из (7) равен 0. Поэтому эти вершины можно заме­
нить любыми другими, отличными от выходной вершины; при этом зна­
чение \Q1(Aiui2,...,iP)\ не уменьшится. Значит, имеется такое множество 
вершин аг1,. 
неравенство 

гг-р, не содержащее выходной вершины, что справедливо 

't-k\ iff \Q\Aiui2_,p)\>n 
р - к 

Так как |Q1(A,-1|f-3i...jl- )| целое число, то 

\Q4Ail,ia,...,i,)\> 
t-k 

(8) 

file:///Q4Aiui
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Общее число переменных, входящих в отрезки (aiya2)^ (a3 ,a4), •••? 
(a2p_i,a2p), удовлетворяет неравенству 

\Q\Aiui2 ,-J U Q°(Aiuh_im)\ $ \kn/t]p -(к- l ) ^ 1 ^ . , - , .-.)!• (9) 

Поскольку 
\Q\A)\ = n-\Q\A)uQ\A)\, 

из (8) и (9) получаем 

io2(^lfl.ai...|im)i ^ п - \kn/t]P+(к~ т ^ А ^ ^ л 
^ п - \кп/£\р + (к - 1) t- к 

р — к 

Так как 

\Q\Aiub . 'Л + \Q\Aiub <Л + IQ2Un,b = п, 

(10) 

(И) 
то требуемая оценка справедлива и для |Q0(i4.l-ljl-2>...jt-m)|. 

Ясно, что все вершины последовательности Аг-1)г-2)..мг-р лежат на рас­
стоянии, кратном \kn/t\. Если в последовательность А,-̂ ,-̂ ...̂  какие-
нибудь вершины входят более одного раза, то можно объединить от­
резки, содержащие общие вершины, выбросив эти вершины. Например, 
если г3 = г2 + 1, то в последовательности Ail)i2)_jt- вершина аг-3 встреча­
ется два раза. Поэтому можно рассмотреть последовательность, содер­
жащую концы отрезков (a{l, аг-1+1), (аг-2, аг-3+1),..., (а{р, aip+1). Проделав 
эту процедуру со всеми совпадающими концами отрезков, от последова­
тельности Ailii2tm„iip перейдем к последовательности 5 , состоящей из 2р' 
вершин, р' ^ р. Легко видеть, что последовательность В удовлетворяет 
условиям (а) и (Ь) теоремы. Также легко видеть, что при j = 0,1,2 

&(А{1,ь iT) = Qj(B). 

Тогда из (2)-(4), (8), (10) и (11) следует, что последовательность В 
удовлетворяет условию (с) теоремы. Теорема доказана. 

Пусть 3* — ветвящаяся программа, реализующая булеву функцию / , 
а и Ь — вершины программы £Р. Через / ( ^ ; а , 6 ) обозначим булеву 
функцию, реализуемую подпрограммой программы «0̂ , в которой вер­
шина а рассматривается как входная вершина, а вершина Ь — как вы­
ходная вершина, помеченная 1. (Для того чтобы полученная подпрог­
рамма была ветвящейся программой, вершину b надо пометить еди­
ницей и удалить из нее дуги программы, выходящие из вершины 6.) 
Пусть Ф = ( a l 3 a ! , . . . , a2p/) — последовательность вершин ветвящейся 
программы ^ , реализующей булеву функцию / ( ж ь . . . , хп). Через а0 
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обозначим входную вершину программы ^ , через a2p'+i — выходную 
вершину, помеченную 1. Положим 

Р' Р' 

f\0>; Ф) = Д /(£>; a 2 i . b a2 i), / 2 ( ^ 5 Ф) = Д / ( & \ а&а^). 
j=l j = 0 

Из определения множеств (^(Ф), j = 0,1,2, следует, что функция 
/ Х ( ^ ; Ф ) зависит только от переменных из множеств Ql(^) и <5°(Ф), 
а функция / 2 ( ^ ; Ф) — от переменных из множеств ф2(Ф) и ф°(Ф). 

Ясно, что если / (7) = 1, то 

/ 1 (^ ;Ф( 7 ) ) (7 )Л / 2 (^ ;Ф(7) ) (7 )=1-

Пусть «^0 — однородная недетерминированная fc-программа, реали­
зующая функцию f'^k^pvit — натуральные числа такие, что k ^ p ^t. 
и числа rii(n; &,р,£), n2(n; &,p,£), п0(щк^р^) положительны. В тео­
реме 2 каждой единице 7 булевой функции / была поставлена в соот­
ветствие такая последовательность Ф(7) из 2р1 вершин (р1 — натураль­
ное число и р1 ^ р), лежащих на расстоянии кратном [&n/f| от вход­
ной вершины, что |<2г(ф(7))1 ^ п^щк.р^); |<22(Ф(7))| ^ ^2(щк,р^); 
|Q°(*(7)) |^n0(n;fc,p,*). 

Через V(^) обозначим множество 2р'-вершинных последовательнос­
тей однородной ветвящейся программы <^, которые поставлены в соот­
ветствие единицам булевой функции / , реализуемой программой £?. 

Очевидна следующая 

Лемма 4. Булева функция f, реализуемая программой &>0, может 
быть представлена в виде 

/ = V Uj(Q\^)^Q\^))^ff(Q^j)^Q4^j)))' 

Рассмотрим всевозможные представления функции / ( F ) , \Y\ = п, 
в виде 

/ (У ) = \ / f\Y, U У0) Л /2(У2 U У0), (12) 

где Yi, Y2 и Yo — непересекающиеся множества; Y ~ Yx U Y2U Y0; |Y| = n, 
|Yi| ^ nx{n',k,p,t), \Y2\^> n2(n\k,p,t) и |Y0| = n - |YX| - |Y2|. 

Минимальное число дизъюнктивных членов в представлении (12) 
обозначим через R(f\n,k,p,t). Ясно, что 

R(f;n,k,p,t)$\V(&>0)\ (13) 

для любой однородной /^-программы 3*0, реализующей функцию / . 
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Теорема 3. Пусть / — булева функция, существенно зависящая от 
п неременных, п ^ 16; к, р и t, к ^ р ^ t, — произвольные натураль­
ные числа такие, что величины ni{n\p,k,t), п2(щр,к,{) и nQ(n;p,k:t), 
вычисленные по формулам (2)-(4), положительны. Тогда 

(a) сложность NBPk(/) реализации булевой функции f недетерми­
нированными k-программами удовлетворяет неравенству 

NBPk(/) ^ max i n ; 1/4 ^ • (Д(/; n, к, р, t)f/(4p) I ; 

(b) сложность ВРк(/) реализации булевой функции f детерминиро­
ванными k-программами удовлетворяет неравенству 

ВРк(/) ^ max jn ; ^ . (Д(/ ; n,k,p,t)f/{2p) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть &* — произвольная недетерминированная 
£;-программа, реализующая булеву функцию / , существенно зависящую 
от п переменных. По лемме 2 преобразуем ^-программу & в однород­
ную недетерминированную /^-программу ^ 0 ? реализующую функцию / . 
Через L0 обозначим множество всех вершин программы 2?Q, лежащих 
на расстоянии кратном \kn/t] от входной вершины. 

Все вершины последовательностей, поставленных по теореме 2 в со­
ответствие единицам булевой функции, лежат на расстоянии кратном 
\kn/t\ от входной вершины и, следовательно, принадлежат множеству 
L0. Поэтому выполняется соотношение 

вдиЕ^;1). (и) 
Так как функция / существенно зависит от п переменных, то 

NBPk(/) ^ n и ВРк(/) ^ п. Поэтому достаточно рассмотреть только 
случай, когда R(f\n,k,p,t)ll2p ^ п, т. е. 

R(f;n,k,p,t) $> п2р = 22plo^n ^ 28р, (15) 

поскольку по условию теоремы п ^ 16. 
Покажем, что в этом случае \LQ\ ^ 8р. Предположим, что |Х0| < 8р. 

Тогда в силу (13) и (14) имеем 

R(f]n,k,p,t)$ v w i < £ ('у') <2lLo1 *28Р-

Это противоречит предположению (15). 
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Таким образом, | i 0 | ^ 8р. Отсюда и из (13)—(15) следует, что 

«/;M.i.,o<iv(*i.)i <£('£') <2(!2Р) « (1гГ ' 
Поэтому 

| £ 0 | ^ ^ ( й ( / ; п Д , р , 0 ) 1 / ( 2 р ) . (16) 

Но по определению множества L0 и величины UNBPJ. n (&о) имеем 

\L0\ = UNBPklkn/tX&>Q). 
Тогда по лемме 2 

kn 
< (4NBPk(^))2 <С *(4NBPk(^))2 . 

\kn/t] 
Из этого факта и (16) следует, что 

NBPk(̂ ))> 1 у5(Д(/;пЛр,0)1/(4р)-
Так как & — произвольная программа, реализующая булеву функцию 
/ , то из полученного неравенства следует утверждение (а) теоремы. 
Утверждение (Ь) теоремы доказывается аналогично. 

Из теорем 1 и 3 следует 

Теорема 4. Пусть заданы последовательность булевых функций 
gn(Xn), \Xn\ = п, растущая функция k(n) и константа С, 0 < С < 1. 
Пусть для любого множества переменных X, X С Хп и \Х\ = [Сп\ 
существует подстановка констант из а вместо переменных из X, цело-
численные р(Х) и t(X) такие, что k(n) ^ р(Х) ^ t(X), и величины щ, 
п2 и щ, вычисленные по формулам (2)-(4) как функции от \Xn\X\, k(n), 
р(Х) и t(X), положительны. Тогда 

(a) сложность NBP(#„) реализации функции gn(Xn) недетерминиро­
ванными ветвящимися программами (без ограничений) удовлетворяет 
неравенству 

NBP(<?n) 

2 min [Cnk(n), 1/4 • ̂ 2р~/Щ • (R(gn \x=a; \Xn \ X\,k,p,t))1/{4p)} ; 

(b) ([8], теорема З) сложность BF(gn) реализации функции gn(Xn) де­
терминированными ветвящимися программами (без ограничений) удов­
летворяет нер. венству 

В Р Ы ^ min j cn*(n) , ^ • (R(g \x=a; \Xn \X0\,k,p,t))1/(2p)\ . 
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Можно предложить несколько способов получения нижней оценки 
для Л( / ; n,fc,p,£) (см. [3]). В данной работе воспользуемся следующей 
оценкой. 

Среди всех г-мерных граней куба размерности п выделим грань, в ко­
торой содержится максимальное число единиц функции / . Число единиц 
в такой грани обозначим через Hi(f). 

Лемма 5. Величина R(f] n, k,p,t) удовлетворяет неравенству 

где пг = ni(n\k,p,t), п2 = n2(n;k,p,t) и щ = n0(n;k,p,t). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждение леммы следует из того, что каж­

дый дизъюнктивный член в представлении (12) реализует не более 
2n°hni(f)hn2(f) единиц функции / . 

Из леммы 5 и теоремы 4 следует 

Теорема 5. Пусть заданы последовательность булевых функций 
gn(Xn), \Xn\ = п, константа С, 0 < С < 1, растущая функция k(n) 
и целочисленные функции p(n), t(n) такие, что k{n) ^ p(n) ^ t(n), и ве­
личины п ь п2 я п0, вычисленные по формулам (2)-(4) как функции от 
[(1 — C)n], k(n), p(n) и t(n)), положительны. Тогда 

(а) сложность NBP(#n) реализации функции gn недетерминирован­
ными ветвящимися программами без ограничений удовлетворяет нера­
венству 

Г 1 /2р / \а-Ч1)\ \1№Г 
^BF(gn) ^ mm { Cnk(n),- ' Р ' W V Л 

4 V et \2»-^-^Hni(g)Hn2(g) 

(b) сложность ВР(<7л) реализации функции gn детерминированными 
ветвящимися программами без ограничений удовлетворяет неравенству 

{ 2v ( \а-Ч1)\ ч 1 / ( 2 р Г 

B?(g)> min \Cnk(n), P l l9 { )l 
et \2«-^-»>Hni(g)Hn2(g) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть X0 — произвольное n-элементное под­
множество множества Xn , \XQ\ = [Cn\. Зафиксируем переменные из 
Х0 таким образом, чтобы для функции g \Xo-a выполнялось неравенство 

\{9\хо=с) Щ > gl^l ' 
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Отсюда и из леммы 5 следует, что 

b I*-.; f(i -ОД.*,Л«) * ^ ^ д а Ю я 
> к-41)! 

^ 

> 

2№1+-ЯП1 (5 | Х о в в ) • ЯП2 (5 | Х о = а ) 

|g-4i)l 
21Сп]+Г(1-сн-П1-п2Яп1(5).япа(«,) 

2»-"1-»>ЯП1(<7)-ЯПа(«7)-
Из этого неравенства и теоремы 4 следует утверждение теоремы. 

§ 5. Подсчет числа единиц в гранях куба 
для кодов Рида—Маллера 

В работе [13] введено понятие обобщенного веса Хемминга и весовой 
иерархии для линейного кода. Пусть С — линейный [п, к] код (т. е. код 
длины п, содержащий 2к кодовых слов) и D — его подкод. Носителем J9, 
обозначаемым через х(^)з является множество тех позиций в кодовых 
словах, в каждой из которых хотя бы одно кодовое слово подкода D не 
равно 0, т. е. 

Х{С) = {г | 3(ж1,ж2,... ,хп) <Е С,х{ ф 0}. 
В этих терминах линейный [гг, к]-код есть бинарный линейный код ранга 
к и размером носителя не больше п. 

Одномерный подкод D кода С состоит из двух кодовых слов: нуле­
вого слова и ненулевого кодового слова. Носитель D равен весу Хем­
минга ненулевого слова. Под r-м обобщенным весом Хемминга кода С, 
обозначаемым через d r(C), понимается размер минимального носителя 
подкода ранга г кода С, т. е. 

dr{C) = mm{\x(D)\\D — подкод ранга г кода С}. 
Легко видеть, что c?i(C) равен обычному минимальному весу Хемминга 
кода С. Под весовой иерархией линейного кода С понимается множество 
К(С),...,4(С)}. 

Интерес к обобщенным весам Хемминга в 13 вызван возможностью 
применения этого понятия в криптографии. Другим приложением 
обобщенных весов Хемминга являются так называемые f-резистантные 
функции. 

В данной работе интерес к обобщенным весам Хемминга вызван тем, 
что они позволяют оценить максимальное число кодовых вершин, содер­
жащихся в гранях куба определенной размерности, включающих нуле­
вую вершину. 



96 Е. А. Окольнишникова 

Лемма 6. В любой <1т(С)-меркои грани куба, содержащей нулевую 
вершину, имеется не более 2Г кодовых вершин линейного кода. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что в йг(С)-мерной грани куба, 
содержащей нулевую вершину, содержится более 2Г кодовых вершин, 
т. е. по крайней мере 2Г+1 кодовых вершин. Это значит, что в dr(C)-
мерную грань куба, содержащую нулевую вершину, можно вложить под-
код с 2Г_И кодовыми вершинами, т. е. 

dr+1(C) ^ dr(C). (17) 

Но, как показано в [13, теорема 1], имеет место монотонность, а именно 

l^d1(C)<d2(C)<...<dk(C)^n. 

Следовательно, неравенство (17) неверно. Таким образом, в любом под-
коде размерности dr(C) содержится не более 2Г кодовых вершин. Лемма 
доказана. 

Эта лемма показывает, что для оценки сверху числа кодовых вер­
шин в гранях куба, содержащих нулевую вершину, достаточно знать 
обобщенные кодовые веса. 

Кроме того, в [13] исследовалась иерархия обобщенных весов Хем-
минга для кодов Рида—Маллера. Для этих кодов будем использовать 
обозначения из [1, 13]. Код Рида—Маллера &(u,m) рассматривается 
как линейное пространство, задаваемое булевыми полиномами степени 
не выше и от m переменных г>ь г>2,... , vm. Известно, что число кодовых 
вершин в коде £#(и, га) равно 

21+(?М?)+-+С:); (is) 

длина кодовых слов 
n - 2 m ; (19) 

минимальное расстояние 
d = 2m~u. 

Можно перечислить все мономы от переменных vx,... ,г?т в анти-
лексикографическом порядке: vm У t?m_i У .. .У vx У А (пустая строка). 
Например, если с У b У а У А, то {cba,cb,ca,c,ba,b,a,A} — перечис­
ление мономов в антилексикографическом порядке. Как указано в [13], 
такое перечисление не эквивалентно обратному к лексикографическому 
порядку. В самом деле, в данном примере {A^a^ab,abc^acyb^bc^c} — пе­
речисление в лексикографическом порядке. Обратное к нему не является 
антилексикографическим порядком. 

Полная весовая иерархия кодов Рида—Маллера описывается в [13] 
в терминах антилексикографического порядка. 
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Теорема 6 ([13, теорема 7]). Подкод кода R(u,m), натянутый на 
первые г мономов степени не более и, упорядоченных в антилексикогра-
фическом порядке, имеет носитель размера dr(R(u,m)). 

В качестве примера, как и в [13], рассмотрим код Л(2,5). Этот код 
имеет базис {v5v4, v5v3, v5v2, v$vuv5j v4v3, v4v2, v4vx,v49 v3v2,v3vx,v3, v2vu 
г?2,^1,1}, упорядоченный в антилексикографическом порядке. Весовая 
иерархия этого кода есть {8,12,14,15,16,20,22,23,24,26,27,28,29,30, 
31,32}. 

Для получения нижних оценок сложности не обязательно знать пол­
ную иерархию весов кода Рида—Маллера, можно ограничиться получе­
нием точных значений лишь некоторых величин dr(C). 

Теорема 7. Пусть натуральное число <р не превосходит т. Тогда в 
любой 2т/2V-мерной грани куба содержится не более 2\ ° Ж * J+---+U-W 
кодовых вершин кода 3%{u, га). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим первые 2v ° r\ i ;"h" i"U-^; моно­
мов в антилексикографическом порядке. Все такие мономы и только 
они в качестве множителя содержат моном vm .. .vm-<p+i- Поэтому но­
ситель всех этих мономов содержится в носителе вектора vm .. .t>m_^+i, 
т. е. равен 2 т / 2 ^ . Таким образом, в 2т/2(/?-мерной грани куба, содержа­
щей нулевую вершину, имеется не более 2v ° Ж * J+--+U-*J кодовых 
вершин. 

Так как код Рида—Маллера линейный, то из этого утверждения сле­
дует, что любая грань куба содержит не более чем 
кодовых вершин. Теорема доказана. 

§ 6. Нижние оценки сложности реализации характеристических 
функций кодов Рида—Маллера ветвящимися программами 

Для получения нижней оценки сложности реализации характеристи­
ческих функций кодов Рида—Маллера воспользуемся теоремами 5 и 7. 

Теорема 8. Пусть f̂̂  * °° ПРИ m —> оо и m — u^ 3. Тогда 

NBP(^(u m ,m)) = SI (2m m /Ы—^— 
\ m — uml m — un 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как -—^— —• 00 при m —• ос, то можно 
m-um r ' 

считать, что 
m

 01б 
m — щ„ 

В качестве k(m) рассмотрим функцию 

> 21Ь. (20) 

* = -
1 m 1 m 

/ l o g 2 . 21 
/ m — u Am — ul m 
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Положим 
С = 1/2, p = k, t = k2 + k. 

Тогда по утверждению 1 леммы 3 имеем 
(22) 

щ(п/2,к,р^)^ - п > 2{ке)к 21+klo^(ke) " 2^ i ' 

где 

Vi 
.га 

4(га — u) 
(23) 

В самом деле, если -ZIL- > 216, то 

l + fcloga(fce)^l+ ^ - ^ _ ( l o g :
 m 

Ь2 т —u ^ 

Кроме того, 

га _ е 
2 l og2 log2 + log2 -

т — u m — u 4 

т — u о2 62 т —и 

4 ( r a - u ) 4 1 o g 2 ^ £ т 
4(га — и) 

n2(n/2;fc,p,<) ^ ^ jfc + i 2lo62(fc+1) ^ 2^2 ' 

где 

¥>2 bg 2 
т 

т — и 
(24) 

При ^ ^ - ^ 216 это утверждение справедливо. 
Так как при п' ^ п" справедливо неравенство 

# , » ( / ) ^ 2""-п 'Яп , ( / ) , 

то при уменьшении величин n2 и п2 оценка из теоремы 5 остается спра­
ведливой. Поэтому будет считать, что 

о т о т 
Пл — ~ И П2 — ~ • 

1 2 ^ 2 ^ 
Отсюда и из теоремы 7 следует, что 

Hni(&(um,m)) «С 2 ( m " l ) + ( " , " 1 ) + - + ( « - 1
1 ) (25) 

Hn^(um,m)) < 2("--")+(-r»)+-+C-";?). (26) 
При получении нижних оценок для NBP(^(u, га)) воспользуемся те­

оремой 5. Поэтому нужно оценить снизу величину 

|(#(и,т))-Ч1)| 
Д = 2"-"1-"2Я„1 (^(и, го))#П: 

-(&(и,т)). (27) 
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По (18), (25) и (26) имеем 

21+(Т)+(7)+-+С) 
R> 

22TO_2m-,1_yn-V2.2("vi)+(m"1)+-+(:-^I
1). 2("^ a )+Cv a )+ -+ (^) 

2^7=-+» (?) (28) 

171 — 11 — 1 / m \ 

^ 7=0 Ы 

= 2£7-""l(rr,)+(-r)-(7)). 

Поэтому при получения нижней оценки для R(&(u,m)]n/2,p,t) надо 
оценить снизу значение величины ( т Т^) / ( т ) при j ^ т — г£ — 1. Для ЭТОГО 
будем использовать соотношения (23), (24), условия теоремы, а также 
предположение (20). Имеем m ^ 3 • 216; 3 ^ m - u ^ m/21 6 . Отсюда 
с использованием формулы Стирлинга при j ^ тп—и-1ж(р ^ (fi ^ 4(г^-ц) 
получаем 

m — (f\ j (m\ (тп — (p)\ j \ (m — j)\ 
j J / \j J j ! ( T O - < p - j ) ! m! 

/ ( m - <p)(m- j) (m - ф)т-*{тп - j)m~j 

( i - ^ ) T " - y - j
e e ( m - , - J ) 

,exp{(^-^)(-£-^-...)+(m-,)(-^-^ 

- ( m - V - i ) f ? + ' ^ ^ ^ * 
m 2m2 у б ( т - 4 ^ ^ - ( т - « - 1 ) ) 

+ ( у + я _к±Д!_у (у+Д ' "_^} 
Т 1 У J) 2m ^l(l + l)ml 5,49m J 

> Ч - % + Е ^ + С ; У ' Г - ' • » • " > - • • (») 
J=2 
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Оценим снизу сумму ^ ~— if/+iw — ПРИ J ^ т - и - 1 
\-2 1 )т 

и (f ^ ^l ^ 4Cm û)* Рассмотрим случай, когда j < (р, и случай, когда 

Случай 1. Пусть j < р. Тогда 

f V + 1 + j ' + 1 - ( y + j)'+1 f > - i ( ( y + i)' + (y> + i)'-V +••• + ¥>') 

" j(l + l)(2<p)' ^ (m-u)-2lml ^ 1 
^ 7(7 4-1 W -" 2- . 7.4<fr» - И У " 2-*> L I I/ "J- ± till/ I/ - - Г I / / t/ U/ I Л & Ь " ^ l 1 / I / 111 

1=2 
oo 

Z(/ + l)m' j-^l-Al{m-u)lml ' j^l-2\m-u)1 

1 
^-Еггчзу3 1^0 , 0 4 7' 

Случай 2. Пусть p ^ j . Тогда 

» yl+l + j»+l - (y + jy+1 ~ у ((у + j ) ' + (у + j ) ' - l j + . . , + j ' ) 
Z-r l(l + l)m> ' ^ l(l + l)m< 

(p(l+l)(2j)' ^ m - 2 ' ( m - M - l ) ' 
> E n ' t + AA7J _ V — — 

j ^ l(l+l)ml " ^ 4 / ( т - и ) т ' 

^ - У \ , , : ^ -8 • кг6. ^- ' 4/m'-1 
1=2 

Из этих оценок и (29) следует, что 

m-<Pl)/(™) ^ - ^ - 0 , 0 4 8 . 

Пользуясь этим неравенством, а также (20), (23) и (24), получаем 

"Т)/(7)-Н-^-0'048} 
Г 2 т ( т - ц - 1 ) ) 

^ ехр \ -*&z»l о, 048 \ > ехр { - 0 , 5 - 0 , 0 4 8 } ^ 0,57 

I т J (зо) 
И 

т — (р2\ j[т 
3 /(;)*-{-^-°-048} 

2 ( m - t t - l ) l o g 2 ^ j 
^ е х р ^ - - 1 т "" ; - 0 , 0 4 8 ^ 0 , 9 5 . (31) 
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Из последних двух неравенств и (28) следует, что 

m2" 1 ( (m7 1 )+(mr a ) - (")) mE_1(°.57+0.95-1)(?) 
R > 2 *=0 > 2 J'=° > 2°i52(") > o°'25m2 

(32) 

Из теоремы 5, (19)-(22), (27) и (32) следует, что 

N B P ( ^ ( t t , m ) ) ^ m i n i J - Л * 

mm < 

2 '4Ve(fc + l) 

1 nm/(m — u) 1 
. R1—^^^^-

> mm < 

| 8 log2 m/(m - u)' 4 л e f m/(m-u) , ^ 

1 2mm/(m — u) 1 / 1 o,25m^(m-^) log^ m 

I 8 ' log9 m/(ra -uY4\ Z™/(m~u) ' 
{ &2 /V У у log2 m / m - u 

. , 1 2 m r a / ( r a - M) 1 
> mm y ' v J • 

S2^rrir 

•)3m 

8 logo m/(m - w)' 4 V W(™-") 

Из этого неравенства и предположения, что m/(m — u) ^ 216, получаем 

m га Ш?Шщ га)) = П 2m — : — / In 
1 m — ul m — и 

Теорема доказана. 
Из теоремы 8 и (19) имеем 

Следствие. Пусть ит = m - С0, где С0, С0 ^ 3, — константа. 
Тогда 

NBP(^( t*m,m)) = ft(nlogn/loglogn), 

где n — число переменных характеристической функции кода &(umj га). 
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