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РАВНОВЕСИЕ НА РЕГУЛИРУЕМОМ РЫНКЕ. I: 
СУЩЕСТВОВАНИЕ*) 

В. А. Васильев, А. В. Сидоров 

Рассматривается модель экономики, в которой для каждого товара 
имеются два рынка: управляемый государством и конкурентный. При 
этом оба рынка сосуществуют в едином экономическом пространстве, 
допускающем свободное перемещение товаров и платёжных средств. 
В настоящей работе, являющейся первой в серии статей, доказыва
ется теорема существования равновесных распределений в изучаемой 
модели. 

Введение 

Рассматриваемые в статье модели регулируемого рынка построе
ны на основе общей концепции смешанной экономики, предложенной 
В. Л. Макаровым в конце 70-х годов, задолго до так называемой пе
рестройки (см., например, [8, 15]). Если своим возникновением эта кон
цепция обязана главным образом ростом интереса к проблематике совер
шенствования плановой системы с помощью элементов рыночного регу
лирования, то в настоящее время при анализе моделей смешанной эконо
мики основное внимание уделяется вопросам повышения эффективности 
государственного регулирования в условиях свободного рынка. Глав
ной отличительной чертой изучаемых ниже моделей является сосуще
ствование (симбиоз) двух рынков разного типа: государственного — 
с твёрдыми ценами и конкурентного — со свободными ценами. При 
этом обмен по твёрдым ценам осуществляется только через некоторый 
государственный орган, устанавливающий как цены, так и фиксирован
ные квоты закупок по ним. На конкурентном же рынке обмен между 
потребителями осуществляется в соответствии с ценовым механизмом 
выравнивания совокупного спроса и предложения. Кроме того, допуска
ется перепродажа по свободным рыночным ценам избытка продуктов, 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проекты 98-01-00664 и 00-15-98884), 
Российского гуманитарного научного фонда (проект 99-02-00141) и Фе
деральной целевой программы «Интеграция» (проект 274). 
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приобретённых на государственном рынке. Именно в этом допущении 
и заключается принципиальное отличие используемой концепции сме
шанной экономики от других вариаций на эту тему [1, 11, 13, 16]. 

С формальной точки зрения рассматриваемые модели соединяют 
в себе некоторые элементы классической модели обмена Эрроу-Дебре 
(см. [9]) и модели экономики с рационированием, предложенной Е. М. Бра-
верманом [1] и Ж . Дрезом [13] (см. также работу [11]). Сразу же подчерк
нём, что в отличие от модели Бравермана-Дреза, в которой в качестве 
управляющих воздействий выступают ограничения как на цены, так 
и на объёмы всех закупок и продаж, в описываемых ниже моделях вме
шательство центральных органов ограничивается установлением фик
сированных параметров государственного рынка: твёрдых цен, объёмов 
госзаказа и квот рационирования. 

Изучаемая модель регулируемого рынка представляет собой естест
венное обобщение модели смешанной экономики обмена, предложенной 
В. А. Васильевым [19] (см. также [3, 4, 14, 17, 20]. Основным приёмом 
исследования условий существования равновесных цен является постро
ение и анализ вальрасовских расширений регулируемых рынков. В от
личие от [2, 5, 7, 10, 18] этот подход допускает более широкое исполь
зование современного аппарата равновесного экономического анализа. 
Вместе с тем, как и в [5], ключевую роль в получении основных ре
зультатов играет рассмотрение так называемой предельной экономики, 
ассоциированной с исходным неклассическим рынком. 

Работа состоит из четырёх параграфов. Основные понятия, вклю
чая описание модели регулируемого рынка и определение соответству
ющего равновесия, составляют содержание § 1. Здесь же приводится 
формулировка основного результата. В § 2 описаны некоторые простые, 
но важные свойства равновесных распределений и их аналогов. В § 3 
даётся описание ряда вспомогательных конструкций, включая вальра-
совское расширение отображения избыточного спроса. Наконец, в § 4 
приводится доказательство теоремы существования равновесия на регу
лируемом рынке. 

§ 1. Модель 
В рассматриваемой ниже модели регулируемого рынка действуют п 

участников, занумерованных числами из N = { 1 , . . . , п}, присутствует 
I видов продуктов, занумерованных числами из L = { 1 , . . . , / } , и задан 
следующий набор параметров: 

<?={{Х^,р\в\и>\ч>}1е„,&Ъ,&), (1) 
как имеющих общесистемное значение (параметры g, h, <^), 
так и дающих описание индивидуальных характеристик экономических 
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агентов. Именно, каждый участник i £ N характеризуется потреби
тельским множеством Xt С Ж+, состоящим из наборов продуктов х* = 
(х\,... , ж|), доступных ему на первом (государственном) рынке, а также 
потребительским множеством ^ С 1^, определяющим совокупности на
боров продуктов у1 = (У15... , yj), доступных ему на втором (конкурент
ном) рынке. Предпочтения участников моделируются функциями полез
ности щ : Х{ X Yi —» Ж, а их начальные запасы продуктов изображаются 
векторами wl G l j . Кроме того, для каждого экономического агента 
г £ N задан вектор в1 £ Ж^, определяющий объём обязательных поста
вок в централизованный фонд экономики £ (госзаказ), и вектор /3* £ Ж+, 
задающий максимальный объём (квоту) рационируемых продуктов, до
ступных этому агенту на первом рынке. Цены, по которым централизо
ванный орган выкупает госзаказ, изображаются вектором g £ Жь, а фик
сированные (твёрдые) цены, по которым этот орган даёт участникам 
право (не обязательство!) выкупать на первом рынке любое количест
во благ, не превышающее установленной квоты /З1, задаётся вектором 
h £ Шь. Наконец, множество < ^ C 1 L представляет собой совокупность 
допустимых гибких цен, действующих на втором (конкурентном) рынке. 
Забегая вперёд, отметим, что, как правило, множество @* состоит из 
всех неотрицательных векторов пространства Жь (т. е. гибкость цен на 
втором рынке ничем не ограничена). 

Из приведённого описания видно, что вмешательство государства 
ограничивается тем, что оно устанавливает объёмы госзаказа в1 и квот 
/3*, обеспечивает закупку обязательных поставок и продажу рациониру
емых продуктов по фиксированным ценам g и h соответственно. 

Переходя к формальному определению индивидуальных бюджетных 
множеств участников, отметим, что главная отличительная черта этих 
множеств обусловлена необходимостью учёта взаимодействия рыночного 
и государственного регулирования: участникам предоставляется воз
можность исправлять «перекосы» централизованного планирования 
с помощью перепродажи избыточных рационируемых продуктов на сво
бодном рынке. Разумеется, в модели учитывается, что такие перепро
дажи осуществляются лишь при условии, что они дают экономическим 
агентам дополнительный доход. Итак, при заданных ценах р £ ЗР каж
дый участник i € N приобретает товары в пределах потребительских 
множеств Х\ Y1 С Ж+ по ценам h и р соответственно. Поскольку по
требление экономического агента i на государственном рынке ограни
чено сверху квотой /3*, совокупность £% его допустимых состояний имеет 
вид 

^ = {(хг ' ,уг ')£^хУг ' |хЧ/Зг '}. (2) 
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Далее в силу вышесказанного предполагается, что каждый агент 
г может перепродавать на свободном рынке излишки рационируемых 
товаров. Поэтому, находясь в допустимом состоянии (хг ,уг) 6 М, агент 
г располагает суммарным доходом, состоящим из двух частей: 

1) Ь,-(р) = g • в1 + р • (и/ — в1) — основной доход; 
2) 5г-(р,хг) = (р — h)+ • (/Зг - хг) — дополнительный доход.*) 

Таким образом, основной доход каждого участника складывается из сум
мы, полученной в качестве оплаты госзаказа, передаваемого в центра
лизованный фонд, и выручки от реализации на свободном рынке оста
ющейся (после такой передачи) части его начального запаса. Дополни
тельный же доход складывается из выручки от перепродажи тех раци
онируемых продуктов, для которых установившаяся конъюнктура сво
бодного рынка оказалась благоприятной. Именно, предполагается, что 
при условии hj < pj участник г выкупает по государственным ценам 
максимальный доступный для него объём /3j рационируемого продукта j 
и в случае, когда его реальная потребность х%- строго меньше /3-, продаёт 
избыток /3j — xlj на свободном рынке, получая чистую прибыль от этой 
операции в сумме (pj — hj){f3l. - хх-). Конечно, при плохой конъюнктуре 
(pj < hj) такая перепродажа теряет смысл; более того, в этом случае 
на первом рынке выкупается лишь часть гарантированного рациона /?!•, 
равная величине ж}, полностью идущей на потребление участника г. 

В соответствии с вышесказанным множество бюджетно допустимых 
состояний (бюджетное множество) имеет вид 

Д-(Р) - {(хг',у£) б ж | Ь-ХЧРУ «г g^4p-(^-^)+(p-h)+-(^-x{)}. 
(3) 

Отметим, что бюджетное неравенство в (3) можно переписать в более 
удобном для дальнейшего анализа виде: 

(h V р) • х{ + Р • У1' ^ d,-(p) := g • 0* + р • («'" ~ О1) + (р - h)+ • /З1", (4) 
где правая часть определяется лишь текущими ценами и фиксирован
ными параметрами модели £\ 

Что касается оптимальной реакции участников на свободные цены, 
то, как это принято в неоклассической теории экономического равно
весия (с поправкой на специфику рассматриваемой модели), множество 
спроса А ( р ) С srf{ экономического агента г € N при ценах р £ 2Р опре
деляется как совокупность наилучших для него элементов бюджетного 

*) Здесь и далее мы будем использовать следующие обозначения: для любых 
векторов u, v E ML через и • v будем обозначать их скалярное произведе
ние, а через u V v , u + , u ' — векторы из Ж1 с компонентами (и V v)fc = 
max{uklvk}, (u+)fe = max{u*,0}, (u~")fc = max{—ufcj0} соответственно. 
Кроме того, соотношение и >> v будет означать, что uk > vk для всех 
k£L. 
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множества Д-(р). Таким образом, множество спроса А ( р ) состоит из 
всех решений экстремальной задачи ^4(хг,уг) —> max при условии, что 

h • х' + р • у Ч g • в*" + р • («; - в{) + (р - h)+ • (/З'' - х'"), (5) 

х'а,-, хЧ/з*', УеЪ. 
Попутно заметим, что функция полезности, участвующая в формули
ровке приведённой задачи, вообще говоря, не предполагается зависящей 
лишь от суммарного потребления хг + уг, т. е. щ(х.\у%) ф. г>г-(хг + уг) ни 
для какой функции v{ : Х{ + Yi -+ R. Это позволяет выражать различ
ную степень доверия потребителя к государственному и конкурентному 
рынку. 

Переходя к определению равновесных состояний модели § — ана
логов вальрасовских равновесий классических рынков, сначала введём 
множество Z(N) сбалансированных распределений регулируемого рын
ка <?, задаваемое формулой 

Z(N) = {(х\у% € П-* I Вх"' + У'') = Е2 ' '} ' 
N N N 

где о;г = и;г - в% + {З1 — модифицированные начальные запасы участника 
г Е N. Отметим, что распределяемый запас Y1 ^г рынка £ может не 

N 
совпадать с суммой начальных запасов YJ^% е Г 0 участников. Это важ-

N 
ное отличие от рассматривавшихся ранее постановок (см., например, 
[3, 4, 14, 17, 20]) обусловлено тем, что модели регулируемых рынков 
охватывают более широкий спектр воздействия на рыночную систему, 
включая, например, возможность увеличения объёмов рационируемых 
благ за счёт внешних источников ( случай ^ /Зг > J2 ®%) • 

^ N N ' 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Распределение (х*,у*)^ Е Z{N) называется рав

новесным, если существует ненулевой вектор цен р Е 2Р такой, что 
(5?,у4) Е Di(p) Дл я каждого i E N. Совокупность всех равновесных 
распределений регулируемого рынка § обозначим через W(<f). 

Вектор р, участвующий в определении равновесного распреде
ления, будем называть, как обычно, равновесными ценами, а набор 
(|>, (х*,у*)#) — равновесием, или равновесным состоянием модели <? 
(когда уместно подчеркнуть специфику §', этот набор будем также назы
вать смешанным равновесием). Как и в классическом определении валь
расовских равновесий включения (х*,у*) Е А ( р ) характеризуют опти
мальность реакции участников на цены р, а условие (хг,у*)лг Е Z(N) — 
сбалансированность спроса и предложения при этих ценах. Что касается 
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отличительных черт смешанного равновесия, то они определяются стро
ением бюджетных множеств 27,-(р) (и соответствующих им множеств 
спроса Д-(р)), отражающих особенности регулируемого рынка £. 

Сформулируем некоторые предположения, используемые в дальней
шем для доказательства непустоты множества W(<?). 

А1. При каждом г £ N множества Х{ и Y{ являются выпуклыми 
и замкнутыми подмножествами из Ж£, содержащими нулевой 
вектор. 

А2. При каждом г £ N функция щ : Х{ X Y{ —» Ж является непре
рывной, полустрого квазивогнутой **) и удовлетворяет следую
щему условию ненасыщаемости: при каждом хг £ Х{ функция 
щ(х\ •) : Y( —> Ж не достигает максимального значения на Y{. 

A 3 . Для каждого продукта к £ L существует участник г £ N такой, 
что у1 + Ае* £ Y{ при любых уг £ YJ и Л > 0; при этом функция щ 
является строго возрастающей по ук (здесь е* — к-ж орт в Ж+). 

А4. и?г > 0 при любом г £ N. 

А5. g • 6Ъ > 0 при любом г £ iV. 

Отметим, что условия А1-А5 являются аналогами стандартных 
предположений, используемых в теоремах существования вальрасовских 
распределений. В частности, предположения А4, А5 (вместе с включе
ниями 0 £ Хг, 0 £ Y{) представляют собой модификацию известного 
условия Слейтера, обеспечивающего непрерывность бюджетного соот
ветствия в моделях классических рынков (см., например, [12]). Что ка
сается предположений A l - А З , то они автоматически выполняются для 
аналогов стандартных моделей чистого обмена, когда Х{ = Yj = Ж+ при 
любом г £ 7V, а функции щ являются непрерывными, квазивогнутыми 
и строго возрастающими. 

Основной целью работы является доказательство следующей тео
ремы. 

Теорема 1. Пусть регулируемый рынок ё удовлетворяет предпо
ложениям A l - А З я множество 2? является положительным ортантом 
Ж+. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) если g • YJQ1 < Ь • ]£/3' и выполняются предположения А4, А5? 
N N 

то рынок § имеет равновесное состояние] 
2) если g • ^2 9% = h • ]Г) (3%, то для существования равновесного со-

N N 
стояния £ достаточно выполнения предположения А4; 

**) Функция и : X —» Ж, заданная на выпуклом множестве X, называется 
полу строго квазивогнутой, если при любых х, у £ X таких, что и(х) ф 
и(у), и Л £ (0,1) выполнено неравенство u(Ax+(l-A)y) > min{u(x), u(y)}. 
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3) если g • YJ®1 > h • Y1NP\ TO рынок § не имеет равновесного 
N 

СОСТОЯНИЯ. 

§ 2. Некоторые свойства 
полусбалансированных распределений 

Приступая к рассмотрению некоторых свойств равновесных состоя
ний, используемых в доказательстве теоремы 1, введём множество ZS(N) 
полусбалансированных распределений модели <f, полагая 

ZS(N) = {(х\У% е п ^ I E(xi+?) < E s '}-
N N N 

Обозначим через X? и Y(
s проекции множества ZS(N) на множества 

Х{ и Y{ соответственно. Так как для любого полусбалансированного 
распределения (хг,у*)дг справедливы неравенства 0 ^ хг ^ /Зг, 0 ^ уг ^ 
]Г) u3', г G iV, то Xf и У,-5 — ограниченные множества при любом г £ N. 

Поэтому найдётся такой выпуклый компакт C C 1 L , что Xf, У^5 С int С 
(г Е JV), где int С — совокупность всех внутренних точек множества С 

Положим Xf — Х{ Г] С ж Y{
c ~ Yi Г) С при любом i £ N. Исполь

зуя схему доказательства теоремы 16.5 из [9], нетрудно убедиться, что 
в условиях A l , A2 множество равновесных состояний исходной модели 
£ совпадает с множеством равновесий модифицированной модели регу
лируемого рынка 

§° = ({х?,у(
с,р\е\и>\т}^,£, ъ,&>). (6) 

Следовательно, в дальнейшем можно ограничиться доказательством су
ществования равновесия для модели §с с ограниченными потребитель
скими множествами Xf и Y(

c'. 
Рассмотрим специальный вариант модели экономики смешанного 

типа 
#0 = ({Xf,Y?,p,6i,o,\ui}Nt&>)1 

где предполагается, что g = h = 0, а остальные параметры те же, что 
и в модели £с. Пусть Ес : р *-+ Ес(р) и Е° : р *-+ Е°(р) (р G к£) — 
многозначные отображения избыточного спроса моделей £с и <?°, где 

N 

Е°(Р) = {Е< х ' ' + У'' - "*') I (Х'''У'') е А 9 ( Р ) , i € лг}, 
iV 
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А^(р) — множество спроса г-го участника модели <?с, определяемое как 
совокупность решений задачи оптимизации щ(х\уг) —» max при усло
вии, что 

( h V p ) . x ' 4 p - y 4 d . - ( p ) , x ^ X f , х 'Ч/3 ' ' , y ' e i f , (7) 

a D°(p) — множество спроса г-го участника модели <f°, являющееся 
(в силу g = h = 0) совокупностью решений задачи щ(х.\уг) -* max 
при условии, что 

р . ( х Ч у г ' ) ^ Р ' ^ , x ^ A f , х{<С/3\ y ' e l f (8) 

(как и ранее, функция d»(p) определяется формулой (4)). 
ЗАМЕЧАНИЕ 1. Осуществляя элементарные преобразования, бюд

жетное ограничение (7) можно переписать в следующем виде: 

р • (х'" + у{ - ы1') <: g • ff - h • /3' + (h - р ) + • {р - х1"), ieN._ (9) 

Поэтому для любого распределения (хг,уг)дг € П А ^ ( Р ) и определяемого 
N 

им элемента е — ХХхг + У* ~ <*>1) € ^ С ( Р ) справедливо неравенство 
TV 

р - е ^ г ( р , ^ х 1 ) , или в более развёрнутом виде 

Р - ^ ( Х Ч У 1 ' - « ! ' ) ^ ^ ( Р , Е Х 1 ' ) ' (10) 
N N 

где 

r ( p ' E x 0 = g ' E e i - h - E ^ + ( h - p ) + - E ( ^ - x i ) -
N N N N 

Отметим, что в случае, когда выполняются предположения A l , A2 
и распределение (хг,у1)дг £ П Of ( Р ) является полу сбалансированным, 

N 
в предыдущем соотношении реализуется равенство 

Р.(х'Чу*'-£'') = г(р,Ех'') (п) 
N 

для всех (хг,уг)лг € ZS{N) П Д Д?(р) . Действительно, используя вы-

пуклость Yi, предположение А2 и определение множества С, нетрудно 
показать, что для любого набора (х% у*)дг 6 \[ Df (p), удовлетворяющего 

условию у1 £ int С (как это имеет место в рассматриваемом случае), 
бюджетное ограничение (9) выполняется как равенство. Суммируя эти 
равенства, получаем соотношение (11). Аналоги соотношений (10), (11) 
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для модели ^° в условиях A l , A2 вытекают непосредственно из опре
деления бюджетных ограничений (8), а также из выпуклости множеств 
Y{ и ненасыщаемости предпочтений щ. Именно, для любых р G l j 
и (х*,у')# G П А ° ( Р ) справедливы неравенства р • XXх* + У* ~ ^*) ^ 0; 

N N 

при этом в случае полу сбалансированности распределения (х%уг)дг в по
следнем соотношении реализуется равенство р • XXх* + У* ~ <***) — 0 д л я 

всех ( х \ у % € Z 5 ( J V ) n n A ° ( p ) . 
TV 

Отметим ещё одно важное свойство экстремальных полу сбалансиро
ванных распределений моделей §с и <?°, состоящее в положительности 
отвечающих им цен. 

Лемма 1. Пусть выполняются предположения А1-АЗ. Тогда для 
любого р G Ж^ справедливы импликации 

(а) £ с ( р ) П ( - ! £ ) ^ 0 =* р > О, 
( b ) £ o ( p ) n ( - l £ ) ^ 0 ^ p > O . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ограничимся проверкой первой импликации 
(вторая доказывается аналогично). Пусть р G Ж+, (х1,у1)дг £ \\Df (р), 

5^(хг + у1 - и?г) ^ 0, и при этом р* = 0 для некоторого i G X. В силу 

предположения A3 найдётся участник i Е N такой, что у1 + eek £ Y{ 

при некотором е > 0. Далее, на основании выбора С и полу сбаланси
рованности распределения (x\yl)N справедливо включение уг 6 int С. 
Поэтому в силу выпуклости Y{ найдётся I > 0 такое, что у* + ёек € Y{

c. 
Учитывая соотношения р* — 0 и (хг,уг) £ Б? (р ) , получаем включение 
(х \ yl+Iek) £ 5 f ( p ) , где 5 f ( p ) — бюджетное множество г-го участника 
модели §с при ценах р: 

Я,с(р) = {(х\у<) G Д ( р ) | х ! G Х,с, у* G i f } . 
В то же время на основании условия строгой монотонности из A3 

следует неравенство щ(х\уг + sek) > w t(x l ,y l), что противоречит пред
положению (x%yl) £ Df (p). 

§ 3. Вальрасовское расширение 
отображения избыточного спроса 

Введём вспомогательные конструкции, полезные при исследовании 
соответствия избыточного спроса модели <?°. Положим L0 = {0} U L 
и для каждого числа р0 и вектора р — (p i , . . . ,P/) € ML через (ро,р) 
обозначим вектор (ро,Ръ • • • ,Р/) £ Ж1,0. Далее для каждого i € N опре
делим соответствие Df : (ро,р) •-» Д^(Ро>р)> которое каждому эле
менту симплекса SLo = I (po,p) £ Ж+°| Х^Р* — 1 г с т а в и т в соответствие 

1 Ьо } 
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совокупность Df(po,p) решений задачи оптимизации м,(х !,у !) —> max 
при условии, что 

((p0h) V р) • х1' + р • у!' ^ (p0g) • & + р • («"' - ft) + (р - р0Ь)+ • /3 \ 
x-'exf, х'Ч/з'', у*'е^с. l ; 

Напомним [6, В.III], что соответствие ср : X —» Жт, определённое на 
метрическом пространстве X, называется замкнутым в точке х, если 
для любых сходящихся последовательностей {хп} и {уп} таких, что 
lim xn = х, уп £ <^(хп) (^ ^ 1), справедливо включение lim уп £ ^ ( х ) -

п—+оо п—•(» 

Будем говорить, что соответствие <р ограничено, если у>(х) С 5 для 
каждого х € X и некоторого ограниченного множества В С Жт. 

Учитывая компактность множеств Xf ,Y{
C и используя стандартную 

аргументацию равновесного анализа [6, § 1.2, теорема 2], нетрудно про
верить, что при выполнении условий A l , A2 соответствие Df является 
замкнутым во всех точках (ро?р)? гДе функция 

d(po, Р) = (Pog) • в Ч р • (о;1" - в1') + (р - p 0 h) + • / 3 \ 

являющаяся правой частью ограничения (12), удовлетворяет условию 
d(po->p) > 0 (наряду с этим неравенством важную роль в обеспечении 
замкнутости соответствия Df играет включение (0,0) € Xf x У^с, 
вытекающее из А1). Отметим также, что из компактности множеств 
Xf и Y{

c вытекает ограниченность соответствий Df, а из условий А 1 , 
А 2 — непустота, выпуклость и компактность множества Df (po,p) при 
каждом г £ N и (ро,р) € SLo. 

По аналогии с отображением i? c построим вспомогательное много
значное соответствие Ес : 5L o -» ffitL, полагая 

£С(Р0,Р) = £АС(РО,Р)-{]>>''}. 
ЛГ ЛГ 

Непосредственно из определения соответствия Ес вытекает соотноше
ние 

~ / £ С ( р М ) ) , Р О > 0 , 
Ь (ро,р)= < ог Л 

{ Е°(р), ро = О, 
связывающее Есс введёнными ранее соответствиями избыточного спро
са в моделях §° и <f°. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Из условия замкнутости соответствий Df следует, 
что при условиях A l , A2 соответствие Ес замкнуто в каждой такой 
точке (рсьр)5 в которой выполняются неравенства dj(po)P) > 0, г £ iV. 
Ограниченность соответствия Ес вытекает непосредственно из ограни
ченности соответствий Df, i £ N. 
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Центральную роль в доказательстве теоремы 1 играет вводимая 
ниже модификация Е : SLo —> Жь° соответствия Ес'. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Соответствие £ : б*1,0 —> MLo, заданное формулой 

(х8',у*')лгеПА^(р/Ро)}, ?о>о, 

ЛГ ЛГ JV J 

Я(ро,р)= < 

называется еальрасоеским расширением отображения избыточного спро
са Е с . 

Здесь, как и ранее, используется сокращение 

Р° N N N N 

а через [а, 6] обозначается замкнутый интервал с концами а, 6. Одно 
из важных свойств соответствия Е непосредственно вытекает из его по
строения и замечания 1. 

Лемма 2. Для любых точек (ро>р) € 5^° я (е0,е) £ £(р0?р) выпол
няется неравенство 

р0е0 + р е <$ 0. (13) 

Яри этом если выполняются предположения А 1 , А2> то для любых 
(е0,е) £ £(j90,p) таких, что е ^ 0, реализуется равенство 

р0е0 + р е = 0. 

Таким образом, в отличие от Ес для соответствия Е выполняется 
так называемый слабый закон Вальраса (соотношение (13)). Это поз
воляет использовать для анализа Е приводимую ниже лемму Гейла-
Никайдо-Дебре. Другим важным свойством соответствия Е, обеспечи
вающим применимость этой леммы, является замкнутость. Ниже приво
дятся условия, гарантирующие наличие этого свойства как в некоторой 
части множества 5L°, так и во всей области определения Е. Отметим 
сразу же, что рассматриваемые части множества SLo имеют вид 

S?° = {(p0,p)eSL°\p0<e}, 

где е — некоторое число из интервала (0,1). 

Лемма 3. Пусть модель g удовлетворяет предположениям A l , A2. 
Тогда справедливы следующие утверждения: 
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1) если выполняется предположение А4, то существует е > 0 такое, 
что соответствие Е замкнуто на множестве S^°; 

2) если выполняются предположения А4 и А5, то соответствие Е 
замкнуто на всей области определения SLo. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Сначала покажем, что при условиях А 1 , А2 и А4 

найдётся е > 0 такое, что при любом (ро>р) £ S^° выполняются нера
венства dj(po> р) > 0 Для в с е х г € N. С этой целью отметим, что из нера
венств 9г ^ о?г (г Е N) и определения функций d,- вытекают неравенства 
^t(P(b Р) ^ 0 Дл я в с е х i € N ж (ро5 р) € 6,L°. Далее, ввиду А4 для каждого 
р £ SL = < р £ Ж+ | Х^р* — 1 [ выполняются неравенства б/г-(0,р) > 0, 

i £ N. Поэтому, допуская, что для каждого 6 Е (0,1) существуют j G N 
и (р0, р) 6 б'1'0 такие, чтор0 ^ <5 и dj(po5 p) = 0> получаем: для некоторого 
участника i € N найдутся числа ет > 0 и векторы (ро(^) 5 р(^)) € 5L o 

такие, что p0(m) ^ £ т , lim £ т = 0 и б?г-(р0(ггг),р(т)) = 0 при каждом 
т—юо 

т ^ 1. Учитывая компактность SL°, можно считать, что последова
тельность {(ро(га),р(т))} сходится к некоторому элементу (р0, р) G 5 L o . 
Ясно, что р0 — 0. Но тогда из непрерывности функции d{ вытекает со
отношение d,-(0,p) = lim di(p0(m)ip(m)) = 0, что противоречит нера-

т—юс 
венствам dt-(0,p) > 0 (р £ SL), о которых говорилось выше. 

Итак, пусть е > 0 таково, что d,-(po?p) > 0 Д л я любого г 6 JV 
и любого (ро5р) £ £<f°- Рассмотрим произвольные сходящиеся после
довательности {(po(ra),p(m))} С ^ ° 5 {(eo(?™),e(m))} С I&Lo такие, что 
lim (po(m)5p(m)) = (Ро?Р)? lim (ео(т)5e(m)) = (е0 ,ё), и при каждом 

т—юо т—юо 
га ^ 1 выполняется включение (е0(га),е(га)) 6 2£(p0(m),p(m)). При до
казательстве включения (е0,ё) £ £(р 0 ,р) достаточно ограничиться рас
смотрением случая, когда р0 = 0 и ро(т) > 0 при любом га ^ 1 (во всех 
остальных ситуациях включение (е0,ё) Е £(р 0 ,р) вытекает из постро
ения соответствия Е и отмечавшейся в замечании 2 замкнутости соот
ветствия Ес в каждой точке, где выполняются неравенства dt-(p0, p) > 0, 
г £ N). Напомним, что согласно определению соответствия Е для каж
дого га ^ 1 существует распределение (х1(га),у1(га))лг € П А^(Ро(^)> 
р(га)) такое, что е(га) = Х Х х ' ( т ) + У г ( т ) ~ >̂г)> а е о ( т ) определяется 
формулой 

ы-)=ь.^^-8.5:в'-(ь-^М)+.5:(/з«-хЧ"г)) м 
N N 

Po(m)J *jf 
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(отметим, что ввиду компактности множеств Xf ,Y? последователь
ности {(х г(т),у г(га)} (т ^ 1) можно считать сходящимися при каж
дом i Е N). Учитывая замкнутость соответствия Е на S^°, имеем 
lim е(га) = ё Е J3(0,p). Далее в силу формулы (14) и неравенств 

т—юо 

вытекающих из соотношений х*(т) ^ /Зг (г Е iV), имеем 

- g • ^ 6>Ч в 0 (т) ^ h • $ > ' - g • $ > ' 
JV N N 

для каждого т ^ 1. Следовательно, 

mUmo(e0(m),e(m))-(eo,e)E [ - g • ] Г e'"> h ' Е ^ " 8 " Е *'"] Х ^(0,р)> 

что и требовалось доказать. 
УТВЕРЖДЕНИЕ 2. Поскольку при условиях А4, А5 неравенства 

^i(Po5p) > 0 справедливы при любом i £ N ж (ро>р) € £Lo? использо
вание тех же рассуждений, что и в доказательстве первого утвержде
ния, даёт искомый результат: соответствие Е замкнуто во всей области 
определения множества SLo. 

Установленные свойства соответствия Еу как уже отмечалось, поз
воляют воспользоваться для доказательства теоремы 1 следующим ва
риантом известной леммы Гейла-Никайдо-Дебре [6, С.III.(15)]. 

Лемма 4. Пусть К С Ж™ — произвольный непустой выпук
лый замкнутый конус с вершиной в точке 0, не содержащий линейных 

подпространств, Sm = {р Е Ж™ | J2 pk = l } , Q = Sm П А' ^ ' 0 , 

a F : Q —> Жт — ограниченное замкнутое соответствие с непустыми вы
пуклыми компактными значениями. Если для любых q E Q и f E -F(q) 
выполняются неравенства q-f ^ 0? то найдется вектор q* E Q такой, что 
F(q*) П if" 7̂  0? где А"" = {х Е Жт | х • и ^ 0, и £ /1'} — отрицательная 
поляра конуса К. 

§4. Доказательство теоремы существования 

Переходя непосредственно к доказательству теоремы 1, отметим, 
что непустота и выпуклость значений соответствия Е, требующиеся для 
использования леммы 4, обеспечиваются компактностью и выпуклостью 
множеств Xf ,Y?, а также квазивогнутостью и непрерывностью функ
ций щ (предположения A l , A2). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1. 
УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Пусть g • ]Г)0{ < h • Ylft и выполняются пред-

N N 
положения А1-А5 . Положим QQ — SLo и для каждого целого т ^ 1 
определим множество 

Qm = {(Ро,р) € Qo \ро ^ — } . 
t т + 1 ) 

Далее обозначим через Кт конические оболочки множеств Qm (га ^ 0). 
В силу конечной порождённое™ непустые выпуклые конусы Кт замкну
ты, причём непосредственно из их построения вытекают равенства 
KmnSLo = Qm- Таким образом^на основании лемм 2 и 3 и отмечавшейся 
ограниченности соответствия Е, а также непустоты и выпуклости его 
значений получаем, что соответствия Ет : Qm —> Шь° и конусы Кт удов
летворяют всем условиям леммы 4 (здесь Ет — сужение соответствия 
Е на множество Qm). Следовательно, для каждого т ^ 1 существуют 
векторы (ро(тп)ур(т)) 6 Qm и (е0(га),е(га)) £ E(p0(m),p(m)) такие, что 
(е0(га),е(га)) содержится в отрицательной поляре конуса Кт 

VOo,p) е Кт[ро • e0(m) + p • e(m) ^ 0]. (15) 

Ввиду ограниченности соответствия J5, а также в силу включений 
(ро(т),р(т)) Е Qo можно считать, что существуют пределы (ёГ0,ё) = 
lim (е0(га),е(га)) и (р0,р) — lim (po(^)5p(^))- В силу замкнутости corn—+ 00 m—кх> 

ответствия £ на Q0> вытекающей из леммы 3, для предельных точек 
выполняется включение 

( б 0 , ё ) е % 0 , р ) . (16) 
оо 

Далее, поскольку замыкание множества |J Qm совпадает с Qo, в силу 

неравенств (15) имеем (е0,ё) £ KQ . Так как К0 = М+°, из послед
него неравенства получаем ё0 ^ 0, ё ^ 0. Комбинируя неравенство 
ё ^ 0 и включение ё Е ]3(р0,р), вытекающее из (16), согласно лемме 1 
имеем р > 0. Покажем, что выполняется и более сильное неравенст-
в о (Ро?Р) > 0. С этой целью отметим, что ввиду соотношений р = 
lim р(га) и р > 0 при любом достаточно большом га выполняется 

т—кх 
неравенство р(га) > 0. Поэтому если р0 — 0, то компоненты векто
ров р ^ неограниченно возрастают и, следовательно, при любом доста
точно большом га выполняется неравенство руЧ ^ h. Значит, в силу 
определения е0(га) для любого такого га выполняется равенство е0(га) — 
h • YJ ft' ~ g* ]С 0* • Отсюда и из неравенства h • ]£ /3* — g • ][) 0* > 0 получаем 

N N N N 
противоречие с установленным выше соотношением lim е0(га) = е0 ^ 0. 

т—юо 
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Из сказанного следует справедливость неравенств (р0?Р) ^ О 
и (ё 0 , ё )^О. Используя соотношение ё ^ 0, включение (16) и лемму 2, 
имеем (Ро?Р) * (^сьё) = 0. Отсюда с учетом положительности вектора 
(р0, р) получаем равенство ё = 0, которое в силу включения ё £ Ec(jp/p0) 
означает равновесность цен р/р0 в модели §с'. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 2. Пусть g • ^6* = h • J]/3{ и выполняются пред-
N N 

положения А1-А4 . Модифицируя надлежащим образом доказательство 
пункта (1), покажем, что в рассматриваемом случае W(^) ф 0 . Прежде 
всего отметим, что согласно первому утверждению леммы 3 существует 
такое е > 0, что отображение Е : 5^° —> Жь° является замкнутым. По
ложим Q(0) = S^° и для каждого целого т ^ 1 определим множество 

Q(m) = {(Ро,р) 6 Q(0) I Р0 ^ ^ j } ' 
m + 

Далее обозначим через К(т) конические оболочки множеств Q(m) (m^ 0). 
В силу конечной порождённости непустые выпуклые конусы К(т) явля
ются замкнутыми, при этом непосредственно из их построения выте
кают равенства К(т) П SLo — Q(m). Учитывал отмечавшуюся уже не
пустоту и выпуклость значений соответствия £ , на основании лемм 2 
и 3 получаем, что соответствия Е(т) : Q(m) —> Жь° и конусы К(т) удов
летворяют всем условиям леммы 4 (здесь Е(т) — сужение соответствия 
Е на множество Q(m)). Следовательно, для каждого т ^ 1 существуют 
векторы (ро(яг),р(га)) G Q(m) и (е0(га),е(га)) G 22(р0(га),р(га)) такие, 
что (e0(m),e(m)) содержатся в отрицательной поляре конуса А'(т): 

V(Po, Р) € #( т )[р0ео(т) + Р * е(ш) < 0]. (17) 

Учитывая компактность 5^° и ограниченность соответствия Еу можно 
считать, что существуют пределы (р0, р) = lim (ро(^)5 р ( т ) ) и (ё"о,ё) = 

т — • о о 
lim (e0(m),e(m)). В силу леммы 3 для предельных точек выполняется 

т—»оо соотношение 
( ё 0 , ё ) б % 0 , р ) . (18) 

ОО 

С другой стороны, так как замыкание множества |J Q(m) совпадает 

с Q(o), то неравенства (17) дают включение (е0,е) 6 ^Тоу Пользуясь 
этим фактом и тем, что конус К(0) содержит все орты е* {к = 1 , . . . , /) из 
ЖЬо, получаем неравенство ё ^ 0. Следовательно, из (18) и определения 
соответствия Е вытекает одно из включений: 1) ё Е Ес (=^) П (—К+) 
при р0 > 0 или 2) ё £ Е° (р)п(-Ж^) при р0 = 0. Согласно лемме 1 каждое 
из этих включений влечёт положительность всех компонент вектора р . 
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Значит, в силу соотношения р = Иш р(га) имеем р ( т ) > 0 для любого 
т—»ос 

га, начиная с некоторого га0 ^ 1. Рассмотрим два возможных случая: 
1) р0 — 0 и 2) р0 > 0. В первом случае в силу положительности вектора 
р при достаточно больших га ^ т0 выполняется неравенство руЧ ^ h. 
Значит, в предположении g • ^ Эг — h • Y^P% Д л я достаточно больших га 

N N 
из определения величин е0(га) вытекают равенства 

е»(т)-(1,-ы^)+(^'з'^х'(га))-8-^<,'+,,'^'з'=о' 
FUy J N N N N 

где x l(m) — компоненты такого распределения 

(х\т),у\т))м G Д 5 f (р0(га),р(га)), 
TV 

что е(га) = X X x 4 m ) + У г ( т ) ~ <*>') и eo(m) = ~M "^p\> S x ' ( m ) b Итак, 
существует rax ^ 1 такое, что p(m) > 0, e0(ra) = 0 и (0,e(ra)) 6 
Е(р0(т), р(т))Г\К7, при любом т ^ тг. Покажем, что последнее вклю
чение допускает усиление: для любого га ^ rai справедливо включение 
(0,e(ra)) G -^(о)- Действительно, каждый вектор v G if(o) можно пред
ставить в виде суммы v = v' +v" , где v' G if(m), a v" = (-<$, 0 , . . . ,0) для 
некоторого 6^0. Поэтому (0, е ( т ) ) • v = (0, е ( т ) ) • v' ^ 0. Ввиду произ
вольности v и га ^ rrti э т о означает, что (0,e(ra)) G А7^ (га > raj. Как 
уже отмечалось, для всех (^0,z) G KZ-, выполняется неравенство z ^ 0. 
Значит, в силу сказанного имеем е(га) ^ 0 для любого т ^ тг. Отсюда 
и из леммы 2 вытекает равенство (ро(га),р(га)) • (е0(га),е(га)) = 0 при 
любом т ^ тг. Пользуясь этим фактом и соотношениями р(га) >• О, 
е0(га) = 0 (га ^ rai), получаем е(га) = 0 для всех га ^ ni\. В силу вклю
чений е(га) G Ес ( Р\^Ч ] последние равенства означают равновесность 

всех цен р> I (га > rai) в модели <?6\ 
Рассмотрим второй случай: р0 > 0. Как уже отмечалось, в этой 

ситуации справедливо включение ё G i ? c (JM П (—Ж+). Поэтому на 
основании леммы 2 имеем р0е0 + р • ё = 0. Отсюда и из неравенства 
е0 ^ 0, вытекающего из равенства g • J2 &% — h ' YL Рг и определения ото-

^ N N 

бражения £ , получаем р - ё — -р0^о ^ 0- Последнее соотношение вместе 
с очевидным неравенством р • ё ^ 0 доказывает равновесность цен p/jp0. 
Действительно, соотношение р" • ё = 0 и положительность вектора р , 
вытекающая из леммы 1 на основании включения ё G Ес 1М-)п (—Ж+), 
дают искомое равенство ё = 0. 
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УТВЕРЖДЕНИЕ 3. Пусть g • ]Г0г > h • Y;Pl и выполняются предпо-
N N 

ложения А1-АЗ . Допуская существование сбалансированного распреде
ления (x%yl)jv и пен р ф О, удовлетворяющих соотношениям (х%уг) G 
D?(p) (г £ -W)? н а основании леммы 1 получаем 

р • £ ( х { + у* - С") = g • J2 & - Ь • 2 > ' + (h - р)+ • 5](Э!' - х;) > О, 
N N N N 

что противоречит равенству р • XXх* + Уг ~ ^ г) — О? вытекающему из 
iV 

сбалансированности (x\yl)N. 
ЗАМЕЧАНИЕ 3. Нетрудно проверить, что приведённым доказатель

ством можно воспользоваться и при несколько более слабых (но более 
громоздких) предположениях. Например, некоторые условия из предпо
ложений А2, A3 можно ослабить, заменяя при этом в подходящих мес
тах множества Х{ и Y{ на Xf и Y{

c. Именно, вместо условия ненасыща
емости из А2 достаточно потребовать, чтобы для всех хг G Xf выпол
нялось неравенство sup{t^(xl,y*) | уг G Y{] > sup{i^(x*,yl) | уг G У{С}, 
а условие Vy* G YJVA > 0[уг + Aefc G 1̂ ] можно заменить требованием 
Vy* G У^СЗА > 0[уг + Ае* G Yi]. Если предположить, как и в исход
ных формулировках, достаточно «большие» размеры потребительских 
множеств У;, то указанные ослабления условий А2, A3 не исключают 
ограниченности этих множеств. 

В заключение этого параграфа отметим, что теоремы существова
ния равновесий в смешанных экономиках играют важную роль в вопро
сах регуляризации несбалансированных (т. е. не имеющих равновесий) 
классических рынков. Поскольку общая постановка задач регуляриза
ции выходит за рамки настоящей статьи, для иллюстрации ограничимся 
рассмотрением одного известного примера двухпродуктового несбалан
сированного рынка <?, имеющего вид 

g = (Ых\,х1) = x\,u2(xlxl) = xl и;1 = (1,1), и,2 = (0,1)}) 

(напомним, что в классических рынках все регулирующие параметры 
равны нулю). Простая проверка убеждает, что ни один из векторов цен 
р G Ж+\0 не уравновешивает спрос и предложение в модели <?. В то же 
время сколь угодно малые регулирующие воздействия могут приводить 
к появлению равновесных состояний в смешанных экономиках, близких 
к S\ Для доказательства этого утверждения рассмотрим последователь
ность регулируемых рынков при т > 2 

<fm = ({«,-, J, /3<(m), 0*(m)}N , g(m), h(m)) , 

где N и и)' те же, что и в модели <?, щ определяется из соотношений 
«.•(Х'\УО = «.-(х'Ч-у'), a ^ f m ) = /32(m) = ( £ , £ ) , 04™) = ( £ , £ ) , 
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в2(т) — (О, ~ ) и g (m) — h(m) = (~?m)- Нетрудно убедиться, что все 
модели £ш удовлетворяют условиям утверждения 2 теоремы 1. Соответ
ствующие множества равновесных цен Р^ имеют вид 

•Рт = ( ( Р 1 , Р 2 ) | Р 1 ^ 1 , Р 2 = - } , 
t т) 

а соответствующие им совокупности равновесных распределений обра
зуют множества 

W"m = { ( х \ у% | х»' + У1' - z \ 0 ^ х Ч РМ, г = 1,2} , 

г д е г 1 = ( l , 0 ) , z 2 = (0 ,2) . 
Итак, ввиду сходимости к нулю всех регулирующих параметров при 

достаточно больших т модели <?т мало отличаются от ^ , а любая после
довательность соответствующих им равновесных распределений (х г (ш) , 
yl(rn))N сходится к предельному распределению (0,z*)jv, порождающему 
(единственное) оптимальное по Парето распределение (z 1 )^ в <?. 
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