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Приводится краткий обзор исследований приближенных алгорит­
мов с оценками для задачи коммивояжера на максимум (MAX TSP). 
Основное внимание обращается на специальные классы задачи МАХ 
TSP: симметрическая, полу метрическая, метрическая (симметричес­
кая и полу метрическая), полиэдральная и евклидова. Для задачи 
со случайными входами представлены результаты вероятностного ана­
лиза двух алгоритмов, использующих эвристики «Иди в удаленный 
город» и «Склейка контуров». 

В в е д е н и е 

В с татье приводится краткий обзор исследований по разработке при­
ближенных алгоритмов с оценками для задачи коммивояжера на макси­
мум (MAX TSP).**) Основной акцент сделан на работах авторов насто­
ящей статьи.***) 

Задача MAX T S P заключается в следующем. Д а н а произвольная 
м а т р и ц а (c i ; ) порядка п с неотрицательными вещественными элемен­
т а м и . Требуется найти такую перестановку ( г ь г 2 , . . . , гп) множества 
{ 1 , 2 , . . . , п } , что сумма cili2 + ct-2t-3 + . . . + cin_lin + cinil принимает мак­
симальное значение. 

Из работы [27] (S. Kosaraju, J. Park , С. Stein) известны приложения 
MAX T S P к анализу последовательностей Д Н К и с ж а т и ю данных. 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 99-01-00601) и Федеральной це­
левой программы «Интеграция» (проект 274). 

**) Представлен в качестве пленарного доклада на Третьей Международной 
конференции «Дискретный анализ и исследование операций» (DAOR/2000) 
(Новосибирск, 26 июня — 1 июля 2000 г.) [23]. 

**) Предполагается, что работы других авторов будут более подробно отра­
жены в готовящейся книге «The traveling salesman problem and its variation» 
(edited by G. Gutin and A. Punnen), глава «The maximum traveling salesman 
problem» (Александр Барвинок совместно с авторами данного обзора). 
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Будем говорить, что алгоритм имеет оценку точности р, если 
отношение длины найденного гамильтонова тура к длине оптималь­
ного маршрута не меньше р. Рассматриваемая задача МАХ SNP-трудна 
[17, 29], т. е. из существования полиномиальной аппроксимационной 
схемы (PTAS) для ее решения следует, что Р = NP. Это обстоятельство 
стимулировало исследования приближенных полиномиальных алгорит­
мов с оценками точности их решения: 1/2 (М. Fisher, G. Nemhauser, 
L. Wolsey [20]), 4/7 (M. M. Ковалев, В. М. Котов [9]), 38/63 (S. Kosaraju, 
J. Park, С. Stein [27]). 

Ниже основное внимание обращается на специальные классы задачи 
MAX TSP: симметрическая, полу метрическая, метрическая (т. е. сим­
метрическая и полуметрическая), полиэдральная и евклидова. Для за­
дачи со случайными входами представлены результаты вероятностного 
анализа двух алгоритмов, использующих эвристики «Иди в самый уда­
ленный город» и «Склейка контуров». 

Подмножество Е' С Е ребер неориентированного графа G — (V, Е) 
называется паросочетанием (совершенным паросочетанием), если каж­
дая вершина v G V инцидентна не более (соответственно ровно) одному 
ребру. Подмножество Е' С Е ребер неориентированного графа G назы­
вается 2-фактором, если каждая вершина v 6 V инцидентна ровно двум 
ребрам в Е'. Подграф G' — (V, А') ориентированного графа, А1 С А, 
называется контурным покрытием, если каждая вершина подграфа G' 
имеет полу степени захода и исхода, равные 1. Для отыскания каждого 
указанного подграфа (паросочетания, 2-фактора, контурного покрытия) 
максимального веса известны алгоритмы с временной сложностью 0(п3) 
[6, 21, 22, 24, 28]. 

1. Полуметрическая и метрическая MAX TSP 

Пусть G — {V, А) — полный ориентированный граф с п вершинами 
(без петель) с заданной весовой функцией с на его дугах, которая удов­
летворяет неравенству треугольника 

c(vuv2) + c(v2,v3) ^ c(vuv3) 

для любых трех вершин vx,v2,v3 из V. В случае выполнения неравенст­
ва треугольника MAX TSP называется полу метрической. Полуметри­
ческую MAX TSP называем метрической, если c(vi,v2) = с(у2,уг) для 
каждой пары vx,v2 £ V. 

Приведем результат, следующий из работ [10] и [15]. 

Утверждение 1. Пусть в графе G построено контурное покрытие 

С — {Ci,C2,. • • , о^}. 
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Положим v — и(С) = min{z/t | 1 ^ г ^ / / } , где v{ — |С,-| — число вер­
шин в С{. Тогда за время 0{vn) в графе G могут быть построены два 
гамильтоновых контура Hi и Н2 с весами 

с(Нх) ;> (l - ^-)с(С) (А. В. Косточка, А. И. Сердюков [10]), (1) 

с(Н2) ;> ( l - ~У~1С(С) (А. И. Сердюков [15]). (2) 

Легко видеть, что оценка (2) лучше оценки (1) при 

0.5 

что заведомо выполняется, например, при n^2i/fi. 
Полуметрическая задача нахождения максимального контурного по­

крытия полиномиально разрешима при v = 2 (например, с помощью ал­
горитма решения задачи об оптимальном назначении [6]), а метрическая 
задача — при v — 3 (например, с использованием алгоритма отыска­
ния 2-фактора [28]). В обоих случаях временная сложность одинакова 
и равна 0(п3). Отсюда и из (1) имеем 

Следствие 1. Полуметрическая MAX TSP может быть решена за 
время 0(п3) с оценкой точности 3/4. 

Следствие 2. Метрическая MAX TSP может быть решена за время 
0(п3) с оценкой точности 5/6. 

М. М. Ковалевым и В. М. Котовым [8] для метрического случая 
предложен алгоритм с оценкой точности (z/+2)/(z/+3), которая совпадает 
с оценкой (1) при 1/ = З и хуже при v > 3. 

2. Симметрическая MAX TSP 

Задача MAX TSP на неориентированном графе G = (Vn,E) назы­
вается симметрической. В этом случае c(vi,v2) = c(v2jVi) для любых 
вершин vx,v2 Е Vn. 

Для симметрической MAX TSP построены полиномиальные алго­
ритмы с оценками точности 2/3 (М. Fisher, G. Nemhauser, L. Wolsey [20]) 
и 13/18 (M. Ковалев, В. Котов [7]). R. Hassin и S. Rubinstein в [25] пред­
ложили полиномиальный алгоритм с оценкой точности 5/7. Наилучший 
по точности алгоритм решения симметрической MAX TSP предложил 
А. И. Сердюков [13]. 

Утверждение 2 [13]. Симметрическая MAX TSP решается за вре­
мя 0(п3) с оценкой точности 3/4. 
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Для получения данного приближения используются решения двух 
полиномиально разрешимых задач: задачи отыскания в графе G па-
росочетания максимального веса и задачи отыскания 2-фактора макси­
мального веса. 

Совокупность ребер в решениях обеих задач представима в виде объ­
единения двух частичных туров. (Частичным туром называем мно­
жество попарно непересекающихся путей в графе.) Частичный тур мак­
симального веса дополняется ребрами до гамильтонова цикла. В основе 
алгоритма решения задачи лежит процедура Р (для случая четного п), 
а также ее модификация JP, используемая в случае нечетного п. 

2.1. Процедура Р и свойство сохранения 
частичного тура 

Начальная фаза. 
— В G отыскиваются максимальные по весу 2-фактор С — C(G) = 

Ci U . . . U Сг и паросочетание М = M{G). 
— Устанавливаются множества 7\ = С, Т2 — М. 

Общий шаг (обработка очередного цикла С,*, 1 ^ г ^ г). 
— Фиксируются произвольная вершина v' £ С,- и инцидентные ей 

ребра е1зе2 Е С*. 
— Из Ti удаляется, а к Т2 добавляется то ребро е' £ {ei, e2}, которое 

сохраняет Т2 частичным туром. 
Заключительный шаг. Когда все циклы обработаны, полагается 

т=[Ти если W(Tt) 2 W(T2), 
\ Т2 в противном случае. 

Лемма 1. Результатом работы процедуры Р является частичный 
тур Т с длиной 

ЩТ) > \ (W(C) + W(M)). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что по окончанию процедуры полу­
чены частичные туры 2\ и Т2. Относительно Тх это очевидно, так как 
на каждом шаге из очередного цикла удаляется одно ребро. Покажем 
это для Г2 (по индукции). В начале имеется частичный тур Т2 = М. 
Пусть перед шагом i частичный тур Т2 представлен совокупностью не­
пересекающихся максимальных (по включению) цепей, внутренние вер­
шины которых принадлежат циклам C i , . . . ,Ct-_i. Очевидно, что вер­
шина v' £ Ci, зафиксированная на шаге г, является концом некоторой 
цепи частичного тура. Обозначим через v" другой конец этой цепи. Из 
двух ребер е ь е2, инцидентных вершине г/, всегда можно выбрать ребро 
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е', не инцидентное вершине г>". Добавив его к частичному туру Т2, снова 
получим частичный тур. 

Отсюда следует, что на последнем шаге из двух частичных туров 
Т\ и Т2 выбирается максимальный по весу частичный тур Т такой, что 

W(T)2±(W(C) + W(M)). 

2.2. Модифицированная процедура Р 

Процедура Р используется в случае нечетного п. Ее отличие от Р 
состоит в выполнении начальной фазы. 

С ж М находятся как и в Р , но теперь имеется вершина г>°, не ин­
цидентная никакому ребру из М. Пусть v° Е d. 

Определим ребро е0 = (v°,i/) £ С максимального веса с(е0). Обо­
значим через е1?е2 Е С± ребра, инцидентные вершине г'0. 

, а а 

С0-С} 

Пусть (рис. 1) 

Со 

0> ~ О2+ С2 

Рис. 1 

Сх, если v1 G С ь 

d U С2, если v1 € С2. 

В С0 \ М выберем ребро е' £ {ei,e2} и ребро е", инцидентное вершине 
г/. В случае С0 = Ci дополнительно потребуем, чтобы е' было несмежно 
се" . 

Результатом начальной фазы являются два множества 

T1 = e 0 U C \ {е\ е"}, Г2 - М U {е', е"}. 

Далее выполняются пункты 2 и 3 процедуры Р , но общий шаг на­
чинается с i = 2 (при С0 = Сх) или с г = 3 (при С0 = Ci U С2). 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Нетрудно видеть, что в начальной фазе процедуры 
множество Т2 является частичным туром, а в конце процедуры Р оба 
множества 7\ и Т2 суть частичные туры, из которых выбирается тур Т 
максимального веса. 

2.3. Описание алгоритма решения 
симметричной MAX TSP 

Этап 1. В случае четного п с помощью процедуры Р в графе G 
находится частичный тур Т0 и осуществляется переход к этапу 5, в про­
тивном случае выполняется следующий этап. 

Этап 2. С помощью процедуры Р находится частичный тур T(G) 
в графе G — (V \ г>°, £"), ребра которого имеют веса 

Г с(е), если ефё, 
с( е) = Л ( \ , ( \ 

I c\ei) + с\е2) в противном случае, 
где ребра ei,e2,e образуют цикл. 

Полагается 
_ = f T(G) U {е ь е 2 } \ ё , если е € T(G), 

1 T(G) в противном случае. 

Этап 3. С помощью^модифицированной процедуры Р в графе G 
строится частичный тур Т. 

Этап 4. Полагается 

/ Г, если W(T) > W(f), 
J-o — \ ~ 

[ Г в противном случае. 

Этап 5. Частичный тур Т0 достраивается до гамильтонова цик­
ла Н. 

Описание алгоритма закончено. 

2.4. Обоснование оценки 3 / 4 

Обозначим через Н* гамильтонов цикл максимального веса в графе 
G и через е* ребро минимального веса в цикле Я*. При четном п с учетом 
леммы 1 имеем 

W(H) > W(T0) > | (W(S) + W(M)) 2 I W(H*)-

При нечетном п возможны два случая. 



28 Э. X. Гимади, А. И. Сердюков 

СЛУЧАЙ 1. ег е Я* и е2 е Я*. В этом случае W(5*) = W(H*), 
где Я — гамильтонов цикл максимального веса в графе G, содержащем 
ребро ё. Имеем 

W(H) 2 W(T) > \{W{C) + W(M)) > lW(H*) = \w{H*), 

где С = C(G) и М = M(G). 
СЛУЧАЙ 2. По крайней мере одно из ребер е ь е 2 не принадлежит 

циклу Я*. В этом случае с учетом неравенств 

W(C)^W(H*) и W{M)>)-(W{H*)-c{e*)) 

имеем 

W(H) > W(T) > l- (W(C) + W(M) + c(e0)) 

£ \ (w(H*) + \ (ТУ(Я*)-С(е*)) + с(е0)) £ | 1У(#*) + 1 ( с ( е о )_ с ( е *) ) . 

Остается убедиться, что с(е0) ^ с(е*)« Действительно, в случае е0 £ Я* 
последнее неравенство очевидно. При е0 ^ Я* в рассматриваемом случае 
имеется по крайней мере одно ребро е' ^ С, инцидентное вершине г>° 
и принадлежащее циклу Я*. В силу определения ребра е° имеем с(е°) ^ 
с(е') ^ с(е*). Утверждение 2 доказано. 

С использованием техники алгоритмов [13] и [25] R. Hassin и S. Ru­
binstein в [26] предложили полиномиальный рандомизированный алго­
ритм с ожидаемой оценкой точности р для любого р < 25/33 (что чуть-
чуть лучше 3/4). 

3. Полиэдральная MAX TSP 

Пусть в евклидовом пространстве R* со стандартным скалярным 
произведением (•,•} заданы векторы а ь . . . ,а г . Для определения функ­
ции расстояния между точками в пространстве введем единичный шар 
(содержащий начало координат внутри) 

В = {х € Rk | (а,-, х) <$ 1, % = 1 , . . . , г}. 

Тогда для упорядоченной пары произвольных точек (ж,у) 6 R* X R* 
определим расстояние с(х^у) = f(y - ж), где / : R* —> R + есть функцио­
нал Минковского от множества Я, т. е. /(z)=:inf{A€R | ж 6 АЯ, А > 0}. 

Рассмотрим п точек ж1 , . . . , жп из R* таких, что расстояние между 
х{ и xj равно C{j = f(xj - ж1), 1 ^ г, j ^ п. Тогда задачу коммивояжера на 
максимум для заданного множества точек назовем полиэдральной МАХ 
TSP. Через т обозначим число фасет шара Я. 
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До недавнего времени сложностной статус полиэдральной MAX TSP 
оставался неопределенным. В последнее время группой исследователей 
(S. Fekete, A. Barvinok, D. Johnson, G. Woeginger, R. Woodroofe) установ­
лены следующие результаты для полиэдральной MAX TSP с централь­
но-симметрическим (относительно начала координат) и ограниченным 
шаром В (см., например, [17-19]). 

1. Задача NP-трудна в R*, k ^ 3, если число фасет единичного 
шара В является частью ее входа (S. Fekete [19]). 

2. A. Barvinok [17] представил полную полиномиальную аппрокси-
мационную схему при фиксированном га. Этот результат позднее был 
перекрыт в совместной работе [18] (A. Barvinok, D. Johnson, G. Woegin­
ger, R. Woodroofe), в которой предложен точный алгоритм с временной 
сложностью O(nw~2 logn). 

3. В случае норм L\ («манхеттенская норма») и L^ на плоскости R2 

S. Fekete [19] построил точный алгоритм с временной сложностью 0(п). 
Результаты остаются справедливыми и без требования центральной 

симметричности и ограниченности множества В. 
А. И. Сердюков использовал технику, отличную от техники указан­

ных выше авторов. 

Утверждение 3 (А. И. Сердюков [16]). Пусть G — полный ори­
ентированный граф с множеством вершин V = {я 1 , . . . , х п } , располо­
женных в заданных точках пространства R*, га' — [тп/2\ и С — {Ci, C2j 
. . . , (7^} — максимальное контурное покрытие в графе G, где 
\х > га'. Тогда за время 0(п3) можно построить контурное покрытие 
С = {CJ,CJ,. . . , С'т,} в графе G такое, что с(С') = с(С). 

Отсюда и из оценки (2) имеем 

Следствие 3. Для полиэдральной MAX TSP в R* яри фиксирован­
ном к может быть построен алгоритм с временной сложностью 0(п3) 
и оценкой точности, не меньшей чем 1 — ([т/2\ — 1)/п. 

Очевидно, этот алгоритм асимптотически точен при га = о{п). 
Для получения указанного приближения используется точное реше­

ние (полиномиально разрешимой) задачи отыскания максимального кон­
турного покрытия. На каждом шаге алгоритма (всего /i — 1 шагов) из 
текущего контурного покрытия (начиная сС — {Ci, <72,... , С^}) опреде­
ленным образом выбираются два контура, которые затем склеиваются 
в один. При этом, по существу, учитываются свойства функции рас­
стояния с(ж, у). Результатом работы алгоритма получается гамильтонов 
контур с указанной оценкой точности. 

Следствие 4. При т = 3 полиэдральная MAX TSP в R2 разрешима 
за время 0(п3). 
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Детали доказательства утверждения 3 и следствий 3 и 4 изложены 
А. И. Сердюковым в работах [15, 16]. 

В то время как полиэдральная MAX TSP задача NP-трудна (если 
число фасет т является частью входа), имеет место 

Следствие 5. Ери т = 0(1птг) для полиэдральной MAX TSP су­
ществует полиномиальная аппроксимационная схема (PTAS) с времен­
ной сложностью п0^1/^. 

4. Евклидова MAX TSP 

Пусть в евклидовом пространстве R* со стандартным скалярным 
произведением задана евклидова метрика 

с(х, у) = ((У1 - хг)2 + . . . (jfc - xk)2)1/2, г, у е R*. 

Пусть в Rfc заданы п точек ж1 , . . . ,£п с указанным попарным расстоя­
нием Cij — с(х\х*), 1 ^ г, j ^ п. Тогда задачу коммивояжера на макси­
мум для заданного множества точек назовем евклидовой MAX TSP. 

Вопрос о сложностном статусе евклидовой MAX TSP до недавнего 
времени был открыт (и остается открытым при к = 2). NP-трудность 
евклидовой MAX TSP в R* при к ^ 3 установлена S. Fekete [19]. 

А. И. Сердюков [14] представил асимптотически точный алгоритм 
решения задачи коммивояжера на максимум в ^-мерном евклидовом про­
странстве R*. 

Утверждение 4 (А. И. Сердюков [14]). Евклидова MAX TSP 
решается асимптотически точно за время 0(п3) с оценкой точности 
1 — 7fcn~2^fc+2\ г # е константа 7* зависит только от размерности про­
странства. 

4.1. Описание алгоритма Сердюкова 

Отправной точкой в работе [14] является построение максимального 
взвешенного паросочетания М в R*, время отыскания которого и опре­
деляет трудоемкость 0(п3) алгоритма в целом. 

Найденное паросочетание М представляется в виде совокупности 
{ i i , . . . , / ш } прямолинейных интервалов (отрезков), га = [n/2j . Решаю­
щую роль в обосновании асимптотической точности алгоритма сыграл 
факт существования среди большого числа отрезков в R* такой пары от­
резков, что угол между ними достаточно мал (стремится к нулю с ростом 
числа отрезков). 

После упорядочения интервалов по убыванию весов последние t ин­
тервалов объявляются легкими, остальные — тяжелыми (число t опре­
деляется специальным образом). 
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Очевидно, что суммарный вес тяжелых интервалов оценивается сни­
зу величиной 

wx = w(M)(i~ — у (з) 
Подход в [14] основывается на следующих геометрических результатах. 
Для любой пары точек х,у Е R* обозначим через w(x,y) — \\х — у\\. 

Лемма 2. Для любых двух интервалов Ij = (xj,yj), Ik = (ж,-, у») 
в R* справедливы неравенства 

w(xhXi) + w(yhyi) + w(xhyi) + w(yhxi) ^ 2тах{(ж,, у,), w(xh j/ t)}; 
max{w(xj, x{) + w(yj,yi), w(xh y{) + w(yj,xi)} ^ max{w{xh %•), w(x{j &•)}; 

max{w(xhXi) + w(yj,y{), w{xhy{) + w(yj,x{)} ^ cos -{w{xj,%•) + ги(х,-,&•))> 

где а <С 7г/2 — угол между интервалами / j , / , - . 

Лемма 3. Пусть в евклидовом пространстве R* фиксированной раз­
мерности к задано произвольное множество из t прямолинейных отрез­
ков. Тогда наименьший угол между двумя отрезками из этого множест­
ва ограничен сверху константой a(&, i) такой, что a(k, t) —> 0 при t -» ос. 
Яря этом 

^ - у - ^ ^ П ) 5 (4) 
где константа 7* не зависит от числа отрезков. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Путем параллельного переноса, сжатия или рас­
тяжения добьемся, чтобы каждый рассматриваемый отрезок являлся 
диаметром единичного шара в R*. Обозначив через Vk(r) объем 
fc-мерного шара радиуса г в R*, а через Sk(r) объем его (к — 1)-мерной 
поверхности, имеем 

S..,(l) _ * . . , ( ! ) 
T4_i(sin^) s i n * - 1 ^ ^ ^ ! ) ' 

(s m\2/(fc4) 
откуда получаем формулу для константы 7* = ( 2v m ) и неРа~ 
венство (4). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Назовем а-цепью такую упорядоченную последова­
тельность тяжелых интервалов, что угол между любыми двумя сосед­
ними интервалами не превышает числа а. 

Лемма 4. Паросочетание М = {Д, . . . , /™} можно представить 
в виде совокупности (t - 1) a(&, t)-nenen7 перемежаемых t легкими интер­
валами (рис. 2, где тяжелые интервалы выделены толстыми отрезками, 
а легкие — тонкими). 
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Рис. 2 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Путем дублирования ребер из М получается 

максимальное взвешенное цикловое покрытие S заданных в Rfc точек 
(вершин неориентированного графа) двухвершинными циклами. По­
крытие S состоит из подмножества 5\ двухвершинных тяжелых циклов 
и подмножества S2 двухвершинных легких циклов. 

Далее S\ за т — 2t — 1 шагов модифицируется в Si методом склеива­
ния циклов. На каждом шаге в текущем (модифицированном) множестве 
Si (в начале Si = Si) выбирается такая система из t тяжелых интерва­
лов, что в каждом цикле содержится не более одного такого интервала. 
В выбранной системе ищется пара интервалов с наименьшим углом меж­
ду ними. После этого циклы, содержащие эти интервалы, склеиваются 
в один. Существование такой пары гарантируется леммой 3. 

По окончании т — 2t — 1 шагов процедуры склейки получаем по­
крытие, состоящее из множеств Si и 52- Но теперь множество Si пред­
ставлено не двухвершинными тяжелыми циклами, как вначале, a t - 1 
модифицированными циклами, каждый из которых соответствует неко­
торой а(£,£)-цепи (состоящей, как отмечено, из тяжелых интервалов). 

Требуемая по лемме совокупность получается, если между каждой 
парой легких интервалов паросочетания М поместить по одной a(k,t)-
цепи. Лемма 4 доказана. 

Заметим,что временная сложность такого представления не превы­
шает 0(nt2). 

Далее полученное покрытие используется для построение мульти-
графа G. Этот мультиграф содержит все ребра Ij — (ж,, г/у), j = 1 , . . . , га, 
максимального взвешенного паросочетания с кратностью 4, а также до­
полнительные ребра (изображенные на рис. 3 пунктиром) с кратностью 2, 
за исключением 8 дополнительных ребер (с кратностью 1), смежных 
с легкими интервалами / г или 1т. На рис. 3 ребра мультиграфа G изо­
бражены вместе с кратностью их вхождения. 

Согласно лемме 2 вершины мультиграфа можно занумеровать так, 
что для любой пары соседних тяжелых ребер (XJ,VJ) и (#j+i>%+i)> 
1 ^ j ^ га, справедливо неравенство 

w{xj,xj+i)^w{yhyjjri)^cos—^—(wixj.yj) + w(xj+uyj+x)). (5) 
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Рис. 3 

Если же одно из соседних ребер пары (J}, ij+i) легкое (кроме ребер 
/ ь / т ) , ТО 

11;(^,^Ч1) + ш(^,% Ч 1 )^тах(ш(^,%),^(^ Ч 1 ,% + 1 ) ) . (6) 
Мультиграф G на рис. 3 покрывается четырьмя гамильтоновыми 

циклами # г , г = 1,2,3,4. В случае нечетного га они имеют вид 

Hi = (яь2/1,2/2,^2,23,2/з,... ,ym-i ,s r o_i,y r o ,a;m ,s i) , 
# 2 = ( 2 / 1 , ^ 1 , 2 / 2 , ^ 2 , ^ 3 , 2 / 3 , . . . , 2 / m - l , 2 m - l , ^ m , y m , 2 / l ) , 

Н3 = ( # 1 , 2 /1 ,^2 , 2/2,2/3,^3, « • • , £ m - l , 2 / r n - l , 2 / m , # m , # l ) , 

# 4 = (2/1, £ 1 , ^ 2 , 2 / 2 , 2 / 3 , ^ 3 , . . . ^ m - l , 2 / m - l , ^ m , 2 / m , 2 / l ) -

(В случае четного га последовательность вершин в циклах слегка видо­
изменяется.) Каждый цикл содержит все ребра максимального паросо-
четания М. В качестве приближенного решения среди # , , г — 1,2,3,4, 
выбирается гамильтонов цикл, имеющий наибольший вес. Этот цикл 
обозначим через Я 0 . 

4.2. Доказательство асимптотической точности 

Ясно, что 

W(H*) > W(H°) > \iWiH,) + W(H2) + W(H3) + W(H4)) 
.. m - 2 

j = 2 

где W и W" — суммарные веса дополнительных ребер, смежных легким 
ребрам 1Х и Im соответственно. 

Из (3) и леммы 2 следует, что 

W(H°) 2 W(M) + Wx cos ^bU = W(M) (1 + (1 - - ) cos Щ£). 
2 V V га/ 2 / 

file:///iWiH
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С учетом леммы 3, а также соотношений 2W(M) ^ W(H*)(1 — 1/п) 
и cos а = 1 — 2 sin2 a /2 получаем 

'-^>ft*(i-=)(-**,2№'-'/.> 
^ 1 - — s i n 2 *• ' ; £ 1 - — — f«=r. 

п 4 ^ п 2 
Окончательно, положив / = [nfc+1J, убеждаемся в асимптотической точ­
ности алгоритма [34]: если п —> оо, то 

где константа /?j. зависит только от размерности пространства. 

Следствие 6. Для евклидовой MAX TSP существует PTAS с вре­
менной сложностью 

0(n3 + n2 2 П ^ ) , 

гдеп(к,е) = {рк/еУк+1»2. 

5. Вероятностный анализ алгоритма 
«Иди в самый удаленный город» 

Предположим, что на входе задана матрица расстояний (сг;), эле­
менты которой являются независимыми случайными величинами, выби­
раемыми из сегмента [ап, Ьп], где ап ^ 0, с одинаковой функцией распре­
деления Р(х) = Рг {£ < ж} случайной величины £ = (QJ — an)/(bn — an) , 
О ^ £ ^ 1. Пусть «Й̂  обозначает алгоритм «Иди в самый удаленный (не-
пройденный) город» на соответствующем классе задач MAX TSP (вре­
менная сложность алгоритма 0(п2)) . 

Пусть Кп — вероятностное пространство входных данных задачи 
MAX TSP с п городами. Следуя [2], говорим, что алгоритм имеет оценки 
качества работы (£п, 6п) на задаче из класса А"п, если вероятность на­
хождения решения с оценкой точности 1 — еп не меньше 1 — 6п. Алгоритм 
называется асимптотически точным, если существуют оценки (епу 6п) 
такие, что еп —> 0 и 8п —> О при п —> оо. 

Алгоритм «Иди в самый удаленный город» можно отнести к классу 
«жадных» алгоритмов. Для заданной матрицы расстояний (сг;) алго­
ритм начинает свою работу с произвольного города, затем на каждом 
шаге осуществляется переход в самый удаленный из оставшихся (не-
пройденных) городов и т. д. На последнем шаге происходит возврат 
в исходный город. 



О некоторых результатах для задачи коммивояжера 35 

5.1. Равномерное распределение 
Используя статистику Колмогорова-Смирнова, R. Vohra [30] в слу­

чае равномерного распределения (Р(х) = ж, 0 ^ х ^ 1) показал, что для 
всякого 6 > 0 существует такая положительная константа а, что для ре­
шения, полученного с помощью алгоритма srf, справедливо следующее 
вероятностное неравенство: 

Положим a = л/2, 8 = пА/'2, где Л — положительная константа. Тогда (7) 
может быть записано в виде 

РЛ!) ^ , ,/Alnn ( ^ 1 А/2 P r ( f 4 0 ^ - v ^ 1 ~ П • (8) 

Понятно, что в этом случае алгоритм srf асимптотически точен. 

5.2. Распределения, отличные от равномерного 

Далее остановимся на распределениях, отличных от равномерного. 
Пусть 

l - 1 / n 

фп= I Т=Т(Гу 
о 

Утверждение 4 [1, 4]. Пусть выполнено одно из следующих усло­
вий: 

a) фп = о{п) и фп —> ос при п —> оо; 
b) Р(х) > х при 0^х^1ифп — о{п)\ 
c) Р(х) ^ х при 0 ^ х ^ 1. 

Тогда алгоритм А является асимптотически точным. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО утверждения основано на следующем. Сначала 

оценивается ожидаемый вес маршрута. Затем с использованием нера­
венства Чебышёва показывается, что типичные значения веса близки 
к тривиальной верхней оценке nbn. 

Следует заметить, что в отличие от алгоритма «Иди в ближайший 
(непройденный) город» в задаче на минимум (Э. X. Гимади, В. А. Пере­
пелица [5, 11]) для асимптотической точности алгоритма «Иди в самый 
удаленный город» дополнительные ограничения на величину разброса 
коэффициентов матрицы (ctJ) (типа bn/an — o(n/lnn)) не накладыва­
ются. 
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5.3. Вероятности больших уклонений 
Используя неравенство Петрова [12] для вероятностей больших ук­

лонений, можно получить существенно лучшую по сравнению с [30] 
оценку относительной погрешности решения еп = 0(n~l 1п(1/£п)), при­
чем на более широком классе вероятностных распределений Р(х) ^ я, 
0 ^ х ^ 1. 

Утверждение 5. Для задачи MAX TSP из класса Кп с функцией 
распределения Р(х) ^ х, 0 ^ х ^ 1, алгоритм srf является асимптотичес­
ки точным с оценками качества 

сп — , vn — ч , 
П 

где А — положительная константа. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО может быть получено из следующего утвержде­

ния, вытекающего из теоремы Петрова [12, с. 81]. 
Лемма 5. Пусть £ki G (0,1) — случайные независимые равномерно 

распределенные величины и Хк — независимая случайная переменная, 
равная min{£b- | 1 ^ i ^ к}. Тогда для суммы S случайных величин 
£к — Хк - TZXk, fc = l , . . . , n — l , f n = fi, справедливо неравенство 

Pr{S> Alnn}<$n"A/2. 

6. Вероятностный анализ алгоритма 
«Склейка контуров» 

В статье [3] предложен двухэтапный алгоритм решения задачи ком­
мивояжера с временной сложностью 0(п3). Основу первого этапа со­
ставляет рандомизированный вариант алгоритма для точного решения 
задачи о назначениях. На втором этапе это решение преобразуется 
в некоторое приближенное решение задачи MAX TSP с использованием 
эвристики «Склейка контуров». 

В отличие от других известных работ, где входные данные задачи 
предполагаются независимыми случайными величинами, в работе 
Э. X. Гимади, Н. И. Глебова, А. И. Сердюкова [3] вероятностный ана­
лиз алгоритма проводится для таких вероятностных распределений на 
множестве входов (матриц расстояний между городами), относительно 
которых столбцы случайной матрицы являются последовательностью 
симметрично зависимых случайных величин. Обосновываются оценки 
относительной погрешности и вероятности несрабатывания алгоритма. 
При некоторых дополнительных ограничениях на величину коэффици­
ента разброса элементов матрицы расстояний устанавливается асимпто­
тическая точность алгоритма для класса вероятностных распределений, 
более широкого по сравнению с рассматривавшимися ранее. 
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У т в е р ж д е н и е 6 [3]. Пусть столбцы матрицы расстояний (c t J) об­
разуют последовательность симметрично зависимых случайных вели­
чин. Тогда задача MAX TSP может быть решена с временной слож­
ностью 0(п3) и оценками качества 

en = 2c*lnn/F^P, 6п = (е/п)03\ (9) 

где с* — максимальный элемент матрицы (c,-j) и F^P — оптимальное 
значение функционала задачи о назначениях на максимум для матрицы 

м-
С л е д с т в и е 7. Если an ^ с^ ^ 6П; i ф j , 1 ^ г, j ^ щ an > 0, то 

решение с оценками (9) является асимптотически точным при 

- = °(г-)-
an Ч и п / 
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