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Модель выбора номенклатуры изделий рассматривается как игро­
вая ситуация с тремя участниками. Производитель изделий макси­
мизирует прибыль, которая зависит от предпочтений потребителей 
продукции, минимизирующих свои затраты. Третья сторона — госу­
дарство — с помощью дотаций стремится согласовать интересы про­
изводителя и потребителей, минимизируя общую сумму дотаций. По­
казано, что решение этой трехуровневой задачи сводится к серии задач 
линейного программирования. 

В в е д е н и е 

Многие модели исследования операций формулируются в виде экс­
тремальных задач: 

F(x) —> min, x £ X, 

когда требуется найти наилучшее по критерию F{x) решение х* из мно­
жества X допустимых решений. Подобные задачи можно назвать од­
ноуровневыми. В последние годы внимание исследователей привлекают 
двухуровневые модели [7, 8, 10]. Они отражают ситуации, когда лицо, 
принимающее решение, должно учитывать поведение другой стороны, 
действующей по своему критерию. Двухуровневые модели имеют сле­
дующую структуру. 

Задача второго уровня: F(x,y*) -> min, x £ X. 
X 

Задача первого уровня: G{y) —» min, у £ Y(x). 
у 

Элемент у* £ Y(x) — наилучшее решение задачи первого уровня 
при фиксированном элементе х £ X. Впервые двухуровневые модели 
принятия решений рассматривались в [9] при описании стратегий фирм, 
конкурирующих на одном рынке. В [2] подобные модели применялись 
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для анализа задач распределения ресурсов в иерархических системах, 
состоящих из «центра» и связанных с ним производственных звеньев. 

В [4] рассмотрена двухуровневая модель выбора номенклатуры из­
делий, обобщающая задачу стандартизации [1]. Производитель изделий 
максимизирует прибыль, зависящую от предпочтений потребителей про­
дукции. Они выбирают те изделия из предлагаемых производителем, ко­
торые минимизируют закупочные и эксплуатационные расходы. Анало­
гичные модели при дополнительных предположениях изучались в [3, 6]. 

В настоящей работе продолжаются исследования в этом направле­
нии и делается переход к трехуровневой модели. Первые два уровня 
по-прежнему представляют производитель изделий и их потребители. 
Третий уровень моделирует действия государственных структур, кото­
рые с помощью дотаций стремятся согласовать интересы производителя 
и потребителей, минимизируя общую сумму дотаций. Впервые подобная 
постановка предложена в [5]. 

1. Двухуровневая модель 

Сначала сформулируем двухуровневую модель выбора номенклату­
ры изделий и затем от нее перейдем к трехуровневой постановке. Пусть 
имеется производитель, способный выпускать п видов изделий, которые 
используются га потребителями. Обозначим через I = { 1 , . . . , п} мно­
жество номеров видов изделий и через J = { 1 , . . . , га} множество номеров 
потребителей. 

Производитель характеризуется следующими величинами: 
gf — затраты на производство изделий вида г £ / . Предполагается, 

что эти затраты не зависят от числа выпускаемых изделий. Поэтому 
объем производства можно считать «неограниченным». 

Qij — доход от реализации изделий вида г потребителю j £ J. 
Xi — переменные выбора производителя: х{ = 1, если изделия вида 

г выпускаются, и х{ — О в противном случае. 
х — (ж») •— вектор переменных ж,-, г £ / . Он может быть любым 

двоичным вектором длины гг, т. е. производитель вправе выпускать 
любую систему изделий или вовсе отказывается от производства при 
х = 0. 

1(х) = {г £ / | Х{ = 1} — множество номеров выпускаемых видов 
изделий в варианте выбора х. 

Потребители описываются следующими параметрами: 
Cij — закупочные и эксплуатационные затраты потребителя j при 

использовании изделий вида г. Предполагается, что каждый потреби­
тель выбирает какой-либо один вид изделий из списка /(ж), выпускае­
мых производителем. Объем спроса учтен в величинах сг;- и д^. 



42 В. Т. Дементьев, Ю. В. Шамардин 

dj — ограничение на затраты потребителя j , т. е. он может выбрать 
изделия вида г £ / (я ) , если только с,̂  ^ dj. 

Xij — переменные выбора потребителей: х^ — 1, если потребитель 
j решает использовать изделия вида г, и х^ — О в противном случае. 

J(x) — \j ^ J \ m i n cij ^ у̂ г — подмножество номеров потребите-
лей, способных приобретать предлагаемую продукцию. 

Задача первого уровня заключается в том, что потребители выби­
рают изделия из предлагаемого варианта я, минимизируя суммарные 
расходы на удовлетворение спроса: 

при ограничениях 

5>.-; = l, ^./(я), (2) 
i e / 

z0- = 0, i£l, j i J ( s ) , (3) 

a?ij < s,-, «,j € {0,1}, iel, j e J. (4) 

Обозначим через жг*;- компоненты оптимального решения этой за­
дачи, т. е. наилучший потребительский выбор. Чтобы обеспечить его 
единственность, будем предполагать, что с1;- ф ckj при любых j и i ф к. 
Тогда х]- = 1, если j £ J(x) и ctJ- = min{ckj | к 6 ^(^)}5 и ж?- = 0 
в противном случае. 

Задача второго уровня состоит в максимизации прибыли производи­
теля с учетом реакции потребителей: 

YsYs^-Ys^^-*™^ *е{0 ,1} п . (5) 

2. Трехуровневая модель 

В задаче (5) наилучшее решение может не обеспечивать весь по­
требительский спрос. Оно может быть нулевым, либо производителю 
оказывается выгоднее выпускать дорогие изделия в расчете на состоя­
тельных потребителей. Предположим, что государственные структуры 
хотели бы с помощью дотаций производителю и потребителям согласо­
вать их интересы. Вопрос о минимальной сумме дотаций и представляет 
задачу третьего уровня. 

Будем рассматривать следующие дотации: 
Уг — покрытие затрат производителя, связанных с выпуском изделий 

вида i £ I: 
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Zj — покрытие расходов потребителя j E J -
Эти величины являются переменными в задаче третьего уровня. 

Смысл потребительских дотаций Zj заключается в том, что ресурс 
dj потребителя j увеличивается до dj + Zj. Множество J(x) номеров 
потребителей, обладающих покупательной способностью, определяется 
теперь равенством 

J(x) = \ j G J | min Cij ^ dj + zA. 

В остальном задача первого уровня сохраняет вид (1)-(4). По-прежнему 
предполагается, что ctJ- ф ckj при г ф к. Поэтому оптимальное решение 
(ж?.) задачи (1)-(4) единственно. 

Дотации г/, производителю уменьшают его затраты д® до величины 
<7? — Vi- Кроме того, если выше производитель выбирал решение среди 
всех двоичных векторов, то в данной постановке его произвол ограничи­
вается заданным списком альтернатив 

А = {a i ,a 2 , . . . , a p }C {0 , l} n , 
где р ^ 2. С учетом сделанных замечаний задача второго уровня прини­
мает вид 

G(x) = ]С £ ^О* ~~ Е ^ ° ~ Й)Ж|' ~~* т
г
ах' ж G А' (6) 

Оптимальное решение этой задачи обозначим через ж* = (ж?) и на­
зовем его a-отделимыМ) если С(ж*) ^ С?(ж) + а при любом х б 4 , ж / ж * , 
и некотором a > 0. Если вектор ж* является a-отделимым, то он пред­
ставляет собой единственное оптимальное решение задачи (6). 

Перейдем к формулировке задачи третьего уровня. Положим у = 
(2/i)? z — (zj)- Вектор w — (y,z), все компоненты которого неотрица­
тельны, назовем допустимым решением в задаче третьего уровня, если 
выполняются следующие условия: 

— оптимальное решение ж* задачи второго уровня (6) является 
a-отделимым при заданном а; 

— прибыль производителя не менее заданной величины /3, т. е. 
G(s ' ) > /?; 

— потребительский спрос удовлетворяется полностью, т. е. 
J{x*) = J. 

Таким образом, предполагается, что государство стремится выпол­
нить перечисленные условия, выделяя минимум дотаций. Обозначая че­
рез W множество допустимых решений эд, приходим к задаче третьего 
уровня: 

Первые два уровня представляют задачи (1)-(4) и (6). 
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3. Декомпозиция трехуровневой задачи 

Обозначим через bkj = max \ О, min сг;- — d; \ величину минималь-

ной дотации, необходимой потребителю j для удовлетворения спроса, 
если производитель выбирает альтернативу ак Е Л, и через 6* = (Ь*у) 
вектор минимальных дотаций. Будем писать G(x,z) вместо G(x), выде­
ляя зависимость прибыли производителя от потребительских дотаций z. 

Множество W разобьем на подмножества Wk, к = 1 , . . . ,р. Мно­
жество Wk состоит из тех точек w £ W, в которых оптимальным реше­
нием задачи (6) является альтернатива а*. В силу определения допусти­
мого решения w — (у, z) множество Wk описывается неравенствами 

G(ak,z)2P, (8) 
G(ak,z)^G(ahz) + a, I ф к, (9) 
Й ^ о, % е I, zj z bkj, j e J. (io) 

Из условия a-отделимости (9) следует, что множества Wk, 1 ^ к ^ р, не 
пересекаются. 

Если (у, г) G И^, то (7(^,2) = G(ak,bk), поскольку при дотациях 
z и Ьк потребительский спрос удовлетворяется полностью и прибыль 
производителя одна и та же. При I ф к имеем G{a^z) ^ G(ahbk), так 
как уменьшение дотаций от z до Ьк ведет только к сокращению покупа­
тельной способности потребителей и уменьшению дохода производителя. 
Следовательно, неравенства (8)-(10) выполняются при z = bk. Поэтому 
(y?bk) € Wk и в любой точке w = (y,z) 6 И7*, доставляющей минимум 
функционалу H(w) на множестве Wkj должно быть z = bk. Далее можно 
ограничиться только точками w Е W^ вида w — (y,bk). 

Зафиксируем номер к и обозначим через x±jl компоненты оптималь­
ного потребительского выбора при альтернативе производителя at и до­
тациях Ьк. С учетом выражения (6) получаем 

G(ahbk) = X^X>^;<~ 1>2№-у*)ак> ./ = i , . . . ,p, (11) 

где ah- — координаты вектора щ = (a^-) 6 А. После подстановки (11) 
в (8), (9) и приведения подобных членов система неравенств (8)—(10) 
при z — bk принимает вид 

i£Sk 

iesk\s, .es,\sk 

Ю<>, * € / . (14) 
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Для сокращения записи здесь введено обозначение Si = 1(щ)у / = 1 , . . . ,р. 
Неравенства (12)—(14) не совместны (и, следовательно, Wk = 0) , 

если только при некотором / ф к имеем Sk \ Si = 0 и /5/ > 0. Если 
множество 5jb не содержится ни в одном из множеств Si при / ф к 
(а такое множество существует среди £ ь . . . , 5Я), то неравенства (12)-
(14) совместны, т. е. Wk Ф 0, и задача минимизации 

H(w) = ]С й + S bkj ~* ̂  ^ 
при ограничениях (12)—(14) имеет оптимальное решение. 

Обозначим через Y£ множество оптимальных решений в задаче 
(12)—(15) и через #£ значение минимума в этой задаче. Если Wk = 0 , 
то полагаем HI = оо. Таким образом, задача (7) сводится к решению р 
линейных задач (12)—(15). Ее оптимум равен 

Н' = тш{Щ\к = 1,...,р} 

и достигается на множестве точек 

В любом оптимальном решении у* — (уг*) задачи (12)—(15) имеем 
у? — 0 при г ^ I(ak). Поэтому в оптимальном решении задачи третьего 
уровня (7) дотируются только те виды изделий, которые входят в наи­
лучшее решение производителя. 
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