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ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ*) 

В. А. Емеличев, Д. П. Подкопаев 

Излагаются результаты исследования различных видов устойчи
вости векторных задач целочисленного линейного программирования. 
Рассматриваются задачи поиска множества Парето и поиска множест
ва лексикографических оптимумов. Указываются границы изменений 
входных параметров таких задач, сохраняющие определенные свойст
ва искомых множеств эффективных решений. Предлагаются критерии 
устойчивости и регуляризирующие операторы, переводящие возможно 
неустойчивую векторную задачу в серию устойчивых эквивалентных 
ей задач. 

Введение 

Понимание проблемы устойчивости как одной из наиболее актуаль
ных восходит к Ж . Адамару [83]. Необходимость исследования устой
чивости оптимизационных задач обусловлена такими факторами, как 
неточность исходных данных, неадекватность математических моделей 
реальным процессам, погрешность численных методов, ошибки округле
ния и т. д. В этих условиях важно выделять такие классы задач, в кото
рых малым изменениям входных параметров соответствуют малые из
менения выходных результатов. Задачи, обладающие этим свойством, 
принято называть устойчивыми. Ни одна оптимизационная задача, воз
никающая на практике, не может быть корректно поставлена и решена 
без проведения анализа чувствительности решений к изменениям вход
ных параметров, т . е. без использования результатов теории устойчи
вости. 

В настоящей работе дается обзор последних результатов по иссле
дованию количественных характеристик устойчивости векторной (мно
гокритериальной) задачи целочисленного линейного программирования 
(ЦЛП). 

*) Исследование выполнено в рамках государственной программы фундамен
тальных исследований Республики Беларусь «Алгоритм». 
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Под векторной оптимизационной задачей обычно понимают задачу 
нахождения некоторого множества эффективных решений, т. е. выбор 
из множества допустимых решений тех альтернатив, которые удовлет
воряют заданному принципу оптимальности. В случае, когда частные 
критерии задачи равноважны, в качестве такого принципа чаще всего 
рассматривают оптимальность по Парето [21, 23, 67, 71, 75, 84]. Если все 
частные критерии упорядочены по важности таким образом, что каж
дый из них важнее всех последующих, то используют принцип лексико
графической оптимальности [53, 62, 63, 66, 70, 74, 77, 89]. Под исследо
ванием устойчивости векторной задачи оптимизации обычно понимают 
изучение поведения множества эффективных решений при возмущениях 
параметров задачи. Наиболее разработанной и освещенной в литера
туре является техника проведения исследований устойчивости оптими
зационных задач (как однокритериальных, так и многокритериальных) 
с непрерывным множеством допустимых решений (см., например, [3, 5, 
6, 22, 23, 62, 64, 72, 73, 88]). 

В последние десятилетия многие специалисты проявляют интерес 
к проблеме устойчивости задач дискретной оптимизации (см. моногра
фию [71], а также обзоры [55, 86, 87]). Один из подходов к исследованию 
устойчивости задач дискретной оптимизации связан с получением ко
личественных оценок допустимых изменений параметров задачи. Такие 
оценки называются радиусами устойчивости. Понятие радиуса устой
чивости было впервые введено и исследовано в [58, 59] для линейной 
скалярной (однокритериальной) траекторной задачи, т. е. задачи на 
системе подмножеств конечного множества с линейным критерием (вида 
MINSUM). Анализируя устойчивость таких задач в работах [2, 12-20, 
58-61], основное внимание авторы уделяют формулам и алгоритмам на
хождения радиуса устойчивости. Ряд результатов, обобщающих эти 
исследования на случай векторного критерия, получен в [1, 4, 7-11, 24, 
30, 31, 34-36, 38-45, 47, 54, 68, 69, 76, 78, 80-82]. 

Кратко изложим содержание настоящего обзора, состоящего из трех 
разделов. 

В первом разделе рассматривается векторная задача ЦЛП поиска 
множества Парето, в которой параметры векторного критерия подвер
гаются независимым возмущениям. Указаны формулы, а в некоторых 
случаях достижимые оценки радиусов различных видов устойчивости. 

Во втором разделе исследуется устойчивость векторных целочислен
ных линейных задач лексикографической и последовательной оптимиза
ции. Указаны нижняя и верхняя достижимые оценки радиуса устойчи
вости и формула радиуса квазиустойчивости задачи лексикографичес
кой оптимизации. Для векторной задачи последовательной оптимиза
ции приводится критерий устойчивости, нижняя и верхняя достижимые 
оценки радиуса устойчивости. 
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Существование неустойчивых (некорректно поставленных по Ада-
мару) векторных задач дискретной оптимизации естественно приводит 
к необходимости создания регуляризирующего оператора. Первый ре
зультат в этом направлении был получен в работе [57] (см. также моно
графию [71]), в которой на основе аппарата выпуклых конусов предло
жены регуляризации как по векторному критерию, так и по ограниче
ниям векторной задачи ЦЛП. 

В третьем разделе обобщается результат работы [57] в том смысле, 
что указанный здесь регуляризирующий оператор переводит возможно 
неустойчивую исходную задачу ЦЛП в серию не только устойчивых, 
но одновременно и эквивалентных задач, т. е. задач с первоначальным 
множеством Парето. Аналогичный подход осуществлен и для регуляри
зации векторной целочисленной задачи последовательной оптимизации. 
Предложен также прием ^-регуляризации задач, позволяющий заменить 
неустойчивую задачу возмущенной ^-устойчивой задачей. 

1. Устойчивость задачи поиска множества Парето 

1.1. Постановка задачи 

Рассмотрим векторную задачу ЦЛП в следующей постановке. 
Пусть п — число переменных (размерность задачи), к — число кри

териев, С = (с^) — матрица размера кхпс элементами из R, X С Zn — 
множество допустимых решений, причем 1 < \Х\ < оо. 

На множестве целочисленных векторов X зададим линейный вектор
ный критерий Сх, компоненты которого (частные критерии), не огра
ничивая общности, будем считать минимизируемыми: 

С{Х -» min, где i € Nk := {1 ,2 , . . . , к}. 
х£Х 

Здесь и далее нижний индекс у матрицы указывает на номер соответ
ствующей строки; х = (x i , . . . , х п ) т . 

Под векторной задачей ЦЛП будем понимать задачу нахождения 
множества Парето, т. е. множества эффективных (оптимальных по Па
рето) решений [21, 23, 67, 71, 75, 84] 

Рк(С) = {хеХ\*(х,С) = 0}, 

где 
тг(а;, С) = {х' е X | Сх :> Сх' жСхф Сх'}. 

Такую задачу будем обозначать через Zp(C). 
Введем также множество Слейтера [21, 23, 67, 71, 75, 84], т. е. мно

жество слабо эффективных решений 

Slk(C) = {xeX\a(XjC) = 0}, 
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и множество Смейла [85], т. е. множество строго эффективных решений 

Smk(C) = {х е X | ф,С) = 0 } , 

где 

а(х,С) = {х* еХ \Сх > СУ}, 
ф , С) = {х' е X \ {х} | Сх ^ Сх'}. 

При любой матрице С 6 R*xn очевидны включения 

Sm\C) С Р\С) С Sl\C). (1) 

Ясно, что в частном случае, когда к — 1, рассматриваемая задача пре
вращается в обычную скалярную задачу ЦЛП Zp(C), С € R n , на 
ограниченном множестве, а множества Парето и Слейтера совпадают 
{Рг(С) — Sll(C)) и превращаются в множество оптимальных решений. 

Для всякого натурального числа q в ^-мерном действительном прост
ранстве R? зададим норму /QQ, т. е. 

|| z ||= тах{|гг-| | г G iVg}, 

и в пространстве, сопряженном с R9, зададим норму /1? т. е. 

n*ir=I>i-
Под нормой матрицы Б = (6г;) размерности к х п с элементами из 

R будем понимать норму вектора (Ь11? 6 1 2 , . . . , Ькп). 
Пусть В Е R*xn . Задачу Zp(C + B), полученную из исходной задачи 

Zp(C) путем сложения матриц С и Б , будем называть возмущенной, 
а матрицу В — возмущающей. 

При любом числе е > 0 определим множество возмущающих матриц 

Ще) = {ВеКкхп\ \\В\\<е}. 

1.2. Устойчивость и квазиустойчивость 

Наиболее распространенным определением устойчивости задачи 
ЦЛП (см., например, [55, 71]) является следующее 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Векторная задача ЦЛП Zp(C), к ^ 1, называ
ется устойчивой (к возмущениям элементов матрицы С), если сущест
вует такое число е > 0, что для любой 5 6 «^(г) 

Р*(С + 5 ) С Р * ( С ) . 
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Очевидно, что свойство устойчивости задачи является дискретным 
аналогом свойства полунепрерывности сверху (по Хаусдорфу) в точке 
С £ RA:xn оптимального отображения 

pk . Rkxn _^ 2х^ (2) 

т. е. точечно-множественного (многозначного) отображения, которое 
каждому набору параметров задачи (каждой матрице С) ставит в соот
ветствие множество Парето (см., например, [5, б, 55, 71]). 

Хорошо известен следующий критерий устойчивости. 

Теорема 1.1 [56, 71]. Векторная задача ЦЛП Zp(C), k ^ 2, устой
чива тогда и только тогда, когда 

Pk(C) = Slk(C). 

Заметим, что любая скалярная задача ЦЛП устойчива [27]. 
Следующее определение восходит к [58, 59]. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2. Радиусом устойчивости векторной задачи ЦЛП 

Zp(C), k ^ 1, называется число 

к(Г\ - / ырПг(С), если fti(C) ф 0; 
Pi\L>) — < 

[О в противном случае, 

где fix(C) - {е > О | V£ € 38{е) {Р\С + В) С Рк(С))}. 
Другими словами, радиус устойчивости задачи — это предельный 

уровень возмущений элементов матрицы С, которые не приводят к по
явлению новых эффективных решений. 

Очевидно, что при выполнении равенства Рк(С) = X задача Zp(C) 
всегда устойчива и ее радиус устойчивости равен бесконечности. По
этому в дальнейшем этот случай будем исключать из рассмотрения, 
а задачу Z|>(C), когда множество Р (С) = X \ Рк(С) не пусто, будем 
называть нетривиальной. 

Введем обозначение 

к//-<\ • • ^i(X ~ Х ) 
С91(С)= mm max mm тг~^ rr-

XZP\C) *'етг(*,С) it** || Ж - Ж 7 ||* 

Теорема 1.2 [46]. Для радиуса устойчивости нетривиальной век
торной задачи ЦЛП Zp(C), k ^ 1, справедливы неравенства 

rf(CH/>J(C)^l|C|l. 
причем 
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если Zp(C) является задачей с булевыми переменными (X С {0,1}п); 

р*(С)= min min ^X~fJ, (3) 

есля x° — единственное эффективное решение задачи. 
Заметим, что формулы для радиуса устойчивости однокритериаль

нои линейной траекторной задачи (формула (4) из [59]) и радиуса устой
чивости единственного решения однокритериальнои линейной задачи на 
конечном множестве точек в Rn (формула (46) из [59]) являются част
ными случаями теоремы 1.2. 

Рассмотрим теперь вариант определения устойчивости, который яв
ляется дискретным аналогом полунепрерывности снизу (по Хаусдорфу) 
в точке С оптимального отображения (2). Для нашей задачи полуне
прерывность снизу означает, что существует окрестность матрицы С, 
в которой множество Парето может лишь расшириться. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.3. Векторная задача ЦЛП Zk
P(C), k ^ 1, называ

ется квазиустойчивой, если существует такое число е > О, что для лю
бой матрицы В G 3§{Е) 

Р\С) СРк(С + В). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.4. Радиусом квазиустойчивости задачи Zp(C), 
k ^ 1, называется число 

j. [ sup02(C), если П2(С) ф 0; 
рЦС) = , 

О в противном случае, 
где fi2(C) = {е > 0 | MB e Ще) (Рк(С) С Рк(С + В))}. 

Тем самым радиус квазиустойчивости задает предельный уровень 
возмущений, сохраняющих все эффективные решения исходной задачи. 

Пусть 
к/ гч\ • • К^ЛХ — X ) 

ipJC)— mm mm max —. 
гк } х'ерь(с) xex\{x*} i£Nk || a: — or7 ||* 

Теорема 1.3 [46]. Радиус квазиустойчивости pk(C) векторной за
дачи ЦЛП Zh

P(C), k^l, равен (р*{С). 
Формула радиуса квазиустойчивости векторной задачи ЦЛП, ука

занная в теореме 1.3, легко превращается в известную формулу радиуса 
квазиустойчивости векторной траекторной задачи с линейными крите
риями [35, 36]. 

Из теоремы 1.3 также вытекает следующий результат. 
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Следствие 1.1. Необходимым и достаточным условием квази
устойчивости векторной задачи ЦЛП Zp(C), k ^ 1, является равенство 

Рк{С) = Smk(C). 

Заметим, что ранее это утверждение было доказано в [56] для случая, 
когда к ^ 2. 

Легко показать, что для однокритериальной задачи ЦЛП совпадение 
множеств Парето и Слейтера эквивалентно единственности оптималь
ного решения. Поэтому частным случаем следствия 1.1 является 

Следствие 1.2. Однокритериальная (скалярная) задача ЦЛП 
Zp(C) (С G R n ) квазиустойчива тогда и только тогда, когда она имеет 
единственное оптимальное решение. 

Отсюда, в свою очередь, следует известный аналогичный результат 
для линейной однокритериальной траекторной задачи [59]. 

1.3. Сильная устойчивость и сильная квазиустойчивость 

Исходя из определения 1.2 под радиусом устойчивости задачи Zp(C) 
понимается предел таких независимых возмущений параметров вектор
ного критерия, когда не возникает новых эффективных решений. 
Ослабляя требование непоявления новых оптимумов Парето, приходим 
к понятию радиуса сильной устойчивости, которое впервые было введено 
в [59] для однокритериальных задач. Этот тип устойчивости трактуется 
как наличие таких возмущений упомянутых параметров, при которых 
хотя и возможно появление новых оптимумов Парето, но для каждого 
«малого» возмущения параметров должно существовать хотя бы одно 
эффективное решение (не обязательно одно и то же), сохраняющее опти
мальность по Парето. 

По аналогии с [59] задачу Zp(C) будем называть сильно устойчивой, 
если существует такое число е > 0, что при любой матрице В £ @&{г) 

Рк(С + В)пРк(С)ф0. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.5. Радиусом сильной устойчивости векторной за
дачи ЦЛП Zp(C), k ^ 1, называется число 

к _ ( supft3(C), если Л3(С) Ф 0; 
1 0 в противном случае, 

где 
П3(С) - {е > 0 | V5 е &{е) (Рк(С + В)Г\ Рк(С) ф 0 )} . 

Ясно, что радиус сильной устойчивости тривиальной задачи Zp(C) 
(Рк(С) = Х\Рк(С) = 0) бесконечен. 
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Очевидно, что радиусы устойчивости (см. определение 1.2) и силь
ной устойчивости при любой матрице С € TLkxn связаны соотношением 

Р\(С) ^ р\{С). 

Введем обозначения 

k / s4\ • Ui{X — X ) 
u>a(G)= max mm max — -£, 

*'€P"(C) xep*(c) *e** \\х-х'\Г 
ik/s^i\ • G{(iC X ) 

w~(G) = mm max max-; —^. 
XZP\C) *fePk(c) ieNk \\x-x' || 

Теорема 1.4 [79]. Радиус сильной устойчивости р\(Х, С) нетриви
альной векторной задачи ЦЛП Zp(C)j k ^ 1, удовлетворяет неравенству 

Рз(С) 2 ч>к
3(С) > О, 

прячем 
V&C) £ ^ ( С ) ^ ^ ( С ) > О, 

если Zp(C) — задача с булевыми переменными (X С {0,1}п). 

Следствие 1.3 [79]. Яря А? ^ 1 всякая задача Zp(C) сильно устой
чива. 

Из теорем 1.2, 1.4 и очевидного неравенства р\(С) ^ Рз(С) легко 
получить 

Следствие 1.4 [59]. Для всякой однокритериальной булевой задачи 
Zp(C) справедливо равенство 

р\{С) = р\{С). 

Под радиусом квазиустойчивости векторной задачи Zp(C) понимаем 
(см. определение 1.4) предел таких независимых возмущений параметров 
векторного критерия, когда не исчезает ни одно эффективное решение 
исходной задачи. Ослабляя требование сохранения всего множества Па-
рето, приходим к понятию радиуса сильной квазиустойчивости задачи 
Zp(C). Этот тип устойчивости (ср. с [59]) трактуется как наличие та
ких возмущений параметров, при которых хотя и возможно исчезновение 
прежних эффективных решений, но должно существовать хотя бы одно 
эффективное решение исходной задачи, сохраняющее оптимальность по 
Парето при любом «малом» возмущении параметров, т. е. необходимо 
существование хотя бы одного устойчивого оптимума Парето. 

file:////x-x'
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.6. Радиусом сильной квазиустойчивости задачи 
Zp{C), k ^ 1, называется число 

л j sup(l4(C), если Q4(C) ^ 0; 
^ О в противном случае, 

где 

Л4(С) = {£ > 0 | 3 ж G Рк(С) MB е Ще) (х е Р\С + В))}, 

Введем обозначение 

к //~г\ • L > i \ X — X ) 

иэЛС)— max mm max- ^ . 
* 4 J x'£Pk(C) x£X\{x'} i£Nk \\ X - X' || 

Теорема 1.5 [79]. Радиус сильной квазиустойчивости р\(С) век
торной задачи ЦЛП Zp(C), к ^ 1, равен ф\{С). 

Поскольку в терминологии работы [54] величина р\(С) является ра
диусом ядра устойчивости задачи, из теоремы 1.5 вытекает известная 
(см. [54]) формула вычисления такого радиуса для векторной траектор-
ной задачи с линейными критериями. 

Задачу Zp(C) назовем сильно квазиустойчивой, если р\(С) > 0. 
Из теоремы 1.5 вытекает 

Следствие 1.5 [79]. Для того чтобы задача Zp(C), k ^ 1, была 
сильно квазиустойчивой, необходимо и достаточно, чтобы множество 
Смейла Smk(C) было не пусто. 

Отсюда, в частности, получаем 

Следствие 1.6 [59]. Однокритериальная линейная траекторная за
дача сильно квазиустойчива тогда и только тогда, когда она имеет един
ственное оптимальное решение. 

Кроме того, из теорем 1.4 и 1.5 вытекает 

Следствие 1.7. 
р\(С) ^ р\{С), т. е. всякая сильно квазиустойчивая задача Zp(C) 

сильно устойчива. 
В заключение данного раздела заметим, что из определений радиу

сов рассмотренных типов устойчивости вытекает 

Следствие 1.8 [59]. Для каждой однокритериальной булевой за
дачи Zp(C) с единственным оптимальным решением справедливы соот
ношения 

р\(с) = Р\{с) = рцо = Р\(С) > о. 
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2. Устойчивость задачи 
лексикографической оптимизации 

2.1. Устойчивость и квазиустойчивость 

Как и прежде, будем исходить из векторной постановки задачи ЦЛП: 

Сх —> min 
хЕХ 

при условии, что 

X С Zn , \Х\ <оо и С = (с^) есть матрица размера k x п. 

Под ^-критериальной целочисленной задачей лексикографической 
оптимизации Zk

L{C) будем понимать задачу нахождения лексикографи
ческого множества Lk(C), которое определяется следующим традицион
ным образом (см. [7, 9, 10, 24-28, 32, 33, 37, 48-52, 65, 76, 78]). 

Пусть Sk — множество всех к\ перестановок чисел 1,2,... ,&. Для 
каждой перестановки s = (5 1 ? 5 2 , . . . ,5*) € 5* в критериальном про
странстве Лк введем бинарное отношение лексикографического порядка 
«-<я»: для у = (уиУ2,..",Ук) и у7 = (у(,з/2> • • ->Ук) € R * положим у -<а у\ 
если выполняется одно из двух условий: 

1)2/ = У'] 
2) 3j eNkVqe N^x(yg. < у'ч к ySq = y[q). 
Здесь iV;_i = { l , 2 , . . . , j - 1} и No = 0 (при j = 1). 
Для каждой перестановки s £ Sk введем множество Lk(C,s) наи

меньших элементов: 

Lk(C,s) = {х е X | Уж' £ X (Сх <s Сх')}. 

Тогда лексикографическое множество Lk(C) задачи Z^(C) опреде
ляется равенством 

L\C)= U L\C,s), 
s£Sk 

а элементы этого множества называются лексикографическими опти-
мумами. Очевидно, что всякий такой оптимум является оптимумом Па-
рето. 

Ясно, что при к = 1 это обычная задача целочисленного программи
рования с линейным критерием (вида MINSUM) на конечном множестве 
допустимых решений из Zn . Тем самым множество Ll(C) = Pl(C), где 
С Е R n , является множеством оптимальных решений скалярной задачи 
ЦЛП. 

Радиусы устойчивости и квазиустойчивости задачи Z£(C), к ^ 1, 
заданные аналогично определениям 1.2 и 1.4, будем обозначать соответ
ственно через рк(С) и р\(С). Как и прежде, будем рассматривать лишь 
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так называемые нетривиальные задачи, т. е. задачи, когда множество 
Lk(C) = X\Lk(С) непусто. 

Введем обозначение 

Л,п -.:_ ~:~ „ - „ С,-(Х-Х') (pJC) = min min max 
*6l\c) ' ' ^ г ' ^ \ М || s - ж ' ||* 

Очевидно, что <pk(C) ̂  0. 

Теорема 2.1 [27]. Радиус устойчивости (р*{С) нетривиальной цело
численной задачи лексикографической оптимизации Z-[(C), k ^ 1, 
удовлетворяет соотношениям 

^(С) < pJ(C) <|| С ||, (4) 

ярячем 
р\{С) = у>*(С), (5) 

если Z^(C) — задача с булевыми переменными, т. е. X — множество 
вЕп = {0,1}п; 

р\[С) = min min C'{X~f^ (6) 

есля множество Lk(C) содержит единственный лексикографический оп
тимум х°. 

В [27] приведены примеры, свидетельствующие о достижимости оце
нок из (4). 

Очевидно, что формулы для радиусов устойчивости однокритери
альнои линейной траекторной задачи (формула (4) из [59]) и устойчи
вости единственного решения однокритериальнои линейной задачи на 
конечном множестве точек в Rn (формула (46) из [59]) являются част
ными случаями теоремы 2.1. 

Введем множество слабых лексикографических оптимумов задачи 

Sk
x{C) = {х е X | Зг = i{x) е Nk Vz' е X \ {х} (С{х <: dx')}. 

Очевидно, что Lk{C) С Sk(C). 
Из теоремы 2.1 вытекает критерий устойчивости векторной линей

ной траекторной задачи лексикографической оптимизации. 

Следствие 2.1 [27]. Нетривиальная целочисленная задача лекси
кографической оптимизации Z^(C)^ m ^ 2, с булевыми переменными 
( I С Е") устойчива тогда и только тогда, когда 

Lk(C) = Sk(C). 
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Теорема 2.2 [27]. При любом k ^ 1 радиус квазиустойчивости 
р\(С) целочисленной задачи лексикографической оптимизации Z\{C) за
дается формулой 

Р д ( 6 ) = mm max mm т-^ —-. (7) 
b V x'EL*(C) i£Nk zeX\{x>} \\ X - x' \\* 

Легко видеть, что при переходе к задаче булева программирования 
формула (7) превращается в известную ранее формулу радиуса ква
зиустойчивости траекторной задачи лексикографической оптимизации 
с линейными частными критериями (см. теорему 2 [24]). 

Введем множество 5*(С) строгих лексикографических оптимумов: 

5*(С) = {х G X | Зг = i(x) e Nk Vx' G X \ {х} (С{х < С{х')}. 

Очевидно, что Sk
2(C) С £*(С). 

Из теоремы 2.2 вытекает 

Следствие 2.2. При любом k ^ 1 необходимым и достаточным 
условием квазиустойчивости целочисленной задачи лексикографической 
оптимизации Z^(C) является равенство 

Sk
2(C) = L\C). 

Отсюда следует, что в случае, когда задача Z^(C) квазиустойчива, 
справедливо неравенство | i*(C) | ^ к. 

Из следствия 2.2, в частности, вновь (см. следствие 1.2) вытекает, 
что однокритериалъная задача Z\(C) (С — вектор) квазиустойчива 
тогда и только тогда, когда она имеет единственное оптимальное 
решение. 

2.2. Устойчивость задачи последовательной оптимизации 

Теперь рассмотрим задачу Z^(C), k ^ 1, нахождения множества 
лексикографических оптимумов 

se\c) = {хех\Сх <а СУ, х' е х}, 
где а — тождественная подстановка. 

Очевидно (см., например, [53, 70]), что множество лексикографи
ческих оптимумов J2?*(C), ЯВЛЯЯСЬ подмножеством множества Парето, 
может быть определено как результат решения последовательности ска
лярных задач 

J2?(C) - arg min {Qx \ x € - ^ ( C ) } , i G Nk9 

где Sf£(C) = X. Таким образом, Sf*(C) = Sf£(C). Поэтому задачу 
Z#(C) нахождения множества лексикографических оптимумов JS?*(C) 
называют задачей последовательной оптимизации. 
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Ясно, что в случае, когда к = 1, эта задача превращается в обычную 
(скалярную) задачу ЦЛП на ограниченном множестве. 

Радиус устойчивости и радиус квазиустойчивости задачи Z%{C) 
будем обозначать соответственно через рк{С) и р|('С). 

Теорема 2.3 [50]. Пусть 

a = min{C1(x -x')\xe ~^\c), x' G -^*(С)}, (8) 

/3 - тах{ | | х - х' ||*| ж G 3F*(C), ж' G -S?*(C)}. (9) 

Тогда при любом к ^ 1 радиус устойчивости рк(С) нетривиальной за
дачи последовательной оптимизации Z%{C) удовлетворяет соотношению 

j *; Р*(С) <|| С || . 

Теорема 2.4 [50]. Яри любом к ^ 1 необходимым и достаточным 
условием устойчивости задачи последовательной оптимизации Z%(C) 
является равенство J?k(C) = Jf*(C). 

3. Регуляризация 

3.1. Регуляризация задачи поиска множества Парето 

Вновь вернемся к векторной задаче ЦЛП Zp(C) поиска множества 
Парето Рк(С), сформулированной в п. 1.1. Как уже отмечалось во вве
дении, существование неустойчивых задач Zp(C) требует создания ре-
гуляризирующего оператора, переводящего возможно неустойчивую за
дачу в устойчивую. 

Будем предполагать, что число частных критериев к ^ 2, поскольку 
всякая скалярная задача ЦЛП Zp(C) устойчива и поэтому не требует 
регуляризации. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.1. Пусть А € R*x n . Отображение ip : R*xn -> 
RfcXfl, которое определяется по правилу 

V C e R * x n (<р(С) = С + А), 

называется А-оператором. 
Тем самым А-оператор всякую задачу Zp(C) переводит в задачу 

Zk
P(C + A). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.2. Говорят, что А-оператор стабилизирует век
торную задачу ЦЛП Z£(C), если существует такое число е > 0, что 

ЧС'еЩе) (Рк(С + А + С')СРк(С)). (10) 
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Пусть матрица М — (/х.у) G R>x*, вектор t G R* , где 

R> = {и G R | и > 0}. 

Тогда матрице С G R*xn поставим в соответствие матрицу 

A(C,M,t) = (A1,A2,...,Ak)T 

со строками 
к 

Ai = ti^2fiiqCqi ieNk. 
9 = 1 

Теорема 3.1 [51]. Пусть С G R*xn , где к > 2 я п ^ 1. Ля;? лю
бой матрицы М G R>x* и всякого вектора t G R* А(С, М, t)-oneparop 
стабилизирует векторную задачу ЦЛП Zp(C), причем 

Slk(C + A(C,M,t)) С Pk(Q. 

Из этой теоремы, в частности, вытекает следующий ранее известный 
результат. 

Следствие 3.1 [57] (см. также [71]). Яусгь С G R*x n , где к ^ 2, 
тг ^ 1 я строки матрицы A G RA x n задаются в виде 

к 
А{ = г \ AgCg яря любом г G JVjb, 

9 = 1 

где г > 0, S ^9 — 1? Ад > 0, д G Л7*. Тогда А-оператор стабилизирует 
9 = 1 

векторную задачу ЦЛП Zp(C) и любое слабо эффективное решение воз
мущенной задачи Zp(C + А) является эффективным решением исходной 
задачи Zp(C). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.3. Пусть C,D G R*xn . Задачи Zh
P(C) и Zj,(D) 

с одним и тем же множеством допустимых решений X называются 
эквивалентными, если Pk(C) — Pk(D). В этом случае будем писать 
Z\{C) ~ Z*(0) . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.4. Пусть A G R*xn. Говорят, что А-оператор регу-
ляризирует задачу Zp(C), если Zp(C) ~ Zp(C + А) и задача Zp(C + A) 
устойчива. 

Ясно, ЧТО всякий А-оператор, который регуляризирует задачу Zp(C), 
одновременно ее стабилизирует. 

Теорема 3.2 [51]. Пусть С G Rfcxn, где к ^ 2, n ^ 1. Тогда 
для всякой матрицы М G R>x* существует такой вектор t° G R>, что 
А(С, М,£°)-оператор регуляризирует векторную задачу ЦЛП Zp(C). 
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Отметим, что доказательство теоремы является конструктивным, 
поскольку в нем указана верхняя граница для положительных компонент 
вектора t°. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.5 [51]. Пусть е > О и А,С е Ккхп. Говорят, 
что А-оператор е-стабилизирует задачу Zp(C), если выполняется фор
мула (10). 

Теорема 3.3 [51]. Пусть С € Rfcxn, где к ^ 2, п ^ 1. Тогда для 
любого числа е > 0 и всякой матрицы М £ R>x* существует такой 
вектор t° G R>, что А(С, М, 1°)-оператор е-стабилизирует векторную 
задачу ЦЛП Z£(C), причем 

Slk(C + A(CM,t°))CPk(C). 

Заметим, что в работе [57] е-стабилизация задачи Zp(C) достигается 
лишь при достаточно малом е > 0. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.6. Пусть е > 0. Задача Zp(C) называется e-ycmou-
чивой, если при любой матрице В 6 33(e) 

Pk(C + B)CPk(C). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.7. Пусть е > 0. Говорят, что А-оператор е-регуля
ризирует задачу Zk

p(C), если он регуляризирует ее и задача Zk
p(C + A) 

г-устойчива. 

Теорема 3.4 [51]. Лусгь С € R*xn , где к ^ 2, п > 1 и |{Сх | ж G 
Х } | > 1. Тогда для любой матрицы М = (/x,j) £ R>xA:, всякого числа £, 
удовлетворяющего неравенствам 

m i n / C i O -х') ]Г V>iqCq{x -x')> 0 : х,х' £ X, i £ Nk) 
п ^ 9 = 1 ^ 

jfe || М УН С || тах{(| | ж - х' ||*)2 | ж,ж' е X} 

и любого вектора t £ R™ такого, что 
£тах{ | | х — х' ||*| ж,х' £ X} 

*.- ^ j 1L-L-J , % £ Nk, 
{ Е HiqCq(x -x')>0 : x,x' eX, i £ Nk) mm 

Л(С,М,<)-оператор е-регуляризирует векторную задачу ЦЛП Zp. 

3.2. Регуляризация задачи последовательной оптимизации 

Рассматриваются регуляризирующий и е-регуляризирующий опера
торы для векторной задачи последовательной оптимизации Z%(C), сфор
мулированной в п. 2.2. 
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Поскольку всякая нетривиальная задача Z%(C) устойчива, будем 
предполагать, что задача Z^{C) нетривиальна. 

Введем обозначения: 

Amin = min{С,-(ж - х') > 0 | ж, х' е X, г е Nk], 
Amax = тах{Сг-(х - х1) | ж, х' £ X, г G Nk}, 

д ^ m i n 

Легко видеть, что для всякой нетривиальной задачи последовательной 
оптимизации Z%(C) числа Amin и А т а х положительны. 

Пусть 0 < <5 ^ Д, t > 0. Каждой матрице С G R b n со строками 
С{, г G iVjt, поставим в соответствие матрицу A(C,6,t) Е R**n со стро
ками 

к 
Ах - ty^2ei~1Ci, А{ - О, если г = 2 , 3 , . . . , к, 

i = l 

где 0 = (0 ,0 , . . . , 0 ) G R n . 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.8. Задачи Z%{C) и Zj,(C"), где С, С е R*xn , с од

ним и тем же множеством допустимых решений X называются экви
валентными (что обозначается через Z#(C) ~ Z#(Cf)), если J2?*(C) = 
-2*(С"). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.9. Пусть А е R*xn . Говорят, что А-оператор регу
ляризирует задачу Z^(C)^ если Z^(C) ~ Z^(C + A) и задача Z^(C + A) 
устойчива. 

Теорема 3.5 [50]. ЕсляО < 6 ^ Д, то A(C,6,t)-onepaTop при любом 
t > 0 регуляризирует нетривиальную задачу последовательной оптими
зации Zjf(C). 

Заметим, что утверждение теоремы 3.5 останется справедливым, 
если в качестве строк Л2, Л 3 , . . . , А* матрицы А (С, 5, J) брать произволь
ные векторы из Rn . 

Теоремы 2.4 и 3.5 позволяют сводить векторную задачу последова
тельной оптимизации к скалярной задаче. А именно, справедливо 

Следствие 3.2 [50]. Если выполняются условия теоремы 3.5, то 
к 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.10. Пусть е > 0. Задача Z%{C) называется е-ус-
moUHueou, если при любой матрице С Е 3S{e) 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.11. Пусть £ > 0 и А е Ккхп. Говорят, что А-опера-
тор е-регуляризирует задачу Z&(С), если он регуляризирует ее и задача 
Z^(C + А) является ^-устойчивой. 

Теорема 3.6 [50]. Если 0 < S ^ А, то при любом числе е > 0 
и любом числе t, удовлетворяющем неравенству 

sup{|q(s - х')\ 1 с е gg(e\ ж,х1 е х} 
к ' 

min { J2 8{~1С{{х -х')\х£ &\с), X1 е Jfk(C)\ 
^ t=i J 

A(C,S,t)-оператор е-регуляризирует нетривиальную задачу последова
тельной оптимизации Z#(C). 
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