
ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИИ 
Январь—июнь 2001. Серия 2. Том 8, № 1, 70-87 

УДК 519.854.2 
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СВЯЗЫВАЮЩЕЙ СЕТИ 

А. В, Панюков 

Предложен способ иерархической декомпозиции задачи размеще­
ния прямоугольных объектов с минимальной стоимостью связываю­
щей их сети на задачу оптимального упорядочения (верхний уровень) 
и двух задач построения оптимального потока (нижний уровень). По­
лучены следующие результаты: 1) найдены необходимые и достаточ­
ные условия локального экстремума и предложен алгоритм построения 
локально-оптимальных решений; 2) для задач большой размерности 
предложен алгоритм решения, основанный на случайном поиске, эври­
стике и рассмотренном методе декомпозиции; 3) для поиска глобаль­
ного экстремума предложен алгоритм по схеме метода ветвей и границ. 

Введение 

Задача размещения прямоугольных объектов является математичес­
кой моделью многих задач управления и проектирования. Формальная 
постановка задачи заключается в нахождении для заданного множества 
J объектов и симметричных неотрицательных функций c,r,d : J 2 —> 
Z + 2 , такого отображения (способа размещения) ф — (^1,^2) : J -* Z 2 , 
при котором достигает минимума функционал обобщенной стоимости 
связывающей сети 

2 

ПФ) = Е Е *{*, *}№(0 - &(*)l - min, (1) 

а множество Ф допустимых размещений определяется следующей систе­
мой ограничений: 

а) соблюдение технологических разрывов между границами разме­
щаемых объектов 

(VI, к € J)\ max {\ф{(1) - ф{{к)\ - п{1,к}} > о ] ; (2) 
Li£ {1,2} J 
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б) ограниченность максимально допустимых расстояний вдоль каж­
дой координатной оси 

(V/,* 6 J, Vt 6 {1,2})[№(0 - ^ ( * ) | ^ Ъ{1,к}]. (3) 

Во многих практических задачах, в частности в задачах управле­
ния и планирования, добавляется требование частичной упорядоченнос­
ти вдоль координатных осей в соответствии с заданными отношениями 
частичного порядка R[ и R\ на множестве J 

(V(/,*) e Ri, V* е {1,2})[^-(0 *> &(*)]. (4) 

Как будет видно из дальнейшего, данное ограничение не вносит принци­
пиальных трудностей. Для большей лаконичности изложения оно опус­
кается и упоминается лишь в комментариях к полученным результатам. 

В основе большей части известных эвристических, стохастических 
и интерактивных алгоритмов размещения прямоугольных объектов ле­
жит метод последовательно-одиночного размещения [15, 19], заключаю­
щийся в последовательном определении позиций размещаемых элемен­
тов при условии, что уже размещенные элементы считаются неподвиж­
ными. В случае размещения разногабаритных объектов наиболее из­
вестен метод последовательно-одиночного размещения, использующий 
понятие годографа вектор-функции плотного размещения [19, 20]. 

Основным недостатком метода последовательно-одиночного разме­
щения является недостаточное качество построенных с его помощью ре­
шений, в частности из-за неудачного выбора последовательности разме­
щения объектов и из-за жесткой фиксации ранее размещенных объек­
тов. Первая из указанных причин устраняется методом последователь­
но-одиночного размещения в совокупности с методами оптимизации на 
перестановках, определяющих последовательность размещения объектов 
[19, 20]. Данный подход, как сообщается в [20], позволяет строить до­
статочно хорошие решения, однако остается невозможность гарантиро­
ванного построения локального экстремума задачи. 

Точные алгоритмы решения задачи размещения прямоугольных объ­
ектов используют формализацию данной задачи в виде задачи целочис­
ленного линейного программирования [2, 3]. В работе [2] сообщается 
о том, что осуществлена программная реализация решения этой задачи 
методом ветвей и границ и методом расчленения Бендерса [21]. Комби­
наторный алгоритм [2] использует лексикографическое упорядочивание 
объектов для организации ветвлений и практически не адаптируется 
к условиям задачи с целью сокращения перебора. 

В работе [3] для решения задачи используется полностью целочис­
ленный прямой алгоритм [22] с модифицированным правилом отсечений. 
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Применение такого алгоритма [3] затруднительно ввиду необходимости 
решения значительного числа задач линейного программирования об­
щего вида, имеющих большую размерность. Общим недостатком ал­
горитмов, описанных в [2, 3], является большая размерность вектора 
двоичных переменных, причем отдельному размещению могут соответ­
ствовать 0(4'JI ) различных векторов двоичных переменных, что делает 
эффективность данных алгоритмов особенно низкой для задач, имеющих 
достаточно много допустимых решений. 

В данной работе рассматривается способ [8, 12] декомпозиции задачи 
размещения прямоугольных объектов на непрерывную и комбинаторную 
подзадачи. Описанный способ декомпозиции используется для получе­
ния необходимых и достаточных условий локального минимума [8] от­
носительно топологии евклидова пространства R2 '7 ' и построения ал­
горитма локальной оптимизации в этом пространстве. Построенный 
алгоритм локальной оптимизации предлагается использовать в генера­
торе конкурентоспособных вариантов решения задачи размещения пря­
моугольных объектов при отсутствии ограничений на максимально до­
пустимые расстояния [14]. Для точного решения задачи (1)-(3) пред­
лагается алгоритм по методу ветвей и границ, использующий ориги­
нальные для задач данного класса дерево решений, стратегию ветвления 
и способ вычисления нижних оценок [12]. 

1. Декомпозиция задачи размещения 
прямоугольных объектов 

Рассматриваемая задача является дискретно-непрерывной, поэтому 
представляют интерес различные способы ее декомпозиции на непре­
рывную и дискретную подзадачи. В данной работе для декомпозиции 
используется основное свойство допустимого размещения двух прямо­
угольников / , i G / , определяемое неравенством (2): проекции прямо­
угольников на одну из координатных осей должны быть непересека­
ющимися. В соответствии с этим принципом множество J x J можно 
разбить на два симметричных непересекающихся подмножества _й1? Д2? 
отнеся к Ri пары объектов, для которых учтено требование непересече­
ния проекций на первую из координатных осей, а к R2 — пары объектов, 
для которых учтено требование непересечения проекций на вторую из 
координатных осей. 

При фиксации пары отношений i?i, R2 задача (1)-(4) распадается 
на две независимые подзадачи, но их допустимые множества оказыва­
ются многосвязными из-за возможности различных упорядочений вдоль 
каждой оси координат. Для получения частной задачи с выпуклым до­
пустимым множеством достаточно сузить бинарные отношения i?1? R2 
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до максимальных по включению антирефлексивных антисимметричных 
бинарных отношений Rx, R2 с взаимно дополняющими симметрическими 
замыканиями (i?i), (#2)-

Итак, зафиксируем два антирефлексивных антисимметричных би­
нарных отношения Дг-, г Е {1,2}, имеющих взаимно дополняющие сим­
метрические замыкания (-й;), i £ {1>2}. Положим 

W(RUR2) = min W b V b ) , (5) 

где 
Ф(Д,-) = {^ : J -> R | (V(/, fc) G Л,) ( ^ ( 0 - ^ ( * ) £ Ъ{1, к}) 

(vz,*e/)Ш0-^(*)1<*Ч^*}]>- (6) 
Рассмотрим задачу 

1 ( Д ь Л 2 ) - > min . (7) 
(Я1)Я2):Ф(Я1)ХФ(К2)СФ 

Если (Д1? J?2) — решение задачи (7), то решением задачи (1) является 
^=arg min _ Г(фиф2). (8) 

0Ь,1Ь)еФ(Я1)хФ(яа) 
Соотношения (6)-(8) дают двухуровневую схему решения задачи (1)-(3). 
На верхнем уровне (задача (7)) определяется оптимальное упорядочение. 
На нижнем уровне (задача (8)) определяется размещение, оптимальное 
относительно переданного с верхнего уровня упорядочения элементов. 

Полезность введенной декомпозиционной схемы заключается в воз­
можности построения на ее основе серии алгоритмов локальной оптими­
зации для решения исходной задачи. Рассмотрим способ решения задачи 
(8) нижнего уровня. Данная задача является задачей выпуклого кусочно-
линейного программирования. В силу аддитивной сепарабельности це­
левой функции и блочности системы ограничений по ф{, i G {1>2}, за­
дача распадается на две независимые подзадачи для каждого значения 
г €{1 ,2} : 

Y, с,-{/,*} М О " & ( * ) ) 

+ J2 с^,к}\ф,(1)-ф,(к)\^ mm (9) 

которые могут быть записаны как задачи линейного программирования 
следующим образом: 

£ ( Y, c^>fc>- E «{*>*})й(о 
1£J Jfc:(/}Jb)e#i k:(k,l)£Ri 

+ Y) с{{1,к}рк1 -» min; (10) 
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(V(/, k) £ Ri) [di{l, к} ^ ф{(1) ~ Фг(к) 2 п{1, к}]; (11) 

(V(/, А) е R3.i) {-р,к < v.-(0 - Ф№) ^ pik, 
- di{l, к} <: ф{(1) - ф{(к) < di(l, к}}. (12) 

Задачи, двойственные задачам (10)—(12), имеют вид 

] Г (г{{1,к}щ(Щ-й{{1,к}щ(к^)) 

E d{{l, к} (щ(1, к) + щ(к, /)) -» max (13) 
и 

(/,Jb)eH3-i 

при ограничениях 

(V/€J)( 53 с^,к}- 53 СИ<>*} 
k:(l,k)eRi k:(k,l)ERi 

]Г (W|.(/,fc)-wt-(fc,0)- £ (u.-(M)-«.-(/, *0) 
Jfc:(?,Ji:)6HiUi?3-i k:(k,l)£RiUR3^i 

+ 53 Ы1,к)-и,{(к,1))~ J2 «k,l)-Wi(l,k))), (14) 
к: (|,*)£Лз-< *:(*,06Л3_1 

(V(A, /) € й3_.-) K(A, /) + Wi(l, к) = c,-{/, A}, w,-(A, / ) , < / , A) £ 0], (15) 

(VA,/G J ) K ( A , 0 > 0 ] . (16) 

Сделав замену переменных 
(V(/, A) € Д3_,-) (2TI>,-(/, A) = v(/, A) - v{k, I), 

2w,-(A, /) = 2c{A, /} - «(/, A) + v(k, I)), 
сведем задачи к виду 

Li{Ri,Rz.ibUi)= 5 3 {г{{1,к}щ(1,к)-(1{{1,к}и{(к,1)) 
(1,*)ея,-

- 53 ^{/,А}К(/,А)-Мг-(А,0) -> max, (17) 
(/|*)бЛ3-{ 

где В,- = B(i?i, Лз-г) определяется системой ограничений 

(V/GJ)( 53 cdw- 5Z *{*>*} 

= £(«.-(А,/)-«,-(/, А)) + 5 ] W*,0-«.-(/,A))), (18) 

(V(A,Z) G Дз-,-)(2с,-{/, А} £ у{(к,1),ь{(1,к) £ 0), 

(УА,/€У)(«,-(А,0^0). 
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Полученные задачи (17) являются задачами построения оптимального 
потока в конечной сети, вершины которой — все размещаемые объекты. 
Пусть (v>i,v*) — оптимальные базисные решения, х* — оптимальные 
векторы двойственных переменных, соответствующих ограничениям — 
равенствам задач (17), которые в дальнейшем будем обозначать через 

0г = 0 ( д { , Л з - п 4 - , < ^ * ) ? * е { 1 , 2 } . 

Связь между решениями ( ^ i , ^ ) задачи (8) нижнего уровня и задач 0; , 
i G {1,2}, устанавливает 

Теорема 1. (V/ G J) (фг(1) = х*(1), ф2(1) = х$(1)\. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В задаче Q(R{, R3_i, 1{,и*, х*{), % е {1,2}, усло­
вия дополняющей нежесткости для всех (/, k) G Ri имеют вид 

и;(19к) = о<*х;{1)-х;(к)2г{{1,ку, 
u*(l,k)zO&x*(l)-x*(k) = ri{l,k}] 

<(fc,0 = 0^xJ(Z)-a;J(fc)<d,-{^*}; 
<(&,/) > 0 & х*{1) - х*{к) = di{l,k}-

а для всех (/, к) ^ Ri — 

u]{l, k) = 0& \х*{(1) - х*{(к)\ <: di{l, к}] 
<(/,fc) > 0 ^ x*(/) - sj(fc) = di{l,k}i 

2a{l,k} > v*(l,k) > 0 ^ x*{(l) = <(*;); 
vW,k) = 2ciil,k}&x*i(l)$x*i(k)-

# * ) = о^х;(1))г;(к). 
Таким образом, ^ = (^1^2) является допустимым решением задачи 

(9). Из способа построения задач 0 г , г £ {1,2}, следует его оптималь­
ность. Теорема 1 доказана. 

Итак, решения задач (8) нижнего уровня непосредственно получа­
ются при решении задач 0 г , i 6 {1,2}, построения потока минимальной 
стоимости в конечной сети N{. Из условий задачи 0,- видно, что сеть 
Ni является мультиграфом с множеством J его вершин и функциями 
стоимости и пропускной способности дуг, определяемыми по исходной 
задаче размещения. 

Множество дуг сети N{ и функции на них определены следующим 
образом. Если (/,&) 6 J?,-, то вершинам /,& £ J сети инцидентны две 
дуги: 

1) дуга (/,&)i с бесконечной пропускной способностью и стоимостью 
Ci{/,fc}; 
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2) дуга (&, 1)2 с бесконечной пропускной способностью и стоимостью 
i-di{l,k}). 

Если же (/, &) € # з - ь то вершинам l,k £ J сети инцидентны четыре 
дуги: 

1) две дуги (/, k)i и (fc, /)i с пропускной способностью равной 2сг{/, &} 
и нулевой стоимостью; 

2) две дуги (/,&)2 и (А;,/)2 с бесконечной пропускной способностью 
и стоимостью (-d,-{/,&}). 

Отсутствие в исходной задаче ограничений на максимально допус­
тимые расстояния между объектами /,& £ J эквивалентно отсутствию 
в сетях iV£, г £ {1,2}, дуг (/,&)2 и (&,/)2. Введение для пары i23_n 
г £ {1,2}, упорядоченности ^г(/) ^ Ф((к) эквивалентно удалению дуг 
(&,/)i, (&,/)2 из сети iV,-. 

2. Локальная оптимизация 
в евклидовом пространстве 

В данном разделе рассматриваются вопросы построения локальных 
экстремумов задачи (1)-(4) относительно топологии евклидова про­
странства R2!"7' Э ^ i ( J ) X ^ ( J ) . Сущность используемого метода за­
ключается в следующем. Для заданного допустимого решения (^ь^г) 
строится пара таких бинарных антирефлексивных антисимметричных 
отношений (Л1? R2) с взаимно дополняющими симметричными замыка­
ниями, что ф{ £ Ф(Лг), i £ {1,2}. Такими могут быть, например, сле­
дующие отношения: 

(Vt £ {1,2})(Д, = {(/,*) : ф{{1) - ^-(fc) - г,-{/,*} 
> \ф3^(1) - фг-г{Щ - гз-,-{/, * } , /, А? £ J » . 

Построением для некоторого приближенного решения пары отношений 
(J?bi22) и последующим решением задачи (8) можно улучшить прибли­
жение к локальному минимуму задачи (1)-(4). Размещение (ф{,ф*2) 
будет локальным минимумом задачи (1)-(4), если оно является опти­
мальным решением задачи (8) для всех пар отношений, допускающих 
данное размещение. Указанный метод построения локального минимума 
в евклидовом пространстве недостаточно эффективен, так как требуется 
решение более 0(2'JI) задач (8). Рассмотрим способ более эффективного 
алгоритма решения задачи локальной оптимизации. 

Теорема 2. Если задачи 0 г , i £ {1,2}, имеют единственное опти­
мальное решение {u{R^ i?3~i)? w{R%-> Rs-i)) и (Ф$) Ф1) является локальным 
минимумом задачи (1)-(4), то при г £ {1,2} 

(V(Z,fc) € Ri \ Д?) (u(Rh Лз-.-)(/, к) > О =* \Г3-г(1) - Ф*з-<(к)\ < г3_,-) . 
(19) 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим противное. Пусть для некоторого 
% £ {1,2} нашлась такая пара объектов (l,k) £ R{ \ Д°, что 

u{R{, Д3-.-)(/, *0 > 0 и ф;_{{1) - ф1_.{к) > т3.{. 
Построим пару отношений 

R\ = Rx \ {(/,£)}, Ri_^R2U{(l,k)}. 

Из принятого предположения следует, что 

Кроме того, очевидно, что 

(Vm, neJ) ((ЦЛз-,-, Ri)MR*-u Ri)) = (<^3-z, ^ ) , ЦД 3 _. , Л,1))) . 
Поэтому 

£ з - г ( Д з - Ь # i , ^ ( Л з - г , # г ) ) = ^ 3 - i ( # 3 - 1 ? R{ , u(R3_i, R{ ) ) . 

Из соотношений 

(Vu,- G Щ) (Д-№, Лз-ь^г) - Д(Л- , Л3_г-,^) - гг-{/Д}^(/,^) > 0) , 

и единственном решении задачи 0г следует 

Таким образом, принятое предположение находится в противоречии с оп­
тимальностью решения (ф^ф^)-

Противоречивость предположения ф^(1) ~~ ^з-г(^) ^ гз-г доказыва­
ется аналогично с тем отличием, что полагается 

д} = ДЛ {(*,*)}, RU = д2и{(/,А)}. 
Теорема 2 доказана. 

Теорема 3. Есля размещение (ф{,Ф1) и оптимальные решения 
(ui,Wi) задач 0 г , г Е {1,2}, удовлетворяют условию (19), то (ф^ф^) 
является локальным минимумом задачи (1)-(4). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ (19) следует, что для г е {1,2} ненулевые 
оптимальные потоки имеются только между объектами 

(l,k) : (l,k) e Ri \ R° =» |VS_4(/) - Г3-{(к)\ < гз-ь 

любое же изменение отношения между указанными парами объектов де­
лает данное размещение недопустимым. Теорема 3 доказана. 

Данная теорема дает достаточные условия локального экстремума 
задачи (1)-(4). Конструктивность этих условий устанавливает следую­
щая 
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Теорема 4. Если размещение (Ф1,ф2) является локальным мини­
мумом задачи (1)-(4), то существует пара бинарных отношений (J?b R2) 
такая, что ф? £ Ф(Д;)7 г £ {152}, и оптимальные решения (щ^Ю() задач 
Qi7 г G {1,2}, удовлетворяют условию (19). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Приведем конструктивное доказательство дан­
ной теоремы. Изобразим алгоритм EuLocAlg построения пары бинар­
ных отношений, существование которой утверждается в теореме. 

Алгоритм EuLocAlg 
begin 
R, := {(/, k) : фг(1) - ф,{к) - п { / , к} > \ф2{1) - ф2{к)\ - г2{/, * } , /, к G / } ; 
R2 := {(/, А) : ф2{1) - ^ ( * ) - г2{/, к) > \фх(1) - фг(к)\ - n { / , * } , Z, А 6 J}; 
0(ДьД2?^1,^1,Ж1); ^i := ж ь Q(R2,RuL2,u2,x2); ф2\-х2\ 
г \~ 1; /nd := 0; 
repeat 

1пс(/тгй); г :— 3 — г; 
for (l,k)eRi\R°i : Tzt-(Z,Jfe) > 0 do 

if (фз-iil) ~ Фз-г(к) ^ r3_i(l,k)) then begin 
Я,- = Дг \ {(/, *)}; R3_i = Л3_: U {(/, к)}; 0(Дг , Д 3 _ ь и,-, яг,-); 
if (^t <> ж,-) then begin ф{ := ж,-; /пс! := 0; break; end; 
end 

else if (фз-г(к) - 03-i(O ^ r3.,-(/,fc))then begin 
Д,- = Ri \ {(/, A)}; R3_i = Д3_г U {(A, /)}; 0(Дг , Д3_г-, г*,-, ж,-); 
if (ф{ <> #i)then begin ф{ := ж,-; Ircd := 0; break; end; 
end; 

until (Ind = 2); 
stop 
end 

Если первоначальное решение не является локальным минимумом 
задачи (1)-(4), то приведенный алгоритм одновременно строит и соот­
ветствующее локально-оптимальное решение. Основной цикл repeat 
алгоритма EuLocAlg может быть завершен только в случаях, когда 
при текущих отношениях Ri,R2 для пары объектов (/,&) таких, что 
(/,fc) G Ri \ Л?, Фа-{(1) ~ Фз-г(к) = г3_г(/, fc), будет выполнено достаточ­
ное условие оптимальности (19): щ(1,к) = 0. 

Докажем конечность данного алгоритма. Число операций в цикле 
for не превосходит величины 0(р), где р — трудоемкость решения за­
дачи об оптимальном потоке. Так как число активных дуг в базисных 
решениях задач 0,- не больше |J | , то число повторений цикла for при 
однократном выполнении тела цикла repeat не превосходит величины 
0 ( | J\). Таким образом, сложность цикла repeat не превосходит вели­
чины 0 ( | J\p). 
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При двукратном выполнении тела цикла repeat без прерываний 
внутреннего цикла for алгоритм завершает работу. Прерывание вы­
полнения тела цикла for возможно только при уменьшении целевого 
функционала соответствующей задачи об оптимальном потоке, а сле­
довательно, и изменении текущего варианта размещения. 

Целевой функционал этих задач ограничен сверху величиной М2\ J |2 , 
где М — максимальное из чисел в исходных данных задачи. Из целочис-
ленности оптимальных базисных решений задачи об оптимальном по­
токе и неотрицательности целевого функционала следует, что число пре­
рываний цикла for не превосходит величины М2\ J\2. Следовательно, 
общее число операций в алгоритме не превосходит 0(M2\J\3p). 

Так как задача об оптимальном потоке разрешима за псевдополино­
миальное время, то алгоритм EuLocAlg строит решения задачи (1)-(4), 
локально-оптимальные относительно евклидовой топологии в простран­
стве решений, за псевдополиномиальное время. Теорема 4 доказана. 

В доказательстве теоремы 4 также построен и обоснован псевдопо­
линомиальный алгоритм локальной оптимизации при евклидовой топо­
логии пространства решений задачи (1)-(4). Таким образом, доказана 

Теорема 5. Алгоритм EuLocAlg корректно решает проблему ло­
кальной оптимизации для задачи (1)-(4) относительно евклидовой топо­
логии пространства решений. Его сложность не превосходит 0(M2\J\3p). 

Итак, построение локально-оптимальных относительно топологии 
евклидова пространства размещений сведено к решению последователь­
ности задач построения оптимального потока. При этом условия двух 
последовательных задач отличаются лишь параметрами одной из дуг 
сети и параметрами вершин, инцидентных этой дуге. В работе [9] ука­
зан способ построения по оптимальному базисному решению первой из 
рассматриваемых задач базисного решения второй задачи. Это позво­
ляет использовать алгоритмы решения сетевых транспортных задач, по­
строенные по схеме метода потенциалов. Опыт решения сетевых транс­
портных задач показывает, что наиболее эффективными алгоритмами 
их решения являются именно алгоритмы, построенные по схеме метода 
потенциалов. Эффективность решения задач, используемых алгоритмом 
EuLocAlg, можно сделать еще более высокой, если применить упорядо­
чение информации о дугах сети, описанное, например, в [9, 13]. 

3. Генератор конкурентоспособных вариантов 
решения задачи размещения 

прямоугольных объектов 
В практических задачах длина связывающей сети является оп­

ределяющим критерием качества размещения, но в общем случае не 
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единственным. Возможным способом решения этих задач является гене­
рация конкурентоспособных вариантов и их последующая оценка в соот­
ветствии с комплексным критерием качества и системой предпочтений 
лица, принимающего решение. Генерация конкурентоспособных вари­
антов возможна с помощью использования методов случайного поиска 
и алгоритма EuLocAlg. Если ограничения задачи (1)-(4) достаточно 
жесткие, то вероятность получения допустимого решения будет низкой. 
В этом случае более целесообразным оказывается поиск подходящих ре­
шений с помощью метода последовательно-одиночного упорядочения — 
аналога метода последовательно-одиночного размещения. 

Основным отличием метода последовательно-одиночного упорядоче­
ния от метода последовательно-одиночного размещения является жест­
кая фиксация не координат ранее размещенных объектов, а их упорядо­
чения, что приводит к построению размещений более высокого качества. 
Эффективная реализация метода последовательно-одиночного упорядо­
чения позволяет использовать его для генерации вариантов решения за­
дачи (1)-(4) по схемам, аналогичным схемам использования метода по­
следовательно-одиночного размещения. 

Для решения задачи (1)-(2) можно использовать случайный поиск 
в пространстве R2'JI Э ф\(<1) X ^(^О в сочетании с алгоритмом 
EuLocAlg. Основной целью адаптивных алгоритмов [17] является не 
только генерация вариантов размещении, но и поиск оптимального ре­
шения. Рассмотрим алгоритм RandLocAlg, сочетающий использова­
ние случайного поиска и эвристики, предназначенный для быстрой ге­
нерации конкурентоспособных вариантов размещения (т. е. близких по 
функционалу к оптимальному решению). 

Размещение ф, построенное алгоритмом RandLocAlg, является 
допустимым и локально-оптимальным относительно топологии евкли­
дова пространства R2^' Э ^i(</) x ФъЫ) вариантом решения задачи 
(1)-(2). Результативность и конечность алгоритма RandLocAlg оче­
видны. Применяемая эвристика состоит в использовании так называе­
мой механической аналогии [18, 27]. Размещаемые объекты интерпрети­
руются материальными точками. Между всеми парами /, & € J вводятся 
силы притяжения и силы отталкивания. Проекции силы притяжения 
между парой точек (/,fc) на координатные оси пропорциональны про­
екциям расстояния и стоимостям коммуникаций между этими точками, 
а силы отталкивания между ними пропорциональны величине невязки 
в соответствующем ограничении (2). 

В цикле по переменной j фактически моделируются движение такой 
связной системы материальных точек. При этом на первых итерациях 
из-за малости величины е скорость взаимного удаления слабо связанных 
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d := min 

объектов будет выше скорости взаимного удалении сильно связанных, 
что обеспечивает относительную близость координат сильно связанных 
объектов в окончательном решении. 

Алгоритм RandLocAlg (Output: ф : J2 —> R2) 
begin 
a:=Tm E S c ^ * ) ; 1:=ш Е ]Cr*(*>*); €:=°-17; 

1 ' i € { l , 2 } / , J b € J ' ' • € { l , 2 } / f i b 6 J 

RandDraft(£,^); {Получить случайный £-наброс} 
for j := 1 upto log2(|J|) do begin 

for i £ {1,2} do for / £ J do begin 
ф}(1) := О; 
for fc G J do begin 

г,{1,к}-\ф1(1)-ф1(к)\ 
.ra-i{/,*}-|^U0-^-.-(*)l. 

Of 

if (d < 0) then <i := ct{/, &} + d • else d := ct-{/, fc}; 
if ^,-(0 > ^i(fc) then lnc(#(0 ,«0 else Dec(^(0»d);' 
end; 

end: 

J - I F II 
end; 

EuLocAlg (V>); 
stop 
end 

4. Применение схемы метода ветвей и границ 
для размещения прямоугольных объектов 

Алгоритмы решения задачи размещения прямоугольных объектов, 
основанные на случайном поиске и эвристиках, применимы в случаях, 
когда допустимая область имеет достаточно большое число локальных 
экстремумов. В противном случае данные методы просто не находят 
допустимых решений. Следовательно, для решения задач такого типа 
необходим алгоритм, который за конечное число шагов находил бы до­
пустимый, а затем и оптимальный или близкий к нему по стоимости 
вариант, или же устанавливал неразрешимость задачи. 

Универсальным методом решения комбинаторных задач является 
метод ветвей и границ [5-7]. Хотя алгоритмы ветвей и границ обычно 
являются более эффективными, чем перебор, все же их требования в вы­
числительных ресурсах растут как экспоненты или полиномы высокой 



82 А. В. Панюков 

степени от размера задачи. В работе [25] доказана NP-полнота одно­
мерной задачи размещения, являющейся частным случаем задачи раз­
мещения прямоугольных объектов. Это дает основание считать, что по­
требности в вычислительных ресурсах для нахождения точных решений 
большого числа таких задач не могут быть ограничены полиномом от 
размерности задачи. В такой ситуации реальные задачи не могут быть 
решены точно. Основой для построения конечных алгоритмов могут 
быть различные комбинаторные и целочисленные объекты, в частности: 

1) векторы двоичных переменных, введенные в [2, 3]; 
2) пары отношений (J?i,i22) на множестве |J | , введенные выше. 
Основным недостатком использования отмеченных выше объектов 

является экспоненциальный рост их числа для одного заданного разме­
щения, что делает алгоритмы, использующие данные структуры для 
построения дерева поиска, практически неприменимыми для решения 
реальных задач. 

В данной работе для решения задачи (1)-(4) предлагается релак­
сационный подход. Первоначально задача решается для множества Ш%, 
определяемого системой ограничений (3)-(4). В случае, если найден­
ное решение удовлетворяет условиям (2), оно является решением задачи 
(1)-(4). В противном случае выбирается пара объектов (/,&), для ко­
торых не выполнено ограничение (2), и производится элиминация мно­
жества 

{(ф1,ф2) : (V/,A € J)( max Ш1) - ф{{к)\ - n{l,k}] < о) } 

из множества Ш% с последующим разбиением полученного множества на 
выпуклые непересекающиеся подмножества Щ, где и = 1,2,3,4. Далее 
описанный процесс повторяется для каждого полученного подмножества. 
Лучшее из построенных таким образом допустимых решений задачи 
(1)-(4) является ее оптимальным решением. 

Сократить трудоемкость организованного таким образом поиска 
позволяет метод ветвей и границ, для описания которого достаточно 
определить дерево поиска и функцию нижней оценки. Дерево поиска 
имеет следующий вид. Каждой га-й вершине m-го уровня ставится во 
взаимно-однозначное соответствие множество допустимых решений В^. 
Вершине дерева решений соответствует множество 

В случае, если В^ ф 0 и 

фтп = arg min ¥(ф) $ Ф, (20) 
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вершина В^ имеет четыре потомка 

It 

где 

Ч-1*\(\ф3^(1)-ф3^(к)\-г3_{(1,к) + 1)^о}, i,j £ {1,2}, (21) 

г* = arg.max} ЦФГО) ~ ФГ(к)\-rt{ltk}}; (22) 

М \ Г ( 0 - # Г ( * ) 1 - » > ( * > * ) < 0 ; (23) 

i* = i ( s i g n ( ^ r ( 0 - ^ n W ) + 3); (24) 

С = ( - i y + 1 s i g n ( ^ n ( 0 - V£"(*)), »,J € {1,2}; (25) 

f 1, если a > О, 
sign(a) = <! 

[ —1, если a ̂  0. 
Легко проверить, что имеет место равенство 

(J В^ + 9 =С\{ тахП^О- (26) 
Р,*е{о,1} ' 

при этом для всехр0,9о5Рь91 € {0,1} : (р0,9о) ^ (Pi,9i) 

B4n+2p0+ffo n p£+2pi+«i = 0 > (27) 

В качестве нижней оценки для вершины В^ примем величину 

i № ) = mm ВД-

Корректность данного определения нижней оценки также очевидна. Для 
проверки условия (20) и определения г* и j * , удовлетворяющих условиям 
(22)-(24), можно использовать различные методы. Наиболее простым 
представляется упорядочение множества всех пар {/,£;} С J. В этом 
случае на m-м уровне следует производить ветвление по га-й паре объ­
ектов, даже если для них оказывается нарушенным условие (23), что 
может привести к увеличению числа ветвей дерева решений. Способ 
упорядочения пар объектов {/,&} С J существенно влияет на эффек­
тивность работы алгоритма. Эксперименты показали целесообразность 
упорядочения по величине ci(/, к)гх{1, к} + с2(/, &)г2{/, к}. 

Вершина В^ + 1 имеет не большее значение функции нижней оценки, 
чем остальные потомки вершины В^. Системы ограничений множеств 
В^ + 1 и B£?+i2 отличаются от системы ограничений множества Щ^ одним 
ограничением, а системы ограничений множеств B ^ i 1 и B ^ f — двумя. 



84 А. В. Пшюков 

Согласно изложенному выше наиболее целесообразной стратегией 
обхода дерева поиска, особенно на этапе получения первого допусти­
мого решения и верхней оценки, является обход в глубину. Алгоритм 
BBLocAlg позволяет находить такое допустимое решение Z, если оно 
существует, что (L - L*)/L* < £, где L* — оптимальное решение. В ал­
горитме используется стратегия обхода дерева поиска в глубину. Вход­
ными данными являются список L пар {/, к} С J, определяющий порядок 
ветвления, и переменная £, задающая относительную погрешность вы­
числения минимума функционала. 

Алгоритм BBLocAlg 
Input: L : N —> {{/, к} : /, к £ J} {порядок ветвления}; 

£ £ [0,1] {точность}; 
Output: ф* : J —> R2 {оптимальный вариант размещения} 

Variables: и £ R; М = fflilll; 
Procedure BranchLoc(ra £ N, В С Ф) begin 

ф := argminF(^); L := minF(V0; if (L(l + e) > u) then exit; 
Фет Ф£Ш 

if (m = M) then begin и := X; ф* :~ ф\ exit; end; 
m :— m -f 1; {/,&} := L(m); s := 1; 
n := arg max [|̂ ,-(/) - ^(fc)| - r{{l,k}]; 

i£{l,2} 

for г £ {1,2} do begin 
for j £ {1,2} do begin 

M :=ВП{ф: з[фп(1)-фп(к)]^гп{1,к}}; 
BranchLoc(m, Bl); s := -s; 
end; 

Ш:=ШП{ф : s \фп(1) - Фп(к)\ <$ r n {/ , к} - 1}; тг := 3 - n; 
end; 

end; 
begin 

m := 0; и := +oo; В := {^ : J - > R2} ; 
BranchLoc(m, B); stop; 

end 
Основу алгоритма BBLocAlg составляет рекурсивная процедура 

BranchLoc. Параметрами процедуры являются переменная т , опреде­
ляющая дугу из списка L, по которой производится ветвление, и объект 
В, определяющий задачу нижнего уровня. В процедуре BranchLoc вы­
числяется нижняя оценка L текущего решения. Если текущее решение 
оказывается лучшим из допустимых решений, то производится уточне­
ние верхней оценки и, а текущее решение принимается за рекордное. 
В противном случае, если текущее решение является перспективным 
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(т. е. £(1 + е) < и), то последовательно решаются 4 задачи следую­
щего уровня. Легко заметить, что последовательно решаемые задачи 
отличаются не более чем двумя ограничениями. 

Результативность и конечность алгоритма BBLocAlg очевидны. 
Очевидно также, что возможна реализация, которая имеет пространст­
венную сложность не более 0 ( | J |2) . Верхней оценкой временной сложнос­
ти алгоритма является величина 0( ( | J|!)2), что ниже оценки известных 
точных алгоритмов [1, 2], равной 0(4'JI ). 

Заключение 

Предложенный в статье способ иерархической декомпозиции задачи 
размещения прямоугольных объектов с минимальной длиной связываю­
щей их сети на задачу оптимального упорядочения (верхний уровень) 
и две задачи построения оптимального потока (нижний уровень) позво­
ляет строить множество методов решения и анализа исходной задачи. 
В частности, предложены: 

1) алгоритм EuLocAlg построения локальных экстремумов; 
2) алгоритм RandLocAlg, основанный на использовании случай­

ного поиска и эвристики; 
3) алгоритм BBLocAlg по методу ветвей и границ. 
Наиболее трудоемким в построенных алгоритмах является решение 

или установление неразрешимости задач (20). Задача, двойственная 
(20), распадается на две независимые сетевые транспортные задачи ли­
нейного программирования. Так как условия двух последовательно ре­
шаемых алгоритмом задач вида (20) отличаются не более чем одним 
дополнительным ограничением, то оптимальное базисное решение за­
дачи, двойственной одной из этих задач, будет хорошим базисным ре­
шением задачи, двойственной другой из этих задач. Методы повышения 
эффективности решения такой последовательности возмущенных задач 
рассмотрены в [9, 13]. 
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