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С. А. Фомин 

Предлагается новый алгоритм нахождения 6-оптимального реше­
ния задачи положительного линейного программирования: найти 
тах{сж | Ах ^ b,x ^ 0}, где все исходные данные неотрицательны. 
Алгоритм не уступает лучшим из известных алгоритмов для этой за­
дачи по верхним оценкам времени выполнения, в частности для него 
доказана верхняя оценка вычислительной сложности 0(mj-\og2 nlR), 
и имеет простые последовательные и параллельные реализации. Про­
веденные вычислительные эксперименты показывают преимущество 
нового алгоритма над алгоритмами, разработанными в последние 
годы [3, 4]. 

В в е д е н и е 

В настоящей статье рассматриваются задачи положительного ли­
нейного программирования (ПЛП), также называемые задачами дроб­
ной упаковки, когда требуется найти вектор х = ( ж ь . . . , жп) такой, что 

сх —> max, Ax ^ 6, Xj ^ 0, 

где А = (a,-j) — матрица размера т X п, а^ — неотрицательные ра­
циональные числа; с = ( с ь . . . , с т ) — рациональный вектор, Cj ^ 0; 
Ь = (&! , . . . , Ь т ) — рациональный вектор, Ъ{ ^ 0, и задачи дробного по­
крытия (когда линейные ограничения есть ограничения вида Ах ^ Ь, 
причем все данные неотрицательны, и необходимо минимизировать це­
левую функцию). 

Многие задачи оптимизации можно представить в виде задачи ПЛП, 
в частности задачи оптимизации потоков в сетях [3, 4]. В [10] была дока­
зана Р-полнота задачи ПЛП. Это означает, что любую полиномиально 
разрешимую задачу можно LOGSPACE свести к задаче ПЛП. 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 99-01-00210). 
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Несмотря на существование полиномиальных алгоритмов реше­
ния задач линейного программирования [2, 6], рост размерности задачи, 
коммуникационные аспекты, возможность параллельной реализации 
подталкивают к поиску приближенных алгоритмов для решения задач 
ПЛП. Заметим, что при доминирующей гипотезе о различии классов 
NC и Р из Р-полноты задачи ПЛП следует отсутствие эффективных 
параллельных алгоритмов точного решения задачи ПЛП. С другой сто­
роны, в последние годы было разработано много е-приближенных ПЛП-
алгоритмов [3-5, 7, 9]. Однако заметим, что за исключением работы [1], 
где исследовалась реализация алгоритма из [3], не было исследований 
реализаций этих алгоритмов. 

В данной статье предлагается новый алгоритм для решения задачи 
ПЛП, который по оценкам вычислительной сложности не уступает су­
ществующим алгоритмам [3, 4, 7] и имеет простую эффективную по­
следовательную и параллельную реализации. Для предложенного ал­
горитма доказано, что его вычислительная сложность не превосходит 
0( !~rlog2 ™). Были проведены исследования эффективности реализа­
ций предлагаемого алгоритма и алгоритмов, разработанных в послед­
ние годы [3, 4]. На основании вычислительных экспериментов можно 
говорить о преимуществе предлагаемого алгоритма над алгоритмами 
из [3, 4]; при этом верхние оценки вычислительной сложности нового 
алгоритма лучше оценок для алгоритма из [4] и не хуже оценок для ал­
горитма из [3]. 

В разд. 2, 3 приведены сравнение и анализ упомянутых алгорит­
мов с позиции вычислительной сложности, а в разд. 4 — результаты 
исследования программных реализаций. 

1. Постановка задачи ПЛП 

Ниже п обозначает число переменных и m — число ограничений 
прямой задачи (не считая ограничений вида х{ ^ 0). 

Будем использовать j для индексирования переменных прямой за­
дачи и г для индексирования ограничений. Где не будет явно указано 
обратное, будем считать, что j изменяется в интервале [l ,n], a i — 
в интервале [1,га]. 

Для х = (хи . . . , хп) определим X = £ xh а для у = (уи . . . , ут) 
j 

определим Y = Y^Vi- Рассмотрим ПЛП-задачу в следующей стандарт-
i 

ной форме. 
Прямая задача ПЛП. Найти такой вектор х = ( ж ь . . . , я п ) , на 

котором достигается максимальное значение X и который удовлетворяет 
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следующим ограничениям: а^ >̂ 0, Xj ^ 0 при любых г, j и 

j 

Двойственная задача ПЛП. Найти такой вектор у — (у1 } . . . , у т ) , 
на котором достигается минимальное значение Y и который удовлетво­
ряет следующим ограничениям: а^ ^ 0 и Xj ^ 0 при любых z,j и 

]Га|7&- ^ 1. 
i 

Сразу заметим, что ПЛП-задача: максимизировать 

при ограничениях 
J ^ x , - < Д, d̂ - ^0, (1) 

j 

при любых г, j преобразуется в стандартную форму посредством пре­
образования матрицы ограничений: 

- - 4- (2) 
Очевидно, что такое преобразование не влияет на значение целевой функ­
ции оптимального решения и оптимальное решение задачи в стандарт­
ной форме, полученной из (1) посредством преобразования (2), будучи 
подвергнуто преобразованию, обратному (2), будет оптимальным реше­
нием задачи в исходной форме (1). 

Ниже покажем, что без потери общности можно считать, что за­
дача ПЛП подается на вход в специальной форме, в которой ненуле­
вые коэффициенты аг;- матрицы ограничений удовлетворяют условиям 
~ ^ aij ^ 1? где 7 = 4*еГп • Далее, при описании предлагаемого алго­
ритма будем подразумевать, что входная ПЛП-задача приведена к специ­
альной форме (для данного е — параметра мультипликативной точности 
требуемого решения и данного к). 

Покажем, как произвести округление входной задачи ПЛП в стан­
дартной форме, чтобы привести его к специальной форме (для данных 
£ и АС), причем значение решения ПЛП-задачи в специальной форме 
должно быть не меньше значения решения ПЛП-задачи в стандартной 
форме, умноженного на (1 — -). 

Пусть (3 — minmaxa,-, и opt = X* — ̂  х) — У* = YJVI — значе-
i »• j 

ние оптимального решения ПЛП-задачи в стандартной форме. Тогда 
справедлива 
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не изменится и /3. Аналогично после преобразования (4) удаляются 
только те столбцы j , для которых 

2пп(3 
max dij ^ > р = mm max a,-,-. 

* е j i 

Теперь покажем, что приведенное округление приведет к потере точ­
ности оптимального решения не более чем в (1 — ^) раз. Пусть af-j — 
коэффициенты, полученные после применения преобразования (3) к ко­
эффициентам матрицы исходной задачи в стандартной форме, PLP1 — 
соответствующая коэффициентам ПЛП-задача, х^ — соответствующее 
оптимальное решение задачи PLP1. Пусть х^ — оптимальное решение 
исходной задачи в стандартной форме. Тогда х(1 — ~ ) — допустимое 
решение задачи PLP1. Действительно, используя лемму 1, при любом г 
получаем 

3 3 

V 2 к ) \ ^ 3 3 2кт ^ Ч V 1к)\ 2кт в J : i 

Следовательно, 

3 3 

Пусть теперь PLP2 — задача, полученная из задачи PLP1 после пре­
образования (4), а!-; — соответствующие коэффициенты, х^ — соответ­
ствующее оптимальное решение. Пусть U = {j | существует г такое, 
что a{j > ^ } . Тогда 

^ - - ^ E V ^ E ^ - S ^ E ^ - * ) -
3 3 3 3 

Ясно, что отношение значения оптимального решения задачи PLP2, по­
лученной из ПЛП-задачи в форме (1), к значению оптимального ре­
шения исходной ПЛП-задачи в форме (1) не меньше (1 - ^) , причем 
оптимальное решение задачи PLP2 будет допустимым решением задачи 
в форме (1). Теперь проведем масштабирование задачи PLP2. Пусть 
amax = maXjj at-j . Выполнив следующее преобразование ненулевых ко­
эффициентов матрицы ограничений 

а*. _ a{2ha 
"'sj — ^ t j / " 'max •> 
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перейдем к специальной форме задачи ПЛП, в которой ненулевые коэф­
фициенты alj матрицы ограничений удовлетворяют условию ~ ^ as

{j ̂  1, 
где 7 — 4к ?п • Оптимальное решение задачи в специальной форме, де­
ленное на ат а х , будет допустимым решением округленной и исходной 
форм, причем отношение значения оптимального решения задачи, нор­
мированного на атаХ5 к значению оптимального решения исходной ПЛП-
задачи в форме (1) не меньше (1 - ^) . 

2. Обзор алгоритмов для приближенного решения 
задачи ПЛП 

Приближенный алгоритм называется алгоритмом с мультиплика­
тивной точностью D, если при любых исходных данных этот алгоритм 
находит допустимое решение со значением целевой функции, отличаю­
щемся от оптимума не более чем в D раз. Алгоритм с мультиплика­
тивной точностью 1 + е называется е-оптимальным (подразумевается, 
что е близко к нулю). Термин е-оптимальное решение используется 
для обозначения допустимого решения со значением целевой функции, 
отличающегося от оптимума не более чем в (1 + е) раз. 

В [7] был описан ^-оптимальный алгоритм для прямой и двойствен­
ной ПЛП-задач со следующими свойствами. 

Получив на вход описание задачи и параметр е > О, алгоритм на­
ходит такие допустимые решения х и у прямой и двойственной задач 
соответственно, что 

» 3 

Этот алгоритм использует O(s~4lognlog(m/e)) итераций. Алгоритм 
допускает параллельную реализацию, так как каждая итерация может 
быть выполнена с вычислительной сложностью 0(logN) параллельно 
на машине типа EREW PRAM с использованием 0(N) процессоров, где 
N есть число таких пар (г, j ) , что a t J > 0. 

Затем в [3] был описан алгоритм для приближенного решения пря­
мой и двойственной ПЛП-задач со следующими свойствами. 

Получив на вход описание задачи и параметры £ > 0 и 0 < г < 
ln(m3£~2), алгоритм находит такие допустимые решения х и у прямой 
и двойственной задач соответственно, что 

]Г2/^£:сДг + (1 + £)
2). 

« 3 

В [3] было показано, что число итераций (7 = т2е~2) не превосходит 

0{r~le~2 log2(7m) \og(^mn/e)). 
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При г « а эта оценка принимает вид О(е~3 log3(ran/г)). К сожале­
нию, при анализе времени выполнения, приведенном в [3], нами обна­
ружена ошибка. На самом деле (см. разд. 6) правильная оценка числа 
итераций не превосходит 

O(r~2e~2log('ym)2log(~/mn/e)) 
или (при г « е) О(s~4 log3(ran/е)), что асимптотически эквивалентно 
числу итераций алгоритма из [7]. Алгоритм из [3] также допускает па­
раллельную реализацию, однако исследования последовательной реали­
зации на доступных (для имеющихся вычислительных ресурсов) объ­
емах данных показали, что на этих данных алгоритм существенно усту­
пает традиционным алгоритмам точного решения задачи ЛП, таким как 
симплекс-метод и метод внутренней точки. 

В [4] был представлен ^-оптимальный алгоритм решения задачи 
ПЛП, использующий 0(e~2mlogm) итераций и 0(N) арифметических 
операций, (напомним, что N обозначает число ненулевых элементов 
в матрице ограничений задачи ПЛП). Легко видеть, что данный ал­
горитм в асимптотике уступает по числу итераций алгоритмам из [3, 7], 
имеющим при фиксированном е субполиномиальные верхние оценки чис­
ла итераций. При фиксированном е алгоритмы из [3, 7] имеют по ли ло­
гарифмические верхние оценки числа итераций, а алгоритм из [4] — по­
линомиальную верхнюю оценку, причем существуют входные данные, 
на которых эта оценка достигается. 

Однако исследование его реализации показало, что за счет выбора 
эвристик и простоты алгоритм демонстрировал приемлемое (порядка 
времени работы симплекс-метода) время работы даже для небольших 
квадратных матриц порядка 100. 

Таким образом, интересно получить простой и быстрый алгоритм 
приближенного решения задачи ПЛП, не уступающий существующим 
алгоритмам по вычислительной сложности и допускающий параллель­
ную реализацию. Такой алгоритм описывается в следующем разделе. 

3. Новый алгоритм для приближенного решения 
задачи ПЛП 

Формальное псевдоалгоритмическое описание алгоритма приведено 
в табл. 1. Заметим, что идея алгоритма близка к идеям алгоритмов 
из [3, 4, 7]. Она основана на последовательном увеличении переменных 
прямой задачи в зависимости от переменных двойственной задачи, со­
ответствующих ограничениям прямой задачи. 

Получив на вход матрицу ограничений ПЛП-задачи в специальной 
форме, алгоритм инициализирует наборы переменных, соответствую­
щих переменным хг,... хп прямой задачи, переменным уг,... уп 
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Т а б л и ц а 1 
Новый алгоритм для приблиоюенного решения задачи ПЛП 

procedure Initialize() 
i t _ е. „ _ £ . Л - (l + e)(21nm+Q . , _ , _ , 

\/г А; = £ a,,; Amax = max» A,-; 

з 
— ~о _ In T 

3 

г 

Атах = max, At; X = 0; У = У0 = ^ z/t; Ут1п = оо}; 

procedure Iteration() 

for (j G Q) 

( A ^ = ^ ^ > ж> = *> + A a ^ X = X + Дя?>; 

Уг At = At-f atJ • A^; q = j}\ 

Vt ^ = е*л«-*; У = ЕУм Атах = тахА^; 

Vj E Q; a, = £a»j2/n ymin = min (ymin, ^ — 7 - ) } ; 
t 

procedure Phase() ia — mina ; ; 
3 

do { call Iteration () }; 

until (Q = 0); 

Vj G {j : a.,- ^ ag • (1 + /i)} OL3 = £ аи2/г}; 

Algorithm() { call Initialize(); 

repeat until ((У < 1)ог(Уш*^т" < (1 + б))) 

{ call Phase() }; 
Vj Xj = a?j - z ° ; 

Vt A,- = E а * Л ; ^max = max, A{; 
3 

Vj output -r̂ 2— ); 
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двойственной задачи, значениям левых частей неравенств для Ai . . . Am 
прямой задачи, для ai...an двойственной задачи, а также перемен­
ные, определяющие зависимость переменных двойственной задачи от 
переменных прямой задачи. Выполнение алгоритма подразделяется на 
фазы, соответствующие процедуре Phase в псевдоалгоритмическом опи­
сании, включающие в себя ненулевое число итераций, соответствующих 
процедуре I terat ion. Внутри каждой фазы по значениям переменных 
c*i .. .ап (выбираются наименьшие а ; ) определяется условие на подмно­
жество переменных прямой задачи, которые в течение итераций данной 
фазы экспоненциально увеличиваются, пока соответствующий о, не пре­
высит определенную в начале фазы величину. Внутри итерации после 
экспоненциального увеличения переменных прямой задачи из выбран­
ного подмножества происходит пересчет левых частей неравенств для 
А х . . . \ т прямой задачи и определяемых ими переменных yi,...yn двой­
ственной задачи и левых частей неравенств для аг.. ,ап двойственной 
задачи. 

Таким образом, алгоритм одновременно ищет решение прямой 
и двойственной задач. Выполнение алгоритма прерывается, если най­
дены такие решения прямой и двойственной задач, что либо отношение 
их значений меньше требуемого мультипликативного фактора 1+е, либо 
по достижении суммой монотонно увеличивающихся переменных двой­
ственной задачи значения 1. 

От алгоритма из [7] новый алгоритм отличает простота каждой ите­
рации. В отличие от алгоритма из [4] в новом алгоритме в каждой ите­
рации происходит увеличение не одной, а нескольких переменных пря­
мой задачи. Вследствие этого число итераций нового алгоритма растет 
медленнее, чем любой полином. Разумный подбор параметров, более 
динамичный выбор множества увеличиваемых переменных на каждой 
итерации, гибкие условия окончания работы алгоритма отличают но­
вый алгоритм от алгоритма из [3]. 

Заметим, что так как приведение задачи к специальной форме при­
водит к появлению мультипликативной погрешности, равной (1 — ~), 
то алгоритм из табл. 1 работает с параметром точности е = *^ — ^-, 
чтобы компенсировать погрешность округления. Выбор к > 2, т. е. 
распределение допустимой погрешности между процедурой округления 
и самим алгоритмом из табл. 1, предоставляется на усмотрение реали­
затора. Например, если известно, что матрицы не нуждаются в ок­
руглении, то можно положить е = е. При реализации алгоритма нами 
было положено к = 10. Кроме этого, при реализации алгоритма пара­
метры £ и \х можно выбрать так, чтобы выполнялись условия £, /х > 0 
И i + fl < €. 
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Выбор конкретных значений параметров ( , / 1 Й К может оказать су­
щественное влияние на эффективность реализации. Подчеркнем, что 
все оценки сложности и ^-оптимальность алгоритма доказаны для про­
извольных значений параметров £, /л и к, удовлетворяющих упомяну­
тым выше условиям. При реализации алгоритма нами было положено 
£ = 0,45би// = 0,15с 

Докажем оптимальность решения и приведем оценки вычислитель­
ной сложности нового алгоритма. Сначала докажем несколько вспомо­
гательных утверждений. 

Лемма 2. В начале алгоритма выполняется неравенство У0 < 1. 
Справедливость леммы следует из неравенств 

У0 <С т е 4 г а а х ^ 7 ^ <С т е 1 п т ^ < т е " 1 п т = 1, 

где Лтах = max А{ и А,- = £ a{j. 
* з 

Лемма 3. В процессе выполнения алгоритма при любом j справед­
ливо неравенство a ^ ^ CLijUj, где a = min a;-. 

i 3 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как при выполнении алгоритма двойствен­
ные переменные у,- монотонно возрастают, то при любом j 

i 

Таким образом, из определения алгоритма следует, что при любом j 

i 

Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. В начале каждой итерации алгоритма при любом i вы­
полняется равенство А,- = ^ ciijXj. 

з 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ определения алгоритма (СМ. табл. 1) следует, 

что лемма 4 верна для начальной итерации. Пусть лемма 4 верна для 
итерации t — 1. Тогда для итерации t имеем 

А' = J2 оц&х) + А'"1 = £ а , , ^ - 1 + Ах]) + £ а ^ Г 
з£Я jeQ jtQ 

= Е а ^ Г + Ах)) + Еа^- = ЕаИ + 1>«*} = Е а ^-
3£Q jtQ i e g j£Q з 

Лемма 4 доказана. 
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Лемма 5. В начале каждой итерации алгоритма при любом i вы­
полняется неравенство А,-^ 1 — | . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОТ противного. Пусть существует г такое, что 
А; > 1 — 4. Тогда 

Ф 

Y >Уг^ ефХ^ ;> e H ' W H :> еф~^ = 1. 

Противоречие с описанием алгоритма. Лемма 5 доказана. 
Лемма 6. Для любой итерации алгоритма при любом i выполняется 

неравенство ДА,- ^ | . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ определения алгоритма и леммы 4 следует, 

что на любой итерации t и любом i 

4 А 5пах0 У A m a x 0 0 
Лемма 6 доказана. 

Очевидным следствием этих двух лемм является 

Лемма 7. В процессе работы алгоритма при любом i выполняется 
неравенство А,• ̂  1. 

3.1. Оптимальность 
Теорема 1. При любом заданном е, О < е ^ 1, алгоритм находит 

е-оптимальное решение. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ леммы 2 следует, что алгоритм выполнит по 

крайней мере одну итерацию. Если по окончании итераций выполняется 
неравенство 

< ( 1 + б)Х, 
то, учитывая, что Ym\n > Y* — X*, где Y* — X* — значение оптимума 
двойственной и прямой задач соответственно, получаем 

Х*Атах < (1 + е)Х. 

В противном случае, если L — номер последней итерации, то 

t i 

Согласно лемме б имеем фАХ( ^ £ ^ 1. Используя неравенство ех ^ 
1 + (1 + х)х, верное для 0 ^ х ^ 1, получаем 

YL $ Е у ^ 1 + ( х + ^ A A > ) = yL~l + (1+ОФ^У^1 Е AX^J 

jeQ i jeQ 
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Согласно лемме 3 при любом j E Q имеем 

о,- ^ S(l + /i) ^ min ^T а^у{{\ + /i). (5) 

Значение допустимого решения двойственной задачи не меньше значе­
ния оптимума, т. е. при любом j £ Q из неравенства 

YL 

>Y* = X* min]T>.-j2// 
•? i 

следует неравенство 

L У" 
J£Q a N y 7 ( ! + M) 

(напомним, что X* = У* — значение оптимального решения). Поэтому 
по индукции получаем 

*( I+Q(I+M) V Д*. • 

t 

- ( т е *лтах
 w \е х* "А - т е f ** Л % 

где X — Ys(xf ~ х°) — Yl Y, ^Х) — е щ е и е нормированное на Лтах зна-
з t J 

чение найденного алгоритмом решения (]Г — суммирование по итера-
t 

циям). Логарифмируя последнее выражение, получаем 

С другой стороны, согласно лемме 7 по окончании алгоритма имеем 
^тах ^ 1- ПОЭТОМУ 

Х*Хтах < ф{\ + 0 ( 1 + ц) = # 1 + 0 ( 1 + /х) 
X "" V - 2 b m (/>-(21nm + 0 

(l + e)(21nm + 0 ( 1 + Ш + /*) 
(2In m + 0 ( 1 + e) - (2 In m + 0( (1 + 0 - (1 + 0 ( 1 + A*)) 

(21ппг + 0(1 + 0(1 + ^) ^ - 2 
^ + J(21nm + 0 ( 1 + 0 ( 1 + M) « 

£ 2 
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Таким образом, учитывая максимальную мультипликативную по­
терю точности при переходе к специальной форме, получаем, что отно­
шение значения найденного решения задачи в специальной форме, нор­
мированного на атах , к оптимуму исходной задачи в форме (1) не меньше 

1 - ^е __ к - е _ к — е _ 1 
1 + *^е- £ " к + (к - 1)е - е2 - (к-е) + е(к-£) ~ 1 + е' 

Теорема 1 доказана. 

3.2. Оценка максимального числа итераций 

Теорема 2. Общее число итераций алгоритма, не превосходит 
0 ( £ - 4 l o g 3 ( ^ ) ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Оценим максимальное число увеличений одного 
Xj за время выполнения алгоритма. Обозначим это число через I. Со­
гласно лемме 7 имеем 

1 Л I n m / £ \ 7
 r j&n 

-xj^l => ( i + l ) < 7 ^ /^i0g *f—. 
7 фп \ ф/ 1+* Inm 

Таким образом, 

1 < 1 о ^+4 TTZ = ° 7 1 п - Т ^ Г 1 = ° ^ __<г_,л 1п 

* Inm \ f Inm / \ f (̂  — f — А*) e - £ - /i 
ln m mn 

2 

= 0 l fF^o i n ?FT^) l (6) 

Теперь оценим число фаз, рассмотрев изменение а при выполнении ал­
горитма. Из определения алгоритма и леммы 3 следует, что во время 
работы алгоритма выполняются неравенства 

a ^ mm У] а0"№ ̂  У2 У{ == У < 1' (7) 

a ^ m i n a 0 ^ -е~ф. (8) 
i 7 

С другой стороны, с каждой фазой величина а увеличивается по крайней 
мере в l + /i раз. Таким образом, из (7) и (8) получаем 

= °(; 1 , mn\ ^-(-a*-*)- (9) 
Из определения алгоритма следует, что на каждой фазе переменная xq 
увеличивается в каждой итерации этой фазы. Следовательно, согласно 
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(6) число итераций в течение одной фазы не превосходит / . Комбинируя 
(6) и (9), получаем, что общее число итераций не превосходит 

' l n m - l n ^ - l n 
Q I £2____..са(£-Л-^) 

или 
- 4 i _ 3 0(s'4log3(mn/s)). (10) 

Теорема 2 доказана. 

3.3. Оценка числа арифметических операций 

Теперь установим верхнюю оценку общего числа арифметических 
операций, выполненных при работе алгоритма, что определяет верхнюю 
оценку времени работы последовательной реализации. 

Теорема 3. Вычислительная сложность алгоритма не превосходит 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ определения алгоритма следует, что вычис­
лительная сложность (количество арифметических операций) одной ите­
рации равна 0(m\Q\). Пусть |Q*| — число увеличений компонент х на 
итерации t. Обозначим через Z число увеличений компонент х за время 
работы алгоритма, т. е. 

t 

Число фаз обозначим через F. Согласно (9) имеем 

F = 0(e-2hi(mn/e)). (11) 

Вычислительная сложность алгоритма складывается из вычисли­
тельной сложности Sp всех выполнений процедуры Phase без учета вы­
числительных затрат процедуры Iteration, куда входят выбор а и пе­
ресчет otj после завершения вызовов процедуры Iteration, и вычисли­
тельных затрат Sj на выполнение процедуры Iteration. 

Итак, вычислительная сложность S алгоритма равна 

SF + £/ = O(mn) • F + 0(m) • Z. (12) 

Осталось оценить Z. Использовав оценку числа изменений j-и компо­
ненты х (обозначим ее Zj) из (6), получаем 

Zj ^0(e-2ln2(mn/e)). 

Следовательно, 
Z ^0(e-2nln2(mn/e)). (13) 
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Из (11)—(13) получаем 

S ^ 0(тп) • 0(е-2Ы(тп/е)) + 0(т) • 0(е'2пЫ2(тп/е)). 

Итак, вычислительная сложность S алгоритма не превосходит 

0(е~2тпЫ2(тп/е)). (14) 

Теорема 3 доказана. 

3.4. Параллельная сложность алгоритма 

Приведем оценки параллельной сложности предложенного алгорит­
ма. Будем рассматривать модель EREW PRAM, в которой различным 
процессорам разрешается запись и чтение только из различных ячеек 
памяти. 

Теорема 4. При фиксированном е параллельная сложность алго­
ритма не превосходит 0((logmn)4). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Учитывая полученную оценку числа итераций 
из (10), остается оценить параллельную сложность одной итерации. 
В каждой итерации необходимо найти А,- и о,- при любых % и j , что, 
по сути, есть задача сложения O(N) чисел (N — число ненулевых эле­
ментов матрицы ограничений) a^Xj и а^у{ (так как А,- и о, являются 
частичными суммами соответствующих наборов чисел). Понятно, что 
О (га) независимых операций вычисления экспоненты не изменят полу­
ченных оценок. Используя метод сдваивания, параллельную сложность 
итерации можно оценить сверху величиной 

0(logN) = 0(logmn). (15) 

Учитывая оценки (10), (15), получаем, что при фиксированном е 
параллельная сложность алгоритма не превосходит 

O(logmn) • О (е~4 log3 (mn/e)) = O((logmn)4). 

Теорема 4 доказана. 

4. Результаты вычислительного эксперимента 

Предложенный алгоритм был реализован в последовательной и па­
раллельной версиях. Тестовые задачи ПЛП генерировались программой, 
которая, получив на вход число переменных, число ограничений и число 
ненулевых элементов в матрице ограничений, порождала в стандартной 
форме описание прямой ПЛП-задачи, удовлетворяющей входным дан­
ным. Месторасположение и значения ненулевых элементов матрицы 
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выбирались случайным образом. Точное решение для генерируемых 
ПЛП-задач находилось с помощью программных продуктов LPSOLVE 
(симплекс-метод) и РСх (метод внутренней точки). Для сравнения были 
реализованы некоторые другие алгоритмы приближенного решения за­
дач ПЛП. 

Приведем список алгоритмов, используемых в тестировании и срав­
нении: 

• LPSOLVE — точное решение задачи ЛП с помощью симплекс-
метода (автор М. Berkelaar); 

• Р С х — точное решение задачи ЛП методом внутренней точки 
(авторы J. Czyzyk, S. Mehrotra, S. J. Wright); 

• GK98 — алгоритм для приближенного решения задачи ПЛП, 
описанный в [4]; 

• BBR97 — алгоритм для приближенного решения задачи ПЛП, 
описанный в [3]; 

• P L P A P X F — предложенный алгоритм для приближенного ре­
шения задачи ПЛП, описанный в разд. 3.3. 

Были проведено много вычислительных экспериментов, заключав­
шихся в решении описанных тестовых задач с различными параметрами 
точности е. Некоторые результаты приведены в табл. 2-8. 

Для алгоритмов P L P A P X F , BBR97, GK98 приведены таблицы, 
сравнивающие число итераций при нахождении решений для одних и тех 
же входных данных. Это сделано потому, что число итераций алгоритма 
зависит не от качества реализации алгоритма, а от его определения. 
Кроме того, вычислительные сложности каждой итерации алгоритмов 
P L P A P X F , BBR97, GK98 приблизительно одинаковы (перерасчет ле­
вых частей ограничений прямой и двойственной задач и соответствую­
щая модификация переменных). 

Т а б л и ц а 2 
Число итераций алгоритмов BBR97, GK98, PLPAPXF 

в зависимости от параметра требуемой точности е 
для квадратной матрицы порядка 100 с 1500 ненулевыми элементами 

Алгоритм 

BBR97 
GK98 

PLPAPXF 

е=0.07 

493600 

75441 

8342 

£=0.08 

372257 

57382 

6878 

£=0.09 

288335 

45039 

5673 

е=0.1 

229155 

36238 

4797 

£=0.12 

153789 

24824 

3530 

£=0.14 

109627 

17985 

2725 

£=0.16 

82277 

13574 

2226 

£=0.18 

64288 

10569 

1829 

£=0.2 

51698 

8433 

1502 
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Т а б л и ц а 3 
Число итераций алгоритмов BBR97, GK98, P L P A P X F 

в зависимости от параметра требуемой точности £ 
для квадратной матрицы порядка 160 с 6400 ненулевыми элементами 

Алгоритм 

B B R 9 7 

G K 9 8 

P L P A P X F 

£=0.07 

680519 

50963 

12986 

е=0.08 

508709 

38757 

9192 

5=0.09 

390819 

30416 

6633 

£ = 0.1 

307213 

24469 

5389 

£=0.12 

202122 

16757 

3890 

£=0.14 

143977 

12137 

2996 

£=0Л6 

108768 

9157 

2371 

£=0.18 

84736 

7128 

1916 

£=0.2 

67787 

5686 

1565 

Т а б л и ц а 4 
Число итераций алгоритмов BBR97, GK98, P L P A P X F 

в зависимости от параметра требуемой точности е 
для квадратной матрицы порядка 200 с 6000 ненулевыми элементами 

Алгоритм 

B B R 9 7 

G K 9 8 

P L P A P X F 

£=0.07 

631882 

89634 

12203 

£=0.08 

466016 

68173 

9423 

£=0.09 

358439 

53504 

7456 

£=0.1 

284872 

43045 

6188 

£=0.12 

191400 

29483 

4478 

£=0.14 

136056 

21357 

3447 

£=0.16 

101640 

16117 

2738 

£=0.18 

78700 

12548 

2292 

£=0.2 

62457 

10011 

1951 

Т а б л и ц а 5 
Число итераций алгоритмов GK98, P L P A P X F 

в зависимости от параметра требуемой точности £ 
для квадратной матрицы порядка 300 с 22500 ненулевыми элементами 

Алгоритм 

GK98 

P L P A P X F 

£=0.07 

56416 

18465 

£=0.08 

42900 

13733 

£=0.09 

33665 

10566 

£=0.1 

27079 

8336 

£=0.12 

18541 

6135 

£=0.14 

13426 

4686 

£=0.16 

10128 

3610 

£=0.18 

7882 

2885 

£=0.2 

6286 

2380 

Т а б л и ц а 6 
Число итераций алгоритмов GK98, P L P A P X F 

в зависимости от параметра требуемой точности £ 
для квадратной матрицы порядка 500 с 62500 ненулевыми элементами 

Алгоритм 

GK98 

P L P A P X F 

£=0.07 

61685 

21162 

£=0.08 

46902 

16398 

£=0.09 

36800 

12708 

£=0.1 

29598 

10153 

£=0.12 

20260 

7110 

£=0.14 

14667 

5592 

£=0.16 

11061 

4406 

£=0.18 

8606 

3477 

£=0.2 

6861 

2765 
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Т а б л и ц а 7 
Число итераций алгоритмов GK98, PLPAPXF 

в зависимости от параметра требуемой точности е 
для квадратной матрицы порядка 1000 с 250000 ненулевыми элементами 

Алгоритм 

G K 9 8 

P L P A P X F 

£=0.07 

67755 

31198 

е=0.08 

51512 

24378 

£=0.09 

40413 

18623 

£=0.1 

32500 

14862 

£=0.12 

22243 

10309 

£=0.14 

16099 

7611 

£=0.16 

12139 

5854 

£=0.18 

9442 

4771 

£=0.2 

7526 

3905 

Т а б л и ц а 8 
Время выполнения (в секундах) алгоритмов точного решения задачи ЛП 

LPSOLV, РСх и алгоритма P L P A P X F при е £ {0.1,0.2} в зависимости 
от размера и числа ненулевых элементов матрицы ограничений с параметрами 

<число строк> х <число столбцов> х <число ненулевых элементов^ 

Алгоритм 

L P S O L V 

P C X 

P L P A P X F 
£ = 0.1 

P L P A P X F 
£ = 0.2 

100x100x1500 

2.48 

1.16 

4.34 

1.47 

160x160x3840 

17.47 

3.53 

10.84 

3.79 

200x200x6000 

33.14 

5.91 

17.48 

6.35 

700x700x122500 

326.80 

620.06 

215.52 

1000x1000 
x250000 

7014.07 

1202.80 

513.79 

Зависимость числа итераций алгоритмов BBR97 и P L P A P X F от 
е — параметра требуемой точности решения приведена в табл. 2-4. 
Видно значительное преимущество алгоритма P L P A P X F над алгорит­
мом BBR97, причем обратная зависимость числа итераций от е у алго­
ритма P L P A P X F выражена не так сильно, как у алгоритма BBR97. 
Заметим, что алгоритмы BBR97 и P L P A P X F имеют субполиномиаль­
ные верхние оценки числа итераций (см. разд. 2 и 3.2). 

Зависимость числа итераций алгоритмов GK98 и P L P A P X F от 
е — параметра требуемой точности решения приведена в табл. 2-7. 
Превосходство алгоритма P L P A P X F над алгоритмом GK98 не столь 
значительно, как над алгоритмом BBR97. В отличие от алгоритма 
P L P A P X F алгоритм GK98 не имеет субполиномиальной верхней оцен­
ки числа итераций (см. разд. 2), причем существуют входные данные, 
на которых число итераций алгоритма GK98 равно полиномиальной 
оценке. 

В табл. 8 приведена зависимость времени приближенного решения 
алгоритмом P L P A P X F задачи ПЛП с параметрами точности е G {0.1,0.2} 
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и времени точного решения задачи с помощью алгоритмов LPSOLVE 
и РСх. 

На основании проведенных наблюдений можно сделать следующие 
выводы. 

1. Время работы и число итераций алгоритма PLPAPXF сущест­
венно меньше времени работы и числа итераций алгоритмов 
GK98 иВВК97. 

2. При е ~ YQ выигрыш по времени над алгоритмами точного реше­
ния задачи ПЛП начинается с задач, задаваемых квадратными 
матрицами ограничений порядка 100. 

5. Комментарий к статье [3] 

Алгоритм приближенного решения задачи ПЛП из [3] приведен 
в табл. 9. Мы привели его, чтобы анализировать вывод оценки мак­
симального числа итераций данного алгоритма из [3], используя ориги­
нальные обозначения. Здесь мы укажем на то место из [3], которое, по 
нашему мнению, содержит ошибку. Итак, в разд. 4.3 «Running Time» 
из [3] в конце доказательства верхней оценки числа итераций в одной 
фазе приводится следующее равенство: 

o(e~^ln(e^ljmn) + ln(jm)) = о(е~1 Ы(^т)\п(е~1^тп)\. (16) 

Однако из описания алгоритма (см. табл. 9) следует, что 

ф = (p + 6)(Q + pln(Q + pln(2pQ)))> Q = П(р1п(7ше£)) = fyr^lnfrm)). 

Следовательно, равенство (6) должно выглядеть следующим образом: 

о(е-1ф\ъ(е-11тп) + \ъ(1т)\ = о((ге)'1Ы(^т)1а(е''1'утп)\ (17) 

В [3] говорится о том, что число итераций не превосходит 

0(r~le~2 log2(7?n) logfr тп/е)). 

При г « е эта оценка преобразуется в оценку 

0(е~3 log2(7?n) \og(^mn/e)), 

что в - раз лучше, чем оценка числа итераций из [7], о чем и было 
упомянуто в [3]. С учетом обнаруженной ошибки при г « е справедлива 
следующая оценка числа итераций алгоритма из [3]: 

0(s"4 log2(7m) log^mn/e)), 

что асимптотически эквивалентно оценке числа итераций алгоритма 
из [7]. 
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Т а б л и ц а 
Последовательный алгоритм из [3] 

procedure Round-Update() 

{Vi K-J^atJyj] 
з 

V i Xi = •-*$*; 

i 

procedure Initialize() 

{ /* I, = {» | at] > 0} */ 

/* /, = {г | a0- > 0} */ 
6 = (l+e)2; p = l ; Q = />ln(67mC<); 
ф = (г + 6)(Q + p\n(Q + P\n(2pQ))); 
ф = т; ^ F = 6 m ^ 7 e x p ( ^ ) ; 

Vi n, = YJ aH> W, «j = maxn,; y3• = ^ } ; 
i e ^ 

Algorithm LP() 
{ call InitializeQ 
repeat until (ф > фР) { /* Phase */ 

call Round-Update() 

repeat until (mino,- ^ l) { /* Iteration */ 

^j,if(aJ<l)thenyJ=yJ(l+^) 

call Round-Update( ) | 

ф = ф(1 + е)} 

\/j output у A 
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