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УДК 519.72 

О РАЗБИЕНИЯХ КОДОВ ХЕММИНГА 
НА НЕПЕРЕСЕКАЮЩИЕСЯ КОМПОНЕНТЫ*) 

С. А. Малюгин, А. М. Романов 

Получены необходимые и достаточные условия непересекаемости 
компонент двоичного кода Хемминга. Найдены новые разбиения ко­
дов Хемминга на непересекающиеся компоненты, дающие более общую 
конструкцию нелинейных кодов. 

Введение 

В га-мерном векторном пространстве Еп над полем Галуа GF(2) 
рассматривается подмножество векторов С, которое называется кодом 
длины га. Векторы, принадлежащие коду, называются кодовыми сло­
вами. Расстояние Хемминга d ( x , y ) между векторами х £ Еп и у £ Еп 

равно числу координат, в которых векторы х н у различаются. Наи­
меньшее возможное расстояние d между двумя кодовыми словами на­
зывается минимальным кодовым расстоянием. Код С с минимальным 
кодовым расстоянием d = 2е + 1 называется совершенным, если для лю­
бого вектора х £ Е" существует единственное кодовое слово с £ С такое, 
что d(x, с) ^ е. 

В статье рассматриваются совершенные двоичные коды с минималь­
ным кодовым расстоянием 3. Известно, что такие коды существуют 
лишь при га = 2к — 1, где к = 1 ,2 , . . . Код называется линейным, если 
его слова образуют линейное подпространство в Еп. Линейные совер­
шенные коды с минимальным кодовым расстоянием 3 называются ко­
дами Хемминга. Существует единственный с точностью до изомор­
физма (перестановки координат) код Хемминга длины га. Известны 
также нелинейные совершенные коды с параметрами кода Хемминга. 
Впервые такие коды были предложены в [3]. Имеются и другие способы 
построения нелинейных совершенных кодов [2, 4, 5, 12, 14-16, 19, 20]. 

*) Исследование первого автора выполнено при финансовой поддержке Рос­
сийского фонда фундаментальных исследований (проект 99-01-01531) 
и Федеральной целевой программы «Интеграция» (объединенный проект 
АО-110). 
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В [2, 6, 8] получена более общая конструкция, чем в [3], что дало воз­
можность повысить нижнюю оценку числа нелинейных кодов. Но коды, 
получаемые с помощью конструкций из [2, 6, 8], имеют ранг, не превы­
шающий га — log(ra + 1) + 2 (рангом кода С называется размерность наи­
меньшего подпространства, содержащего С). Поэтому в серию, содержа­
щую большую часть известных в настоящее время нелинейных кодов, не 
попадают такие интересные коды, как коды полного ранга (ранга, рав­
ного га) [16], коды с тривиальным ядром [11, 17, 21], коды с тривиаль­
ной группой автоморфизмов [13, 18], несистематические коды [1, 10, 22]. 
В настоящей статье предлагается более общая конструкция, содержащая 
указанные выше типы нелинейных кодов. 

1. Обозначения и основные определения 

Пусть Нп — код Хемминга длины га. Сумму векторов u, v £ Еп 

будем обозначать через и ® v . Базисный вектор, в котором г-я коор­
дината равна единице, обозначаем через ег-, г = 1 , . . . , га. Символом О 
обозначаем нулевой вектор. Множество ненулевых координат вектора 
и £ Е" будем называть носителем этого вектора и обозначать через [и]. 
Количество элементов в [и] называем весом вектора и. 

Рассмотрим следующее представление кода Хемминга. Каждому 
номеру г = 0 , . . . ,га поставим в соответствие вектор ( г 1 5 . . . ,ik) £ Ek 

(k = log(ra + 1)), представляющий число г в двоичной системе счисления. 
Рассмотрим множество Нп, состоящее из всех векторов и £ Е" таких, 
что ф { г | г £ [и]} = 0. Известно, что Н" является кодом Хемминга. 
Пространство Ек \ {0} = { 1 , . . . , га} можно рассматривать как конечную 
(к — 1)-мерную проективную геометрию PGk-i(2). 

В коде Н" рассмотрим вектор h такой, что носитель [h] есть 
(к — 2)-мерная плоскость в PGk-i(2). Поэтому [h] состоит из т = 
(га — 1)/2 элементов и все такие множества образуют одну орбиту О^ 
длины га относительно группы перестановочных автоморфизмов кода 
Н". Обозначим через Hm(h) множество всех векторов и £ Н" таких, 
что [и] С [h]. Очевидно, что Hm(h) образует в Н" подкод Хемминга 
предыдущей размерности (в том смысле, что если во всех векторах из 
Hm(h) удалить координаты с номерами, не принадлежащими [h], то по­
лученное множество векторов образует код Хемминга в пространстве 
размерности гаг = (га — 1)/2) . 

В коде Хемминга Н" рассмотрим такое подпространство i?,, порож­
денное всеми векторами и веса 3, что г £ [и]. Всевозможные смежные 
классы вида Щ = i?8- ® u (и £ Н") представляют собой совокупность 
всех г-компонент кода Хемминга Нп, г = 1 , . . . , га. 
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Если Si,..., Sm — попарно непересекающиеся подмножества кода С 
такие, что Sp является ^-компонентой кода С при каждом р = 1 , . . . , то, 
то множество 

C'=(c\\JSp)u(\J(Sp®eir)) 

является совершенным кодом (см. [21]). 

2. Условия непересекаемости компонент кода Нп 

Пусть i (fc [h]. Единственный вектор v G Д"П Л т ( Ь ) будем называть 
Л т (Ь)-представителем компоненты Д". Это означает, что RJf]Hm(h) = 
{v} . Нашу основную задачу теперь можно переформулировать следую­
щим образом. Какие координаты iq (£ [h] следует поставить в соответст­
вие векторам uq £ Hm(h), чтобы все компоненты Д"9 (q = 1 , . . . ,р) 
были попарно непересекающимися? Для решения этой задачи важно 
иметь критерий непересекаемости компонент в терминах координат iq 

и Л™ (^-представителей uq. 

Л е м м а 1. Для любьгх i,j (£ [h] и u, v £ Hm(h) компонентьг Д" и RJ 
не пересекаются тогда и только тогда, когда u Q) v (£ Rk П Hm(h), где 
k = i®j. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как k = i 8 j , то Rk с Ri 8 Rj (см. [2]). 
Следовательно, RknHm(h) С ( Д ; 0 ^ ) п Я т ( Ь ) . Множество Rk П Я т ( Ь ) 
является /г-компонентой в коде Hm(h), которую обозначим через Rk(h). 
Для любого v £ Hm(h) множество RJ f]Hm(h) одноэлементное. Поэтому 

Ri 8 Д*(Ь) = U {Ri 8 v : v £ Rk(h)} С Дг 8 Д* = Д,- 8 Д, 

По формулам из [2] получаем равенство мощностей |Дг- 8 Д/ | = |Дг | X 
|Д^(Ь)| = 2 ^ . Следовательно, (Дг- 8 Rj) П Д т ( Ь ) = Д^(п). Оста­
лось только заметить, что компоненты Д" и ДJ не пересекаются тогда 
и только тогда, когда и 8 v ^ Дг- 8 Д/ • Лемма 1 доказана. 

Для га = 15 критерий упрощается и в точности показывает, что 
условие непересекаемости Романова [9], которое является достаточным 
для всех га ^ 15, в этом случае является и необходимым. Теперь элемент 
h следует брать из орбиты 0\ кода Л 1 5 . 

Л е м м а 2. Пусть u , v £ H7(h) п i,j (£ [h] (i ф j). Компоненты Д" 
и RJ имеют пустое пересечение тогда и только тогда, когда множество 
[и 8 v] \ {к} содержит нечетное число элементов, где к = i 8 j -

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Достаточность условия непересекаемости ком­
понент доказана в [9, лемма 4]. Поэтому проверим только необходимость 
этого условия. 
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Допустим, что множество [u © v] \ {к} состоит из четного числа 
элементов. Тогда это множество является либо кодовой тройкой (т. е. 
носителем кодового слова веса 3), содержащей к, либо кодовой четвер­
кой, не содержащей к, либо кодовой семеркой [h]. Такой набор вместе 
с нулем представляет, очевидно, /г-компоненту -Rfc(h) кода H7(h). В силу 
леммы 1 пересечение компонент i?" и RJ непусто. Лемма 2 доказана. 

3. Разбиения кодов Х е м м и н г а 
на непересекающиеся компоненты 

Построим некоторые разбиения кода Хемминга Н" длины га = 2к — 1 
(к ^ 5) на непересекающиеся компоненты. 

Пусть u G Hn, i,j £ { 1 , . . . , га}, i ф j , к = iQj. Следуя [2], множество 
Щ. к = Щ ф R- ф и будем называть (i,j, к)-компонентой. Известно, что 
это множество не зависит от перестановки индексов г, j и к. 

Л е м м а 3 . Пусть вектор h £ Нп принадлежит орбите 0х
т (то = 

(га — 1)/2) , и пусть Hm(h) является подкодом кода Нп размерности то. 
Если в Hm(h) имеется система попарно непересекающихся компонент 
i?" 9(h) , uq £ Hm(h), iq £ [h], q = 1 , . . . ,p, то при фиксированной коорди­
нате t (fc [h] компоненты -R"9,- t, где j q = iqQt,q=l,...,p, тоже попарно 
не пересекаются. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Из доказательства леммы 1 имеем 

Rl'tjq>t = Rt 8 Д"9 = U [Rt 8 v : v £ R^(h)} . 

Отсюда непосредственно следует, что при различных q эти множества 
не пересекаются. Лемма 3 доказана. 

Из леммы 3 следует, что, разбивая каждую из непересекающихся 
компонент i?"9,- f либо на «„-компоненты, либо на ^-компоненты, либо 
на ^-компоненты, мы получим в коде Нп новую систему попарно непере­
секающихся компонент по координатам iq, j q , t (q = 1 , . . . ,p). 

Назовем г-компоненту Rf кода Hn антиподалъной г-компоненте RJ, 
если существует вектор w £ i?"®v П 0^ такой, что г ^ [w]. В [7] дока­
зано, что если при i ф j компоненты i?" и RJ кода Н" не пересекаются 
и компонента RJ антиподальна к Д", то компоненты RJ и RJ тоже не 
пересекаются ([7, лемма 8]). 

Добавляя при необходимости антиподальные компоненты к перво­
начальной системе непересекающихся компонент i?" 9(h) , можно до­
биться, чтобы в новой системе компонент кода Н" присутствовали как 
^-компоненты, так и ^-компоненты. Следовательно, в системе компо­
нент кода Нп будет задействовано одновременно по крайней мере 2р 
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координат. Если же в исходной системе компонент кода Нт(Ъ.) для 
некоторого i = iq существуют по крайней мере две неантиподальные 
различные г-компоненты, то в коде Н" построим систему непересекаю­
щихся компонент, в которой задействованы все 2р + 1 координат iq, j q , 
t (q = 1 , . . . ,p). Из этой же леммы и так называемых (8 X 2)-разбиений, 
(4 X 4)-разбиений, (2 X 8)-разбиений кода Н15 [7, 9, 10] легко получить 
серию разбиений кода Н" на компоненты для любого га = 2к — 1 (к ^ 5). 

Теорема . Для любого га = 2к — 1 (к ^ 4) и любого I такого, что 
1 ^ / < k = log(ra + 1), существует разбиение кода Хемминга Н" на 
i-компонентьг (1 ^ i ^ 2 ;), в котором при каждом г, 1 ^ г ^ 21, имеется 
2^~~k~l г-комнонент. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим только случай / = к — 1. Доказы­
вать будем индукцией по к. Для к = 4 в качестве базы индукции рас­
смотрим любое (8 X 2)-разбиение кода Н15. Пусть теперь дано любое 
к ^ 5 и имеется разбиение кода Нт (то = (га — 1)/2, га = 2к — 1) на компо­
ненты по координатам р + 1 , . . . , то (р = (то — 1)/2) . В коде Нп рассмот 
рим подкод Hm(h), где [h] = { 1 , . . . ,р} U {то + 1 , . . . , то + р } . Будем счи­
тать , что этот подкод разбит на компоненты i?" 9(h) , где iq принимают 
значения из множества { т о + 1 , . . . , то+р}. Полагаем t = р + 1 . Теперь для 
каждого гд одну половину компонент -R"9,- t разбиваем на ^-компоненты, 
а другую половину — на j^-компоненты кода Hn (jq = iq ® t). Полу­
чаем требуемое разбиение, так как j q пробегает множество координат 
{то + р + 1 , . . . , га}. Теорема доказана. 
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