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О СВЯЗИ НИЖНИХ ОЦЕНОК СЛОЖНОСТИ СХЕМ 
ИЗ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ С ЗАДАЧЕЙ 

О МИНИМАЛЬНОМ ПОКРЫТИИ 

К. Л. Рынков 

Приводится обобщение и более «прямое» доказательство теоремы 
А. А. Разборова [6] о сведении нижних оценок сложности схем из функ­
циональных элементов в базисе {V,A,-i} к задаче «минимальное по­
крытие». 

Введение 

Рассматриваются схемы из функциональных элементов в базисе 
{V, Л}, на входы которых кроме переменных ж ь . . . ,хп подаются также 
отрицания переменных x~i • • • ,хп. Определение понятия схемы из функ­
циональных элементов можно найти в [1]. Под сложностью L(f) буле­
вой функции / в данном классе схем понимается минимальное число 
функциональных элементов V,A (т. е. дизъюнкторов и конъюнкторов), 
необходимое для реализации функции / схемами из данного класса. Из­
вестно (например, [2]), что сложность булевой функции в указанном 
классе схем превышает сложность той же функции в классе «обыч­
ных» схем из функциональных элементов в базисе {V, Л, -i} не более чем 
в два раза. 

А. А. Разборовым [6] доказано следующее утверждение. Пусть 
f(xi,... , хп) — отличная от константы булева функция; Е" — множест­
во всех двоичных наборов длины п; А? — множество нулей функции / 
(т. е. множество наборов из Е", на которых / равна 0) и N) — множество 
единиц функции / (т. е. множество наборов из Е", на которых / равна 
1); Аг

£, где е £ {0 ,1} , — множество наборов из Е", задаваемое уравне­
нием жj = е. Для набора /3 = ( / 3 l 7 . . . ,/3n) £ N) через J ^ обозначим 
множество монотонно неубывающих функционалов F : &(№Л —^ {0 ,1} , 
определенных на всех подмножествах множества А? и удовлетворяющих 
условиям 

F(N° П XI) = /Зг, F(N° П Х°) = /3,- 8 1; г = 1, 2 , . . . , п. 
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Через & обозначим \\ J ^ . Каждой паре (А, В), где А, В С А? , поста-
f>€N} 

вим в соответствие множество функционалов 

ё(А, В) = {F G & | F(A) = F(B) = 1, F(A П В) = 0}. 

Положим А = {6(А, В) | А, В С А ? } . Через r(J^") обозначим мощность 
минимального покрытия множества & элементами из А. Пусть LA(f) 
обозначает минимальное число конъюнкторов , необходимое для реали­
зации функции / в рассматриваемом классе схем (число дизъюнкторов 
не ограничено). 

Т е о р е м а 1 ( А . А . Разборов) . Для любой отличной от константы 
булевой функции f справедливо неравенство 

Кроме того, в [6] доказано существование таких положительных кон­
стант С! и с2, что для любой булевой функции f от п существенных 
переменных такой, что L(f) ^ Ciii3, справедливо также неравенство 

г(^) ;> c2(L(f)Y'3. 

Поэтому по крайней мере для достаточно сложных булевых функций 
/ , существенно зависящих от всех переменных, соответствующее мно­
жество функционалов & заведомо непусто, а величина r(J^") не слишком 
сильно отличается от L(f). 

Теорема 1 доказана в [6] при помощи метода аппроксимаций, что 
обусловлено, по-видимому, целями статьи — показать сильные и сла­
бые стороны метода. Несомненно, теорема 1 представляет интерес сама 
по себе, вне зависимости от метода аппроксимаций. Кроме того, за­
служивает внимания и более «прямое», без использования этого метода, 
доказательство теоремы. 

В настоящей статье теорема Разборова формулируется в несколько 
более общем виде и приводится ее «прямое» доказательство. Отме­
тим, что это доказательство напоминает доказательство аналогичной 
теоремы для контактно-вентильных схем, приведенное в [3]. Укажем 
также на родство этих двух теорем и теоремы Храпченко для сложнос­
ти параллельно-последовательных контактных схем (формул в базисе 
{V,A,-.})[5,4]-

Обобщение касается снятия части ограничений на множество функ­
ционалов &. Кроме того, утверждение теоремы Разборова дополня­
ется аналогичным неравенством для Lw(f). А именно для набора /3 = 
( /? i , . . . ,/3n) G Nj через J^x обозначим множество отличных от констант 
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монотонно неубывающих функционалов F : &(№Л —^ {0 ,1} , удовлетво­
ряющих условиям 

F(N° П Xf") = 1; г =1,2,...,п. 

Пусть J^A = (J ^ д . Каждой паре (А, 5 ) , где А, В С JV?, поставим 
/36JV) 

в соответствие множество функционалов 

6А(А,В) = {F G ^ Л | F (A) = F ( 5 ) = l , F ( A n 5 ) = 0}. 

Положим АЛ = {SA(A,B) | А, В С iVj?}. Через r(J^A) обозначим мощ­
ность минимального покрытия множества ,^А элементами из А Л . 

Аналогично для набора а = ( о ^ , . . . ,ап) £ N°. через J&" обозначим 
множество отличных от констант монотонно невозрастающих функци­
оналов F : 3s(N)) —^ {0 ,1} , удовлетворяющих условиям 

F(NJnXrm) = l; г = 1,2,...,п. 

Пусть J^v = IJ J&". Каждой паре (C,D), где C,D С Nj, поставим 
«GJV° 

в соответствие множество функционалов 

6W(C, D) = { F e ^ \ F(C) = F(D) = 1, F(C U D) = 0}. 

Положим A v = {6W(C, D) | C, D С Nj}. Через r(J^v) обозначим мощ­
ность минимального покрытия множества J^v элементами из Д v . Пусть 
Lw(f) обозначает минимальное число дизъюнкторов, необходимое для 
реализации функции / в рассматриваемом классе схем (число конъюнк-
торов не ограничено). Ниже доказывается следующая 

Т е о р е м а 2. Для любой отличной от константы булевой функции f 
справедливы неравенства 

LA(J) > Ф^л), Lv(f) 2 r(^v). 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть схема S реализует булеву функцию 

f(xi,... , хп). Каждому конъюнктору схемы S по некоторому заданному 
правилу поставим в соответствие элемент из множества А л и покажем, 
что совокупность таких элементов является покрытием множества ,^А. 
Этим будет доказана справедливость первого неравенства теоремы. 

Зададим это правило. Для каждой вершины v схемы S обозначим 
через <*pv(xi,... ,xn) булеву функцию, которая реализуется в этой вер­
шине, и через Av — подмножество JV? П (/о~1(1) множества iVj?. Отме­
тим, что если v — выход схемы S, то Av = Nj П / _ 1 ( 1 ) = 0 ; если 
v — входная вершина, помеченная переменной жг-, то Av = Nj П Xj; 
если v — входная вершина, помеченная переменной с отрицанием жг-, то 
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Av = Nj П Х°. Пусть вершина v помечена символом Л и вершины s,t — 
родители вершины v (из вершин s,t ведут ориентированные дуги в вер­
шину v). Тогда по определению конъюнктору v ставится в соответствие 
элемент SA(As,At) из множества А Л . 

Пусть F — произвольный функционал из множества 3~А. Опишем 
способ нахождения конъюнктора и схемы S, которому поставлен в со­
ответствие элемент множества А Л , покрывающий F. Пусть F £ 3А 

для некоторого /3 из Nj. Обозначим через V13 множество таких вершин 
v схемы S, что <-pv{ft) = 1, и через S13 подграф схемы S, порожденный 
множеством V13. Поскольку /(/3) = 1, выход схемы S заведомо принад­
лежит множеству V13, и поэтому граф S13 не пустой. Пусть С — про­
извольная максимальная (по включению) ориентированная цепь в графе 
S13, конечная вершина которой есть выход схемы S, и С удовлетворяет 
следующему условию: для каждой вершины v цепи С справедливо ра­
венство F(AV) = 0. Как было отмечено выше, если v — выход схемы S, 
то Av = 0 . Поэтому в таком случае F(AV) = 0 и, следовательно, ука­
занная цепь существует. Начальную вершину цепи С обозначим через 
и. Мы утверждаем, что вершина и является конъюнктором и элемент 
множества А Л , поставленный в соответствие этому конъюнктору, по­
крывает функционал F. 

Действительно, во-первых, вершина и не может быть входом схемы 
S. Если бы и была входом, то из равенства <-pu{ft) = 1 следовало бы, 
что этому входу приписана некоторая переменная х'\\ а это значит, что 
Аи = N°nX?'. Поэтому в силу условия, наложенного на цепь С, имели 
бы равенство F(Nj П Хг- ) = 0. Но это противоречит тому, что по опре­
делению множества J^x справедливо равенство F(Nj П Х[ ) = 1. 

Во-вторых, вершина и не может быть дизъюнктором. Иначе для 
родителей s ж t вершины и были бы справедливы соотношения 

<p,(f3)\/<pt(f3) = l; (1) 
As С Au,At С Аи. (2) 

Но тогда из (1) следует, что хотя бы одна из вершин s или / принадлежит 
графу S13, а из (2) и монотонности функционала F вытекает F(AS) = 
F(At) = 0. Отсюда и из отсутствия в схеме ориентированных циклов 
вытекает противоречие с максимальностью цепи С. Итак, вершина и 
является конъюнктором. 

Рассмотрим элемент множества А Л , поставленный в соответствие 
конъюнктору и. По определению этот элемент есть множество SA(As,At), 
где s,t — родители вершины и. Чтобы доказать, что F £ SA(As,At), 
нужно установить справедливость равенств F(AS) = 1, F(At) = 1 
и F(AS П At) = 0. Справедливость первых двух равенств следует из 
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максимальности цепи С и из того факта, что в силу равенств <-ps{ft) Л 
Lpt(P) = <-pu{ft) = 1 вершины s i ! принадлежат графу S13. Третье ра­
венство справедливо, поскольку Asf]At = Аи и F(AU) = 0. Итак, элемент 
множества А Л , поставленный в соответствие конъюнктору и, покрывает 
функционал F. Таким образом, первое неравенство теоремы доказано. 

Второе неравенство доказывается аналогично с той лишь разницей, 
что для каждой вершины v схемы S вместо подмножества Av множест-

def 

ва JV? рассматривается подмножество Bv = Nj П (/о~1(0) множества 
Nj; каждому дизъюнктору v схемы S ставится в соответствие элемент 
6w(Bs,Bt) множества A v , где s,t — родители вершины v; вместо графа 
S13, где /3 G Nj, рассматривается граф Sa, где а £ Nj, который по 
определению есть подграф схемы S, порожденный множеством вершин 

def 
Va = {v | (fv(a) = 0}. Теорема 2 доказана. 
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