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ОБ ЭНТРОПИИ КОМПОЗИЦИИ 
НАСЛЕДСТВЕННЫХ КЛАССОВ 

ЦВЕТНЫХ ГРАФОВ*) 

С. В. Сорочан 

Для конечного множества Q = {1, 2, . . ., </} рассматриваются 
g-цвётные графы, получающиеся в результате раскрашивания ребер 
полного неориентированного графа в q цветов. Для наследственных 
классов цветных графов, т. е. классов, замкнутых относительно уда­
ления и переименования вершин, исследуется поведение энтропии — 
предела при п —• оо отношения логарифма по основанию q числа 
п-вершинных g-графов, принадлежащих классу, к логарифму по осно­
ванию q числа всех п-вершинных g-графов. Рассмотрены некоторые 
специальные наследственные классы g-графов, названные композици­
ями, и получены значения, которые может принимать энтропия таких 
классов. Приведены основные свойства так называемых регулярных 
композиций наследственных классов д-графов. 

Введение 

В настоящей статье продолжается начатое в [4] исследование наслед­
ственных классов цветных графов и обобщаются некоторые результаты, 
полученные в [1] и [2] для наследственных классов обыкновенных графов. 

В [4] было введено понятие цветного графа, или q-графа. Такой 
граф возникает в результате раскрашивания ребер полного графа в q 
цветов. Точнее, если Q = {1, 2 , . . . , q} — множество цветов, то q-графом 
с множеством вершин V называется пара G = (V,g), где д : V^ —? Q, 
a V^ — множество всех неупорядоченных пар различных элементов 
множества V. Если д(х,у) = а, то пара (х,у) называется ребром цвета 
а. Для произвольного непустого множества М С Q через б'^(М) будем 
обозначать класс таких g-графов, что g(V^) С М. 

Обыкновенный граф можно рассматривать как 2-граф. Некоторые 
термины, применяемые для обыкновенных графов, естественным обра­
зом распространяются на цветные графы. Это относится, в частности, 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 00-01-00601). 
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к понятиям изоморфизма, порожденного подграфа и наследственного 
класса. 

Два цветных графа называются изоморфными, если существует би-
екция между множествами их вершин, сохраняющая цвета ребер. 

Подграф G' цветного графа G = (V,g), порожденный множеством 
V С V, это цветной граф (V',g'), где д' — ограничение д на V. Этот 
подграф обозначается через G {V). 

Класс J T ^ g-графов называется наследственным (или фрагментно 
замкнутым), если в нем содержится каждый g-граф, изоморфный под­
графу графа G £ Х^. 

Если V ж U — непересекающиеся множества, то двудольным q-гра-
фом с неупорядоченными долями V и U [4] называется тройка (V, U,g), 
где g : V X U —> Q. Иначе говоря, двудольный цветной граф возни­
кает в результате раскрашивания ребер полного двудольного графа в q 
цветов. Для непустого Р С Q множество всех двудольных д-графов 
с g(V X U) С Р будем обозначать через .^^ЦР). Определения изомор­
физма, подграфа и наследственного класса распространяются на дву­
дольные цветные графы очевидным образом. Двудольный подграф за­
данного g-графа G, порожденный долями V и U, V, U С V(G), V П U = 0 
и удалением всех ребер, принадлежащих одной и той же доле, будем 
обозначать через G {V, U). 

Пусть J T W И ^(«) — произвольные наследственные классы д-гра­
фов и двудольных g-графов соответственно. На протяжении этой статьи 
будем, как правило, рассматривать именно классы q-графов. Поэтому 
верхний индекс ^ в обозначении таких классов будем опускать. Обо­
значим через Хп совокупность g-графов из l ' с множеством вершин 
{ 1 , . . . , га}, а через ^ 1 ) П 2 — множество двудольных g-графов из &, в ко­
торых V = {1,2,..., raj, U = {га! + 1, щ + 2 , . . . , щ + га2}. 

Рассмотрим последовательности 

К(Ж) = \о^ш1(П\ и / V , n 2 ( ^ ) = l 0 g g № l ' n 2 ' -

Оказывается, что эти последовательности монотонно не возрастают 
(причем вторая монотонно не возрастает по каждому индексу). Эти 
факты являются следствиями теоремы 8 из [5], и их доказательства мы 
не приводим. Отметим только, что применение данной теоремы к клас­
сам JT и W приводит соответственно к неравенствам 

I <У l n _ 1 <? I <У l n + 1 -a \&V \"г <Г \<fy 1™. + ! ,' — 1 О 
| ^ П + 1 | *% \--J,-"n\ *L | • ' i l l - l + 2,n2 + l — 1 I *% \'УП1,П2\ 1 ' ^ l ^ l 

из которых и вытекают указанные монотонности. Из монотонностей 
следует, что если классы l " i f бесконечны, то существуют пределы 

Ц,Г) = lim К(,Г) и Ь,я{&) = lim КиП,{&), 
п—юо n i ^°° 

П-2—^ОО 
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называемые энтропиями классов l " i f соответственно (заметим, что 
существование предела h(Jfc') было установлено также в [4], однако 
обоснование не опиралось на монотонность величин hn(J!F)). 

Очевидно, что h(Jfc') = — оо для конечного фрагментно замкнутого 
класса JT g-графов и 0 ^ h(Jfc') ^ 1 для бесконечного класса JT, причем 
из монотонности величин hn(J!F) следует, что h = 1 только для класса 
всех g-графов. В частности, h(&(M)) = log \М\ и hag(£$(P)) = log \P\. 

Пополнением двудольного д-графа G = (V,U,g) называется любой 
д-граф Я = (V U U,h) такой, что h совпадает с д на V X U. Для беско­
нечных наследственных классов J T ^ и J3T(2) пополнение Я двудольного 
д-графа G = (V, U,g), в котором Я {V) £ ^Г ( 1 ) и Я {U) £ ^Г ( 2 ) , назовем 
( J T ^ , ^ ( ^ - п о п о л н е н и е м графа G. 

В [4] было доказано, что 
• существует q минимальных (по включению) наследственных 

классов д-графов, для которых h = 0: ими являются классы 
@а одноцветных q-графов, т. е. графов, каждое ребро которых 
имеет цвет а, а = 1, 2 , . . . , д; 

• область значений энтропии бесконечных фрагментно замкнутых 
классов д-графов является разрывным множеством: h(Jfc') = 0 
либо | logg 2 <; h(3£) <; 1; 

• среди наследственных классов д-графов с энтропией h = | log 2 
имеется (qt, ) (q

2) минимальных (по включению) классов; этими 
классами являются классы F(ffa, Gp\ £$({"/, <*>})) всех (&а,@р)-
пополнений двудольных д-графов из , ^ ({7 , <*>}), где а ^ /3,7 < <*>, 
a,/3,j,S= 1 ,2 , . . . , д . 

В [3] было установлено, что при описании области допустимых зна­
чений энтропии наследственных классов обыкновенных графов опреде­
ляющую роль играют классы ^j всех графов, в каждом из которых мно­
жество вершин можно разбить на г + j секций, среди которых г секций 
порождают полные, a j секций — пустые подграфы, i,j £ Z+. Оказа­
лось, что классы £"ij, где i-\-j = k, являются минимальными (по включе­
нию) среди наследственных классов обыкновенных графов с энтропией 
h = 1 — l/k,k £ Z+, причем допустимые значения энтропии исчерпы­
ваются только числами указанного вида. Например, энтропии классов 
плоских и реберных графов равны нулю, а энтропии классов двудоль­
ных, расщепляемых, триангулированных, совершенных графов и графов 
без треугольников равны 1/2. 

Очевидно, что классы цветных графов Ga и F(ffa, Gp\ £$({"/, <*>})) 
являются естественными обобщениями классов обыкновенных графов 
<?itj при i-\-j = li/Li-\-j = 2 соответственно на случай произвольного 
числа цветов д. 
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Цель данной статьи состоит в исследовании специальных фрагмент-
но замкнутых классов (называемых в дальнейшем композициями на­
следственных классов цветных графов), которые являются обобщением 
классов S'ij для произвольных целых неотрицательных г и j . Их изуче­
ние может дать определенное представление относительно структуры 
области допустимых значений энтропии наследственных классов 
д-графов. 

Статья построена следующим образом. В § 1 вводится понятие ком­
позиции наследственных классов g-графов и показывается, что проблема 
нахождения энтропии таких классов сводится к некоторой задаче квад­
ратичного программирования с линейными ограничениями. В § 2 со­
держится основной результат работы: дается ответ на вопрос о зна­
чениях энтропии рассматриваемых композиций, причем производится 
разделение всех композиций на регулярные, энтропия которых вычис­
ляется непосредственно, и нерегулярные, энтропия каждой из которых 
совпадает с максимальной энтропией в ней целиком содержащейся ком­
позиции с меньшим количеством секций. Наконец, в § 3 устанавливается 
связь между энтропиями регулярных композиций, одна из которых поро­
ждается удалением некоторой секции другой, обнаруживается наследо­
вание свойства регулярности хотя бы одной порожденной /г-композицией 
регулярной (к + 1)-композиции, доказывается, что любая регулярная 
/г-композиция порождается удалением одной из секций некоторой ре­
гулярной (к + 1)-композиции и устанавливается континуальность мно­
жества наследственных классов цветных графов с нулевой и ненулевой 
энтропией. 

§ 1. К о м п о з и ц и и наследственных классов 
ц в е т н ы х графов 

Введем понятие композиции наследственных классов цветных гра­
фов. Пусть для каждой пары i,j, где 1 ^ i,j ^ к, г ^ j и к ^ 2, при 
г = j выбран некоторый бесконечный наследственный класс J T " д-гра-
фов, а при г ф j — некоторый бесконечный наследственный класс JT8J 

двудольных g-графов. Полагаем JT j 4 = JT8J при любых i < j . Множест­
во всех выбранных классов обозначим через J T ^ . Тогда к-компози-
циеи C(3£W) = \\%~ij\\l;-=1 наследств енных классов q-графов из Ж^ 
назовем совокупность таких g-графов G, что множество вершин в G 
можно разбить на непересекающиеся подмножества Vi,...,Vk (некото­
рые из них могут быть пустыми) так, что G (V;) G J3T", G {Vi, Vj) £ ^ 8 J 

при всех г ф j , i, j = 1 , . . . , k. Классы J T 1 1 , . . . , ?£kk будем называть 
секциями /г-композиции C{J%^). 
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Каждой /г-композиции C{S£^) поставим в соответствие симметри­
ческую квадратную матрицу Л^ = Л = (№) порядка к, в которой 

h" = h(,ru) и W = кя{3£"), 1фз, i,j = l,...,k. 

Матрицу Л(j.) будем называть матрицей энтропии /г-композиции 

Заметим, что композиция определена с точностью до нумерации сек­
ций. Поэтому матрица энтропии определяется с точностью до одновре­
менных перестановок строк и столбцов. 

Рассмотрим проблему вычисления энтропии введенных /г-компози-
ций. Справедлива следующая 

Т е о р е м а 1. 

? к к v 

h (C(lr(k))\ = max I J ^ hijxiXj J ^ Xj = 1, xj ^ 0, j = 1 , . . . , к I. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть { ж ° , . . . , ж £ } т — вектор, на котором 
достигается максимум правой части утверждения теоремы. Из опре­
деления класса C{J%^) вытекает следующая верхняя оценка для числа 
g-графов с п вершинами в этом классе: 

С{%( к) 

Е ( П \ j = l l^i<j^k 

)q 
niH \-nk=n 

k 

( ~2 Z-y " n . j i j j l ' * )ninj 
n \ ,J- i 

щ,...,пк; 

где hnjtnj(3C») = hnj(3C»), j = l,...,k. 
По определению и свойству величин hnt/n .(^T8J) и /i8J (см. введение) 

hn,,n ( ^ 8 J ) = /i8J + £n,,n ( ^ 8 J ) , где en,,n (^"8J) монотонно не возрастают 
по каждому индексу и е„1)П .(JT8-?) —> 0 при гаг,га^ —> оо. Учитывая, что 
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сумма полиномиальных коэффициентов не превосходит к", получаем 

(с{ж{к))\ 
2 L^ У" i ° п 

<*- Е ^ 8J=1 
п1-\ \-пк=п 

к 
~2~ 2-^ V ~Г ^пх 

^qmoggk J2 q hJ=1 

х\-\ \-xk=l 

к 
Т Е №х\х) 

^ч°{% iJ=1 Е 
niH \-пк=п 

, « j l )) '"1'"} 

,nxj \ ^ ) J %i%j 

к 
~2 /__1 £-n,,nj\/^-' jIT-iTlj 

* J = l 

q 

Число слагаемых в сумме по (ra l 7 . . . ,ra f c) в последнем выражении 
к 

равно ("^J^1). Разобьем 2~2 ^ni,nj(^'^)ninj н а Д в е суммы 2~2 и Е • 
=i 

Сумма 2~2 берется по всем таким г и j , что щ < yfn или rij < у/п, сумма 
Е берется по всем остальным i и j . Тогда имеем 2~2 = 0(пу/п), 
а из отмеченных выше свойств величин е„1)П следует, что 2~2 ^ 
к2п2 т а х £ у ^ у ^ ( JT8J) = o(ra2). Поэтому 

it 

2" ,/^ ^ n ^ n j l , ^ )ra7;ra7-

Е ? 8J=1 ^ rt-1хV(nv/-)+o(n2) = ?o(n2)-
гаН \-пк=п 

Таким образом, 

С{ЗС(ку ^ q 

к 

= i 

Следовательно, /i C ( 5 « ) U Е ^'жг°ж°. 

Для доказательства обратного неравенства возьмем произвольное га 
к 

и положим га^ = |~ж°га], 1 ^ j ^ к, и п' = Е n j - Рассмотрим какое-
i= i 

нибудь разбиение множества { 1 , . . . , га'} на подмножества V l 5 . . . , Т4, где 
|V}| = га^, 1 ^ j ^ /г. Все g-графы, которые можно получить, если 
на каждом Vj построить g-граф из J3T-", а на каждой паре (Vi,Vj) — 
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двудольный g-граф из JT8 J , принадлежат (С(^Г(-&-))) . Следовательно, 

к 
Е К,(зе»)("/) + Е К^,(зсч)щщ 

С{Ж{ к)- :1 l<8'<J^fc 

к к 
— V Ь^т°т° — - V /7 Г З ^ Л т 0 

i,j = l j = l 

Отсюда с учетом условия га ^ га' ^ га + /г получаем 

Следовательно,/г ( С ( ^ Г ^ ) ) ) ^ Е hl^x°x°z. Теорема 1 доказана. 

Таким образом, проблема вычисления энтропии любой композиции 
наследственных классов цветных графов сводится к задаче поиска мак­
симума квадратичной формы с линейными ограничениями. 

§ 2. Э н т р о п и я композиций 
наследственных классов 

Исследуем задачу квадратичного программирования из предыду­
щего параграфа. Для удобства перепишем ее в матричной форме: найти 

max ( F ( x ) = х т Я х | 1 т х = 1, х ;> 0} . (I) 

Здесь х = {хи...,хк}т, 1 = 1(к) = {l,...,l}Jk), 0 = 0(к) = { 0 , . . . , 0 } ^ } , 

Н — матрица энтропии /г-композиции С( J T ^ ) , а запись х ^ 0 означает, 
что каждая компонента вектора х неотрицательна. 

Решим задачу квадратичного программирования (I), исключая из 
рассмотрения тривиальный случай, когда все элементы матрицы Н рав­
ны нулю. 

Нетрудно видеть, что целевая функция задачи (I) непрерывна, а до­
пустимая область f = {х £ 5 * : 1 т х = 1, х ^ О } является ограничен­
ным замкнутым множеством. Следовательно, по теореме Вейерштрасса 
точка х° G З1, в которой целевая функция принимает максимальное зна­
чение, в действительности существует. 

Пусть int Ql = {x G 3> | х > 0 ,} — множество всех внутренних то­
чек допустимой области, а д 3) = {х £ Ql \ Xj = 0 при некотором j} — ее 
граница. 
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Рассмотрим ослабленный вариант задачи (1), когда отсутствует 
требование неотрицательности переменных: найти 

m a x j i ^ x ) = x T t f x | l T x = l } . (II) 

Отметим, что задача (II) есть обычная задача поиска условного мак­
симума. Она удобна тем, что не содержит ограничений-неравенств. Од­
нако ввиду того, что допустимая область этой задачи не является огра­
ниченным множеством, она может не иметь точек условного максимума. 

Задачу (II) удобно представить в иной форме. Именно пусть с — 
фиксированная точка такая, что 1 т с = 1. Обозначим через Q матрицу 
размера к X (к — 1), в столбцах которой записаны координаты базисных 
векторов (к — 1)-мерного подпространства, задаваемого линейным од­
нородным уравнением 1 т х = 0. Например, в качестве Q можно взять 
матрицу 

1 
- 1 
0 
0 

0 

1 
0 

- 1 
0 

0 

1 •• 
0 •• 
0 •• 

- 1 •• 

0 •• 

1 
• 0 
• 0 
• 0 

• - 1 

ч 

У 

>к Qc 

к-1 

Тогда каждая точка х из допустимой области задачи (II) может быть 
представлена в виде х = с + Qy, где у = {г/ 1 7 . . . , Ук-i} — столбец 
параметров, у^ £ R, j' = 1 , . . . , к — 1. Следовательно, /г-мерную задачу 
(II) поиска условного максимума можно переписать как (к — 1)-мерную 
задачу нахождения безусловного максимума: найти 

max (c + Q y ) T t f ( c + Qy) . (Ill) 
_ T-tk — 1 

Отметим, что представление задачи в форме (II) предпочтитель­
нее с точки зрения выражения получаемого решения, а представление 
в форме (III) удобнее для получения достаточного условия экстремума. 

Легко видеть, что соответствие между задачами типа (II) и (III) 
взаимно однозначное: то, что каждой задаче у типа (III) соответствует 
единственная задача х типа (II), очевидно; обратное следует из един­
ственности разложения вектора х — с по базису подпространства реше­
ний уравнения 1 т и = 0. Таким образом, представления (II) и (III) 
эквивалентны. Отсюда, в частности, вытекает взаимно однозначное со­
ответствие между стационарными точками этих задач. 

Проведем параллельное исследование задач (II) и (III). Для (II) со­
ставим функцию Лагранжа 

£ п ( х , А) = х т Я х - 2А ( 1 т х - 1), 
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где А — множитель Лагранжа. Используя необходимые условия экстре­
мума, получаем соотношения, которым должны удовлетворять стацио­
нарные точки Xs и y s задач (II) и (III): 

tfxs = Al, QTHQys = -QTHc. (2.1) 

Вычислим матрицу Г вторых производных (гессиан) целевой функ­
ции задачи (III). Легко видеть, что 

82FM 
г дугду; x=c+Qy 

QTHQ. 

Дальнейшее исследование задач (II) и (III) зависит от наличия опре­
деленных свойств матриц Н и QTH Q. Возможны следующие два прин­
ципиально различных случая. 

С Л У Ч А Й 1. Гессиан задачи (III) является отрицательно опреде­
ленной матрицей, т. е. QTH Q < 0 (заметим, что по закону инерции 
для квадратичных форм это условие не зависит от выбора матрицы 
Q), а стационарные точки Xs и y s задач (II) и (III) существуют и един­
ственны, причем Xs — внутренняя точка допустимой области задачи (I). 

Следует отметить, что в этом случае решаемая задача является за­
дачей выпуклого программирования. 

На самом деле существование и единственность точек Xs и y s явля­
ются следствиями формулы (2.1) и условия QT H Q < О и и х можно было 
особо не оговаривать. Действительно, из (2.1) следует, что 

ys = -(QTHQ)-1QTHc. (2.2) 

Теперь из взаимно однозначного соответствия между стационарны­
ми точками задач (II) и (III) следует единственность точки Xs, а значит 
(в силу (2.1)), и регулярность матрицы Н. Более точная связь меж­
ду определителями матриц Н и QTH Q содержится в следующем ут­
верждении. 

Л е м м а 1. Если Н — матрица энтропии k-композиции С(^^), 
Q — матрица размера к X (к — 1), в столбцах которой записаны базис­
ные векторы подпространства решений уравнения 1 т х = 0, и QTH Q — 
отрицательно определенная матрица, то знаки определителей матриц Н 
и QTH Q совпадают. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ДОПОЛНИМ столбцы матрицы Q до базиса про­
странства Rk вектором l(fc) и образуем квадратную матрицу Q = 
\\Q | l(fc) порядка к. Рассмотрим матрицу 

QTHQ QTHQ QTH1 
1THQ 1TH1 
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Вычислим ее определитель двумя способами: 

d e t ( g T t f g ) = d e t 2 g d e t t f 

= d e t ( g T t f g ) f l T _ f f l - 1THQ(QTHQ)~1QTH1 . 

Выражение в квадратных скобках положительно, поскольку матри­
ца (QTH Q) является отрицательно определенной. Следовательно, 

sign det H = sign d e t ( g T # Q) ф 0. (2.3) 

Лемма 1 доказана. 
Используя (2.3) и (2.1), находим множитель Лагранжа и единствен­

ную стационарную точку задачи (II): 

Вспоминая связь между переменными задач (II) и (III), можно найти 
другое выражение для стационарной точки задачи (II): 

x s = с + Qys = [Е{к) - Q (QTH Q)-1QTH] с. (2.5) 

Таким образом, в рассматриваемом случае единственной стационар­
ной точке y s задачи (III), вычисляемой по формуле (2.2), соответствует 
единственная стационарная точка Xs задачи (II), вычисляемая по фор­
мулам (2.4) или (2.5). 

Из (2.4) и (2.5) следует, что для любой точки с £ Rk такой, что 
1 т с = 1, справедливо равенство 

[Е(к) - Q (QTH Q)-1QTH] с = 1fg
1_1

11- (2.6) 

Используя (2.4), условие x s £ int Ql можно переписать в виде 

> 0. 
1 Т Я - ! 1 

На самом деле данное условие равносильно более простому нера­
венству R~x\ > 0 (при этом неравенство l T i 7 _ 1 l > 0 выполняется 
автоматически). Действительно, если предположить, что R~x\ < 0, то, 
домножая это неравенство слева на матрицу Н, каждый элемент которой 
неотрицателен, получим 1 < 0. Противоречие. 

Далее обратимся к достаточному условию максимума в многомерной 
задаче математического программирования. Поскольку матрица вто­
рых производных задачи (III) отрицательно определена, точка y s явля­
ется локальным, а следовательно (в силу единственности стационарной 
точки), и глобальным максимумом этой задачи. Таким образом, Xs — 
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точка глобального максимума задачи (II). Так как x s £ int 0, то точки 
глобального максимума задач (I) и (II) совпадают, т. е. 

х ° - х * - g - 1 1 

Значение целевой функции в точке глобального максимума равно 

*Хх°) = l T ^ _ n =cT[H-HQ (QTH QYlQTH] с. (2.7) 

Таким образом, при выполнении условий 

QTHQ<0 и Н-1! > 0 

энтропия исследуемой /г-композиции наследственных классов вычисля­
ется по формуле 

h (С(^У)) = F(x°) = - ^ ^ = det tf/ £ AtJ, 
* J = I 

где Aij — алгебраическое дополнение к элементу hlK 
С Л У Ч А Й 2. Имеет место ситуация, противоположная случаю 1. 
Этот случай допускает несколько реализаций. Рассмотрим детально 

каждую из них. 
2.1. Матрица вторых производных целевой функции задачи (III) 

является отрицательно определенной, а стационарная точка задачи (II) 
не является внутренней точкой допустимой области задачи (I), т. е. 
QTHQ < 0 и х 8 g i n t ^ . 

Как и в случае 1, по лемме 1 получаем, что стационарные точки 
Xs и y s задач (II) и (III) существуют и единственны. Более того, они 
являются единственными точками максимума соответствующих задач. 

Предположим, что точка глобального максимума задачи (I) явля­
ется внутренней точкой допустимой области. Тогда существует такая 
окрестность точки х° , целиком лежащая в int ^ , что для любой ее точки 
х справедливо неравенство -F(x) ^ _F(x°). Значит, х° — точка макси­
мума задачи (II), причем х° ф Xs. Следовательно, задача (II) имеет 
две точки максимума х° и Xs. Противоречие. Отсюда заключаем, что 
предположение неверно и х° является граничной точкой допустимой 
области задачи (I). 

2.2. Матрица вторых производных целевой функции задачи (III) не 
является отрицательно определенной. 

В этой ситуации возможны еще два подслучая. 
2.2.1. Матрица вторых производных целевой функции задачи (III) 

не является отрицательно по л у определенной. 
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По теореме о достаточных условиях экстремума задача (III), а сле­
довательно, и задача (II) не имеют точек максимума. Если теперь пред­
положить, что х° G int 2$, то, повторяя рассуждения случая 2.1, снова 
получим, что х° — точка максимума задачи (II). Следовательно, в дан­
ном случае оказывается, что точка х° лежит на границе допустимой 
области задачи (I). 

2.2.2. Матрица вторых производных целевой функции задачи (III) 
не является отрицательно определенной, но является отрицательно по­
лу определенной, т. е. QTH Q ^ 0. 

Отметим, что согласно общей теории решения многомерных экс­
тремальных задач этот случай требует дополнительных исследований. 
Проведем их для задач (II) и (III). 

Л е м м а 2. Если QTH Q ^ 0, то стационарные точки задач (II) и (III) 
являются точками максимума соответствующей задачи. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть х ' и у ' — соответствующие друг другу 
стационарные точки задач (II) и (III), т. е. Xs = с + Qys. Возьмем 
произвольную точку у G Rk~1 задачи (III) и соответствующую ей точку 
х = с + Qy задачи (II). Пусть А у = у — y s . Тогда, используя отрица­
тельную полуопределенность матрицы QTH Q, соотношение для стаци­
онарных точек (2.1) и определение матрицы Q, получаем 

F ( x ) = F(c + Qy) = (с + Qys + QAy)TH(c + Qys + QAy) 
= (c + Qys)TH(c + Qys) + 2 A y T Q T t f (c + Qys) + AyTQTH QAy 

<: F(c + Qys) + 2 A y T Q T t f x s = F ( x s ) + 2 A A y T Q T l = F ( x s ) . 

Лемма 2 доказана. 
Известно, что если матрица не является отрицательно определенной, 

но является отрицательно по л у определенной, то она вырожденная. Сле­
довательно, det(QTHQ) = 0. Используя второе из соотношений (2.1), 
получаем, что если стационарная точка задачи (III) существует, то она 
не единственная. Из взаимно однозначного соответствия между стацио­
нарными точками задач (II) и (III) вытекает аналогичное утверждение 
и для стационарной точки задачи (II). Следовательно, используя первое 
из соотношений (2.1), получаем det H = 0. 

Итак, в случае 2.2.2 d e t ( Q T # Q ) = 0 и det Я = 0. 
Далее, если rank ||^Г | 1|| > rankH 

(эквивалентно, rank | |Q T i7 Q | Q T i 7 c | | > iank(QTH Q)) , 

то задачи (II) и (III) не имеют стационарных точек. Поэтому, повторяя 
рассуждения из случая 2.2.1, вновь получаем, что точка глобального 
максимума задачи (I) лежит на границе допустимой области. 
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Если же 

гапкЦЯ | 1|| = г а п к Я ( r ank | |Q T t f Q | Q T t f с|| = r a n k ( Q T Я Q)) , 

то у каждой задачи (II) и (III) имеется линейное многообразие стацио­
нарных точек размерности k —rank Н = k — l — rank(QTHQ). По лемме 2 
все точки этих многообразий являются точками максимума задач (II) 
и (III) соответственно. Но тогда в многообразии точек максимума за­
дачи (II) найдется точка х° , лежащая на границе допустимой области 
задачи (I). 

Таким образом, в случае 2 обязательно найдется точка максимума 
задачи (I) (быть может, она определяется не единственным образом), 
которая лежит на границе допустимой области этой задачи. По опре­
делению граничной точки существует хотя бы одна компонента j° £ 
{ 1 , . . . , к} такая, что х°0 = 0. Не уменьшая общности, положим j° = к 
(этого всегда можно добиться перенумерацией секций композиции 
С(^Г(-&-))). Тогда по теореме 1 имеем 

к к-1 

h (с(^(к))\ = J ^ tijx°x° = J ^ tijx°x° = h (с(^(к-1))\ . 
i,j = l *'j' = l 

Следовательно, энтропия рассматриваемой /г-композиции С(^Г(-&-)) сов­
падает с максимальной энтропией целиком содержащейся в ней компо­
зиции с меньшим числом секций. Получается, что в этом случае ком­
позиция C{J%^) заведомо не является минимальным (по включению) 
классом среди наследственных классов g-графов с заданным значением 
энтропии. 

Композицию C{J%^) назовем •регулярной к -композицией, если для 
ее матрицы энтропии Н выполнены 

требование максимальности 
(1) QTH Q < 0 (Q — матрица размера к X (к — 1), в столбцах 

которой записаны базисные векторы подпространства решений 
уравнения 1 т х = 0) 
и условие внутренней допустимости 

(2) R~x\ > 0 (неравенство понимается покомпонентно). 
Проведенные выше исследования показывают, что справедлива сле­

дующая 

Т е о р е м а 2. Энтропия каждой регулярной k-композиции наслед­
ственных классов q-графов вычисляется по формуле 

~ 1 k 

h (С(^У)) = j ^ ^ = det tf/ £ Д,, (2.8) 

где Aij — алгебраическое дополнение к элементу /i8J. 
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Любая нерегулярная композиция не является минимальным (по 
включению) классом среди наследственных классов g-графов с заданным 
значением энтропии, энтропия нерегулярной композиции равна макси­
мальной энтропии целиком содержащейся в ней композиции с меньшим 
количеством секций. 

Теорема 2 является основным результатом статьи. Она использу­
ется при доказательстве большинства последующих утверждений. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. Энтропия указанного во введении класса ^ ^ _ г , г = 
1 , . . . , к /г-дольных 2-графов равна 1 — | . 

Действительно, класс S'i^-i имеет матрицу энтропии 

Я = 1(Ю1(к) ~ Е(Ю-

Взяв матрицу Q = Q0, получаем 

QjH Q0 = —(l(fc_i)l^._1) + E{k_i)) < О, 

d e t ^ = ( - l ) * _ 1 ( A ; - l ) ^ 0 при к ;> 2, 

П - - 1 _ 1(к)1(к) тт -1 -1 _ 1 ^ n - iTrr-1-i _ к 

Я - т - г - Е(к), Я 1 _ — > 0, 1 Я 1 _ — . 

Ясно, что каждый класс ^^-i является регулярной композицией. От­
сюда и из формулы (2.8) следует, что 

h{Si)k_i) = 1 - - , г = 0 , 1 , . . . , к, 

что полностью согласуется с результатом из [1]. 

З А М Е Ч А Н И Е 2. Если /i8J = 0 хотя бы для одной пары (i,j), г ф j , то 
С(^Г(-&-)) — нерегулярная /г-композиция. 

В самом деле, если, например, h12 = 0, то элемент матрицы QJЯ Q0, 
находящийся в левом верхнем углу, неотрицателен, т. е. h11 + К22 — 
2h12 ^ 0. Следовательно, QjЯ Q0 не является отрицательно определен­
ной матрицей. 

Учитывая последнее замечание, в дальнейшем будем рассматривать 
только такие /г-композиции наследственных классов g-графов, для кото­
рых 

hij > 0, гфэ, i,j=l,...,k. 

С л е д с т в и е 1 . Для произвольных бесконечных наследственных клас­
сов J T ^ И Jr^2) таких, что h(,^^) = h(,^^) = 0, энтропия любого 
класса двудольных q-графов вдвое больше энтропии класса всех его 
( J f W , ,3£{2У)-пополнений. 
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Я 

Действительно, матрица энтропии класса F(,^^l\ J T ^ ; W), состо­
ящего из всех ( J T ^ , ^Г^^-пополнений двудольных графов из W, имеет 
вид 

О Ъ.я(&) 
М ^ ) О 

Далее { 1 , - 1 } Я { 1 , - 1 } т = - 2 Ц ^ ) < О, Н~1{1,1}Т = ± ^ > { 0 , 0 } Т . 
Поэтому F(,^^l\ J T ^ ; W) — регулярная композиция, а 

С л е д с т в и е 2. Если C{S£^) — нерегулярная композиция, для 
матрицы энтропии Н которой выполнено условие (1), но нарушено усло­
вие (2), то 

Если же условие (2) имеет место, а (1) нарушено, то 

)U Г Я " 1 ! ' 
Действительно, в первом случае стационарная точка 

Я " 1 ! 
х 1ТН~11 

является точкой максимума задачи (II), но, возможно, не является допу­
стимой точкой задачи (I). Отсюда следует верхняя оценка для энтропии. 
Во втором же случае точка Xs допустима, но, возможно, не является точ­
кой максимума, откуда получается нижняя оценка для энтропии. 

§ 3 . В а ж н е й ш и е свойства регулярных композиций 

Поскольку проблема вычисления энтропии наследственных классов 
цветных графов успешно решается для композиций таких классов, а осо­
бое значение при этом играют регулярные композиции, представляется 
интересным изучить основные свойства последних. Некоторые свойства 
уже были установлены в предыдущем параграфе (см. соотношения (2.3), 
(2.6) и (2.7)). Здесь мы рассмотрим еще несколько свойств регулярных 
композиций наследственных классов д-графов. 

/г-композицию 
оу\\ ayl.i — l <л-1,ъ + 1 qt-l,k + l 

с^ k+1)) 
cari — 1,1 

atri+1,1 

0¥~i—\,% 

a>ri+l,i 

- l 

- l 

cari — l,i+l 

a>ri+l,i+l 

OV~i—l,k + l 

a>ri+l,k + l 

ar-k + 1,1 ay~k + l,i—l av~k + l,i + l ОУ~к + 1,к + 1 
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назовем композицией, порожденной удалением г-й секции из (к + 1) 
композиции 

atrik a>ri,k+i 

С{3£( k + l)) 
atrki 

ЯУ-к + 1,1 
ОУ~кк ЯУ~к,к + 1 

а>Гк + 1,к atrk + l,k + l 

или просто порожденной композицией, г = 1,.. .,к + 1. 
Приводимая ниже теорема устанавливает взаимосвязь между порож­

денной и порождающей композициями. 

Т е о р е м а 3 . Пусть Ck+i(^(k+1)) = С{.!^{ку) —к-композиция, порож­
денная удалением (к + 1)-й секции из регулярной (к + 1)-комнозицпп 
C(.^(k+iy), k ^ 2, Н и Н — матрицы энтропии композиций С(.^(ку) 
и С{1^{к+1У) соответственно, h = hk+1-k+1 = h(^k+1-k+1), h = h(Jfe) — 
к-мерньгй вектор-столбец такой, что hi,k+1 = hsg(J%'i,k+r), j = l,...,k, 
1 = { 1 , . . . , 1}л%), 1 = {1, • • •, 1}л%+1у Тогда Н удовлетворяет требованию 
максимальности и справедливы следующие соотношения: 

Я 
1 

Я 1 

h T t f - i h 

1 

h 

det Я = det Я (h - h T t f ^ h ) , 
sign det Я = — sign det Я ф О, 

\vTH-l\Y-h > О, 
ътн-1ъ-К)н~1- н-1ъътн-1 н~1ъ 

hTH-1 - 1 

bJH^h-h 
У Н~1Ъ-К) Я " 1 1 - ( 1 Т Н - 1 Ъ - 1 ) Н~1Ъ 

1 Т Я " 1 Ь - 1 

(3.1) 
(3.2) 
(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 
( Ь т Я - 1 Ь - / г ) Я - 1 1 > ( 1 Т Я - 1 Ь - 1 ) Я " 1 Ь , 1 Т Я " 1 Ь - 1 > 0, (3.6) 

'iTH-l\v-iY ГЦ-1! Г Я " 1 ! 
ЪтН-1Ъ-к 3.7 

Более того, если порожденная композиция С( JT^-1) является регулярной, 
то энтропии композиций С( JT^"1"1-1) и С( JT^-1) связаны формулой 

(lTH-l\v-lY 1 1 
bJH^h-h 

3.8 
h [С{^к+1У)\ h (С(.Г(*)) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Матрицу Н можно представить в виде 

Я h 
Н~ h T h 
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Вычисляя det H как определитель блочной матрицы, получаем (3.1). 
Далее в качестве матрицы Q(kx(k-i)) (напомним, что столбцами этой 

матрицы являются координаты базисных векторов подпространства ре­
шений уравнения 1 т х = 0) возьмем определенную ранее матрицу Q0. 
Тогда 

Q (0 + l)xfc) Q0 
Q0 
от 

• i 
(3.9) 

где 0 = 0( !(*_!), а е1 =е ( \ } = {1, 0,. . . , 0}J}. 

Ввиду регулярности композиции С(^Г(-&+1-)) матрица Q0 H Q0 явля­
ется отрицательно определенной. Представляя ее в блочном виде 

Q]HQC 
Q1HQ0 

[Не1 - h)Tg0 

Qj(Hei-h) 
i1)THe1-2(e1)Th h (3.10) 

обнаруживаем, что QjH Q0 также является отрицательно определенной, 
т. е. Н удовлетворяет требованию максимальности. Следовательно, 

s igndet (Q^tf Q0) = - s i g n d e t ( Q j t f Q0) ф 0. (3.11) 

По формуле (2.3) имеем 

sign det(QjH Q0) = sign det H, signdet((Q0 Я Q0) = sign det Я . 

Эти соотношения вместе с (3.11) обосновывают справедливость (3.2). 
Неравенство (3.3) является очевидным следствием (3.1) и (3.2). 
Найдем энтропию регулярной композиции С( JT^"1"1-1). Согласно тео­

реме 2 и формуле (2.8) для этого нужно вычислить значение 1 Н 1. 
Справедливость блочного представления (3.4) матрицы Н легко 

устанавливается непосредственной проверкой. 
Равенство (3.5) получается в результате умножения (3.4) справа на 

столбец 1. 
Далее в силу регулярности композиции С( JT^"1"1)) имеем Н 1 > О 

(неравенство понимается покомпонентно). Отсюда и из (3.5), (3.3) сле­
дуют неравенства (3.6). 

Наконец, соотношение (3.7) есть результат умножения (3.5) слева на 
строку 1 , причем из теоремы 2 следует, что правая часть (3.7) поло­
жительна. 

Пусть порожденная композиция C{S£^) регулярная. Тогда по тео­
реме 2 величина l T i 7 _ 1 l является обратной к ее энтропии. Теперь фор­
мула (3.8) — очевидное следствие соотношения (3.7). Теорема 3 дока­
зана. 
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С л е д с т в и е 3 . Поскольку h ( С(^Г(-&+1-))) < 1, правая часть соотно­
шения (3.7) удовлетворяет неравенству 

т , ( 1 т Я " 1 Ь - 1 ) 2 

1 н '- W-b-ii > L (зл"21 

Следующая теорема устанавливает наследование свойства регуляр­
ности хотя бы одной порожденной /г-композицией регулярной (к + 1)-
композиции фрагментно замкнутых классов д-графов. 

Т е о р е м а 4. Среди к-композиций, порожденных произвольной регу­
лярной (к + 1)-композицией наследственных классов q-графов, хотя бы 
одна композиция является регулярной. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть C(.3t(k+iy) — регулярная (к + ^-компо­
зиция с матрицей энтропии Л ^ + 1 ) = Н. Обозначим через Hi матрицу, 
полученную из Н удалением г-й строки и г'-ro столбца. Очевидно, что 
Hi является матрицей энтропии /г-композиции Сг-( JT^ -1-1)), порожденной 
удалением г-й секции из С( JT^"1"1-1), г = 1 , . . . , к + 1. Покажем, что су­
ществует такое г'° £ { 1 , . . . , к + 1}, что /г-композиция Сг-о( JT^"1"1)) явля­
ется регулярной. 

Положим Цк) = h» = {^", . . . , Д»'-1'1', Л*'+1>«,..., ^*+1,1"}Jfc), ёг
(,+1) = 

ёг = { 0 , . . . , 0 , 1 ^ , О,.. . , 0 } ^ + 1 ) для каждого i = 1 , . . . , к + 1, e8
(fc) = ег = 

г 

{ 0 , . . . , 0, 1 , 0 , . . . , 0}Х,ч для г = 1 , . . . , к. При г = к + 1, как и раньше, 
г 

будем пользоваться обозначениями 

Нк+1 = Н, hk+1 = h, hk+1'k+1 = h. 

Возьмем представление матрицы Q0 в форме (3.9). По условию 
Q]HQ0 < 0 и Я " 1 ! > 0. 

Согласно теореме 3 любая порожденная композиция регулярной ком­
позиции С(^Г(-&+1-)) удовлетворяет требованию максимальности. Тогда 
в соответствии с формулами (3.2), (3.3) и (3.6) при любом г = 1 , . . . , к + 1 
имеем 

Q J Hi Q0 < 0, sign det Я г = - sign det Я / 0 , 
(h* ' )T#f ^ - /г" > 0, 1 т Я- 1 Ь г ' - 1 > 0. 

Найдем такое г'°, что H^l > 0. Поскольку любая композиция опре­
деляется с точностью до нумерации секций, перенумеруем секции компо­
зиции С(^Г^ + 1 ^) таким образом, чтобы в результате соответствующих 
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перестановок строк и столбцов матрицы Н наименьшее значение вели-
( i T # f ^ - I)2 • , , 1 w 

чины -— -, достигалось при г = к + 1. Итак, не уменьшая 
(h«)T#f ^ -h" 

общности, имеем 
arg min ; ч

 г' ^ - = А; + 1. (3.13) 

Покажем, что Н : 1 > 0. Используя (3.5), находим, что 

(ёк+1) • н ~i т ^ - 1 - 1 т Я " 1 Ь - 1 
bJH^h-h' 

Аналогично 
i T 7 Т - 1 к г 1 

(ёг) Н 1 = -— —-, при любом г = 1 , . . . , /г + 1. 
v ; (to)THr1^ - h" 

С другой стороны, из (3.5) получаем 

( ё ' У Я " 1 ! = ( е * ) Т # - 1 ! - ^ g - l f a l l ( е г ) Т Я _ 1 Ь ' < = 1, • • •, *• 

Следовательно, при каждом г = 1 , . . . , к 

(е'Ун-Н = / ^ Н ^ ~ 1 + ^Н-1*-1
 ( е . ) Т Я - 1 Ь . (3.14) 

Далее выразим величину (е г) тH~1h. Используя (3.4) и (3.1), полу­
чаем 

Аналогично 

( e « y ^ V = - — - — \ — - - = ^ ^ < 0 , i = l , . . . , f c + l . V ; (КУН^Ъ* -h" detH 
С другой стороны, из (3.4) получаем 

(ё-узг1* = ( еуя-v - ^ ^ - Г i = i,...,*. 
Поэтому при каждом г = 1 , . . . , к 

' h i ) T # r 1 h i - h 
И Т ^ Ь ) = ,и"т g - i u f ; , - + ( h ^ - l h - ^) ( е ' У Я - V . (3.15) 

Оценим снизу величину (е г) тH~1h. Пусть Мг- — матрица, получен­
ная вычеркиванием г-й строки и г'-ro столбца из матрицы Н. Согласно 
формуле, выражающей элемент обратной матрицы, имеем 

f e ' Y t f - V - d 6 t Ml г- I к 
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Возможны два случая. 

1. к ^ 3. Тогда, пользуясь (3.2), получаем 

sign det M{ = — sign det Я / 0 . 

Значит, ( е г ) т H~ 1 e l < 0. Отсюда в силу (3.15) имеем 

( (еУЯ-'Ь)'<, j ^ " ' . " - * . 

Следовательно, при любом г = 1 , . . . , к 

егУ # h > 
hTH-ih-h 

'КУНГ1}? -h"' 
(3.16) 

2. к = 2. В этом случае Н 
)Т 

/г11 h12 

h12 h22 

117,22 (%,\1\1^(\ T?„™ h3-i,3-i > Q 

, причем sign det H 

s i g n d e t ( Q T ^ g 0 ) = - l , т . е. det H = hllh22 - (h12)2 < 0. Если h 
L 3 — г, 3 — г 

то (е г ) т 77 _ 1 е г = — —— < 0 и снова получаем оценку (3.16). Пусть те­
перь найдется г G {1,2} такое, что h3~l'3~l = 0. Не уменьшая общности, 
возьмем г = 2, т. е. /г11 = 0. Тогда ( е 2 ) т Н ~ 1 е 2 = 0. Однако 

,2\Т Я " 1 Ь = {0,1} 0 
/г1 2 

/г1 2 

/ i2 2 
{/г13,/г23}т 

/г13 

= / ^ > 0 > -
/ ( h 3 ) T # - i h 3 -

V ^ T t f " ^ 2 -
-/г33 

-/г22 

Таким образом, при любом к ^ 2 справедлива оценка (3.16). Подста­
вив (3.16) в (3.14) и использовав (3.13), при любом г = 1 , . . . , к получаем 

" Я " 1 ! > 
1 т Я " 1 Ь г - 1 1 т Я " 1 Ь - 1 

' h « ' ) T # r 1 h i - h" hTH-ih - h' 
ЪтН-1Ъ-к 

' Г Я Г ' Ь 1 - 1) 

•N/(h'')T#i-1hi - /г" VV (h*')T#flh*' - ^ 
1 Т Я - ! Ь - 1): 

Ь Т Я - ^ - Т г 
> 0. 

Значит, _ff : 1 > 0 и композиция С(^Г(-&-)) является регулярной. Тео­
рема 4 доказана. 

С л е д с т в и е 4. Среди всех к-композиций, порожденных регулярной 
(к + 1)-композицией, композиция с наибольшим значением энтропии яв­
ляется регулярной. 
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Для обоснования достаточно убедиться, что /г-композиция С( JT^-1) = 
Cfc+i( JT^"1"1-1), регулярность которой следует из теоремы 4, имеет мак­
симальную энтропию среди всех порожденных /г-композиций. 

Согласно соотношению (3.7) при любом г = 1 , . . . , к имеем 

[lTH-l\v-D2
 х „ , (1ТН~1К - I)2 

Гй-1! Г Я " 1 ! 
h 

Отсюда с учетом (3.13) получаем 

1тН-1Ъ-1? 

^Н-1! 
'tiVH.^ti hl 

l'tf"1! Гй-1! ЪтН-1Ъ-к 
[1ТНГ1К - I) 

или же 1 
> 

1 
1 т Я - + \ 1 " l T t f " 1 ! 

~нгъ 
1 < i < к. 

W 
^НГ1! 

Из этого неравенства, теоремы 2 и следствия 2 вытекает, что 

h (ск+1($Г(к+1У)) ;> h (Ci{^(k+l))\ при любом i = l,...,k. 

Следствие 4 доказано. 

С л е д с т в и е 5. Для любой регулярной к-композиции C{J%^), k ̂  2, 
существует последовательность наследственных классов 

С(Ж^),С(Ж^),...,С(^к-%С(Ж^), 

в которой все классы, кроме первого, являются регулярными композици­
ями, а каждый класс, кроме последнего, порождается удалением одной 
секции из последующего класса. 

Иными словами, любая регулярная композиция регулярно воспроиз­
водится из некоторого однодольного класса. 

З А М Е Ч А Н И Е 3. Регулярные (к + 1)-композиции, в которых не все 
порожденные /г-композиции регулярны, существуют при любом q ^ 4. 

Простейшим примером такого класса является 3-композиция с мат­
рицей энтропии 

Я 

Нетрудно видеть, что 

log« 2 logg 3 logg 2 
l o g , 3 log, 4 
logg2 logg4 0 

О 4. 

Q]HQC 
2 1 o g g 3 - l o g g 2 

- ( 2 1 o g ? 2 - l o g ? 3 ) 
( 2 1 o g g 2 - l o g g 3 ) 

log, 2 <0 , 
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поскольку det(Q0 H Qc (2 log,, 3 - log, 2) log, 2 - (2 log, 2 - log, 3) 
(log 3 — log 2)(51og 2 — log 3) > 0, т. е. Н удовлетворяет требованию 
максимальности. Также легко проверить, что 

^ - i 1 
4 log 

- 4 log'2 2 log 
21og^2 -lo{ 

2(log, 2)(log, 3) -(2log, 2-1 

7Г4 l 
W - 4 1 o g ^ 2 

2 2( log ? 3- log ? 2) 

' 2 2(log,2)(log,3) 
fq2 - (21og,2- log,3) log,2 
3g3 3) log, 2 - log' 3 

2 log, 2 
log, 2 > 0 ( 3 ) , 

2 log, 2 - l o g , 3 
т. е. для Н выполняется условие внутренней допустимости. Следова­
тельно, Н задает регулярную 3-композицию, энтропия которой равна 

1 4 log '2 

^ з ) * " 
5 log, 2 - log, 3 L(3) " ~°i ь « 

Покажем, что 2-композиция, порожденная 1-й и 3-й секциями, не 
является регулярной, так как ее матрица энтропии 

log, 2 log, 2 
log, 2 0 

не удовлетворяет условию внутренней допустимости. Действительно, 

Н9 

н-
1 

log, 2 
1 

- 1 
Н2 1 ;1(2) 

1 
log, 2 ' ( 2 ) ' 

По теореме 2 энтропия этой композиции равна наибольшей среди 
энтропии ее порождающих однодольных классов, т . е . log 2. 

Таким образом, наследование свойства регулярности при q ^ 4 имеет 
место не для всех порожденных композиций. Отметим, что пока не уда­
лось доказать аналогичное утверждение при q = 3. 

Установим еще одно свойство регулярных композиций. 

Т е о р е м а 5. Любая регулярная к-композиция наследственных клас­
сов q-графов порождается удалением одной секции из некоторой регу­
лярной (к + 1)-композиции. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Н — матрица энтропии регулярной 
/г-композиции C{J%^). Рассмотрим (к + 1)-композицию С(^(к+1)) 
с матрицей энтропии 

Н 1 
1 Т h Я 
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Покажем, что она является регулярной при любом h < 1. 

Поскольку h (с(Ж(к))\ = т * < 1, имеем 1 Т Я " 1 1 - 1 > 0. 

Возьмем матрицу Q0 в форме (3.9). Вычислим det(Q0 Н Q0) как оп­
ределитель блочной матрицы, используя представление (3.10) при h = l : 

det(QT
0H Q0) = det(QjH Q0) [ ( ( e 1 ) 1 ^ 1 - 2 + h) 

-(He1 - l)TQ0(QlHQ0)-lQl(Hel - 1)] = det(Q]HQ0) 

X {( t fe 1 - 1 ) т [ Я " 1 - Q0(Q]HQ0)-lQT
0] (He1 - 1) - ( l ^ - ' l - h)} 

= {(H-1! - e1)1 [H -HQoiQjHQ^QjH] (H^l - e1) 

-(^H^l-h)} det(QjHQ0). 

, л tf^l-e1 

Применяя соотношение (2.7) при с = -̂ г——— , получаем 
\ Н 1 — 1 

d e t ^ t f Q0) _ (l^H-1! - If _ ( 1 т я - 1 1 _ h) 

det(QJHQ0) 1ТН-П 
l-(2-h)lTH-1l 1-h 

< < 0. 
iTH-n iTH-n 

Следовательно, signdet(Q0 H Q0) = — signdet(QjH Q0) и матрицы 
Q0 H Q0 и QjH Q0 являются отрицательно определенными. Кроме того, 
из (3.5) следует, что 

1 - / г ) Я - 1 1 я-Ч 
1ТН-П -h 1ТН-П - 1 

> 0, (3.17) 

т. е. условие внутренней допустимости выполняется. Значит, С( JT^"1"1)) — 
регулярная композиция. Теорема 5 доказана. 

С л е д с т в и е 6. Энтропиирегулярньгх композиций C(J%^) и С( JT^-1-1)) 
из теоремьг 5 связаньг соотношением 

, ~ ч l-h-h(c(3:WJ) 
h (С(,^к+1У)) = V. _ { . 

V ' 2-к-к[С(,Г^У)\ 

Это равенство вытекает из теоремы 2 и (3.17). 
Легко видеть, что при любом q ^ 2 имеется по крайней мере одна 

регулярная 2-композиция. Отсюда вытекает 

С л е д с т в и е 7. Регулярньге к-композиции наследственных классов 
q-графов существуют при всех q ^ 2, k ^ 2. Число регулярньгх компо­
зиций счетно. 



82 С. В. Сорочан 

Возникает вопрос, как много имеется наследственных классов цвет­
ных графов с нулевой и ненулевой энтропией. Ответ на этот вопрос 
доставляет 

Т е о р е м а 6. Множество фрагментно замкнутых классов q-графов 
с нулевой энтропией континуально. Кроме того, если Н — матрица эн­
тропии регулярной k-композиции, то имеется континуальное семейство 
наследственных классов q-графов с энтропией, равной 1 r g - i 1 • 

Утверждение этой теоремы есть обобщение аналогичного резуль­
т а т а из [2] для наследственных классов обыкновенных графов. Ее до­
казательство с незначительными модификациями повторяет доказатель­
ство теоремы 4 из [2], и мы его не приводим. 

Таким образом, для фрагментно замкнутых классов g-графов при 
q > 2 получено несколько принципиально новых утверждений, указыва­
ющих на существенные отличия от ситуации для наследственных клас­
сов обыкновенных графов: 

• во-первых, энтропия фрагментно замкнутых классов д-графов 
при q > 2 принимает более разнообразные значения по сравне­
нию с числами вида 1 — 1/k; например, из теоремы 2 следует, 
что энтропия всякой регулярной композиции равна отношению 
некоторых двух многочленов с рациональными коэффициентами 
от необязательно рациональных энтропии ее порождающих од­
нодольных и двудольных классов (см. формулу (2.8)); 

• во-вторых, еще одно важное заключение из теоремы 2 состоит 
в том, что не всякие композиции наследственных классов д-гра-
фов (д > 2), обобщающие классы обыкновенных графов <^-, 
являются минимальными (по включению) элементами соответ­
ствующих энтропийных слоев; более того, пока нельзя ничего 
сказать и о минимальности даже регулярных композиций; 

• наконец, в-третьих, как показывает замечание 3, наследование 
свойства регулярности при q ^ 4 имеет место не для всех по­
рожденных /г-композиций регулярной (к + 1)-композиции. 

Автор выражает глубокую признательность рецензенту и редактору 
за полезные советы и ценные замечания, учет которых позволил устра­
нить неточности и облегчить восприятие результатов статьи. 
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