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Ю. В. Мерекин 

Для двоичных слов, определяемых поясковыми булевыми функ
циями, в классе схем конкатенации слов получена асимптотика для 
мультипликативной сложности, отличная от известной асимптотики 
для почти всех двоичных слов, определяемых симметрическими бу
левыми функциями. Получены также асимптотики для мультиплика
тивной сложности слов, определяемых элементарными и монотонными 
симметрическими булевыми функциями. 

В данной статье продолжаются исследования из [4-9] по оценке слож
ности процедуры построения слов в алфавите {0,1}, когда разрешается 
многократное использование уже построенных слов, подобно тому, как 
это делается в моделях синтеза схем из функциональных элементов при 
реализации булевых функций [3]. Предысторией рассматриваемой за
дачи можно считать задачу построения слов в однобуквенном алфавите 
[1, 12, 13]. 

В классе схем конкатенации слов (в англоязычной литературе эти 
схемы называют word chains [10, 11]) исследуется специальный класс 
слов, определяемых поясковыми булевыми функциями. Ранее получены 
результаты [6, 8], которые для почти всех слов, определяемых симметри
ческими булевыми функциями, дают асимптотическое совпадение ниж
них и верхних оценок сложности. Применение этих результатов к иссле
дуемым в настоящей статье словам приводит либо к различию нижней 
и верхней оценок в константу раз (т. е. дает результат лишь с точностью 
до порядка величины), либо к более значительному расхождению оценок. 
Ниже для класса слов, определяемых поясковыми булевыми функциями, 
получена нижняя оценка сложности, которая асимптотически совпадает 
с верхней оценкой. 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 02-01-00939). 
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Длиной \W\ слова W называется число входящих в него символов. 
Операция конкатенации слов U и V определяется как запись слова V за 
словом U и обозначается через U • V. В некоторых случаях знак • опус
кается. Слово V называется подсловом слова W и обозначается через 
V Q W, если для некоторых (возможно, пустых) слов X и Y справед
ливо равенство W = X • V • Y. При пустом X подслово V называется 
префиксом, а при пустом Y — суффиксом слова W. 

Последовательность слов 0 , 1 , X, Y,... ,Z называется схемой конка
тенации (см. также [2, 14]) слова Z и обозначается через S, если 
для любого слова W из этой последовательности, начиная со слова X, 
в S имеются такие слова U,V (возможно, U = V), предшествующие 
слову W, что W = U • V. Под сложностью L(S) схемы S конкатена
ции слова Z понимается число слов в последовательности X, Y,... ,Z. 
Пусть L(Z) = m i n i (б1), где минимум берется по всевозможным схемам 
конкатенации слова Z. Величина L(Z) называется мультипликативной 
сложностью слова Z. 

При получении нижних оценок сложности используются специаль
ные представления слов. Пусть слово W представлено в виде W = UxV, 
где х G {0 ,1} . Если V является либо символом, отсутствующим в слове 
Ux, либо V Ц Ux и xV ^ U, \V\ ^ 2, то слово V называется мак
симальным суффиксом слова W (однобуквенное слово по определению 
является своим максимальным суффиксом). Например, для слова 00001 
максимальным суффиксом является 1; для слова 010110 суффикс 10 — 
максимальный. Представление слова Z в виде Z = Yi»Y2».. .*Yr называ
ется суффиксным представлением , если длина слова Yx равна единице, 
а каждое слово Yi, 1 ^ г ^ г, является максимальным суффиксом слова 
Yi • Y2 • . . . • Yi. Например, слово 00001 имеет суффиксное представление 
0«0«00«1; слово 010110 имеет суффиксное представление 0«1«01«10. Оче
видно, что суффиксное представление любого слова единственно. Число 
операций конкатенации в суффиксном представлении слова Z называется 
суффиксной сложностью слова Z и обозначается через L*(Z). 

Пусть слово W представлено в виде W = UV, где \V\ > 1. Если 
V ^ U, то слово V называется расширенным суффиксом слова W (при 
пустом U слово V по определению является расширенным суффиксом). 
Например, для слова 00001 суффиксы 01, 001, 0001 и 00001 являются рас
ширенными; для слова 010110 такими суффиксами являются 110, ОНО, 
10110 и 010110. Представление слова Z в виде Z = Yx • Y2... • Yu назы
вается расширенным представлением, если 

(i) каждый суффикс У15 Y2,... ,YU является либо максимальным, 
либо расширенным; 
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(И) среди Yi,Y2,...,Yu содержится хотя бы один расширенный 
суффикс. 

Например, для слова 00001 представления 00 • 00 • 1 и 0 • 000 • 1 явля
ются расширенными; для слова 010110 такими представлениями явля
ются 01 «01 • 10, 0 • 1 • 0 • 110 и 0 • 10 • 110. Расширенное представление 
слова, вообще говоря, не единственно. Число операций конкатенации 
в г-м расширенном представлении (предполагается, что все такие пред
ставления как-то перенумерованы) назовем сложностью г-го расширен
ного представления и обозначим через L**(Z). 

В [4, 7] доказано, что для произвольного слова Z при любом г вы
полняются неравенства 

L(Z) ^ L*(Z) ^ L**(Z). (1) 

Булева функция называется симметрической, если она принимает 
одно и то же значение на всех наборах с одинаковым числом единиц. 
Каждая симметрическая булева функция / ( ж 1 7 . . . , жп) может быть за
дана последовательностью а = <т(/) = (<70,<7i,... ,crn), B которой ос
есть значение функции / ( ж 1 7 . . . , жп) на любом наборе значений пере
менных, содержащем i единиц и п — i нулей. Последовательность а = 
(do, <7i,... , <7П) называется характеристической для / ( ж ь . . . , хп). 

Ниже мы используем введенное в [6] отображение £ последова
тельности а слов ( a 0 , a i , . . . , a<), t ^ 1, в последовательность /3 слов 
(po,(3i,... ,(3t_i), определяемое следующим образом: /3 = £(а) = (а0 • 
a i , cii • а 2 , . . . , а<_1 • at). Если положить £°(й) = а , £г(й) = £(£ г _ 1 (й)) , 
1 ^ г ^ i, то последовательность £*(а) состоит из одного слова. 

Если таблица истинности симметрической булевой функции /(ж1 ? 

. . . , хп) с характеристической последовательностью а = (<т0, &i,... ,сгп) 
имеет лексикографический порядок наборов значений аргументов, то 
слово £™(<т) совпадает со столбцом значений таблицы истинности 
(см. [6]). 

Обозначим через d(k, /, то) последовательность Э, в которой первые к 
символов a i , . . . , ак равны нулю, последующие / символов сгк+1,... , (Jk+i 
равны единице и остальные то символов ak+l+i,... , ак+1+т равны нулю. 
Всякая последовательность Э(к,1,т) является по определению характе
ристической для некоторой поясковои симметрической булевой функции. 
Обозначим через WkiiiTn слово-столбец значений таблицы истинности 
поясковои булевой функции с характеристической последовательностью 
д(к, I, то). Тогда ^п(Э(к, I, то)) = Wkjim. 

Из построения слова Wk im следуют 
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П р е д л о ж е н и е 1. При любых натуральных к и I слово W^jfi пред-
ставимо в виде 

Wkiii0 = Wjfe.j-i.oeWjfe-i.f.o. 

П р е д л о ж е н и е 2. При любых натуральных I и m слово W0ti<m нред-
ставимо в виде 

,m— 1 •Wo, — l ,m • 

П р е д л о ж е н и е 3 . При любых натуральных к, I и m слово Wkj,m 

представимо в виде 

П р е д л о ж е н и е 4. При любых натуральных к, I и m в слове Wkj,m 

содержатся слова Wij^, Wijt0, W0jtt, 1 ̂ . i ^. к, l ^ j ^ / , 1 ̂  ^ ̂  то, 

Wh>i>m 3 W,-,M, WiJi0, W0Jit. 

Слова 

w0ilii 

назовем элементарными словами. Представление двоичного слова W 
в виде конкатенации элементарных слов назовем элементарным пред
ставлением слова W. 

Л е м м а 1. При любых натуральных к, I и то слова W0ti<m, Wkyiyo 
и Wkyiym имеют элементарные представления. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Применим предложение 3 сначала к слову Wkyiym, 
затем ко всем словам И7^/^ (i,t ф 0), полученным на очередном шаге 
разложения. В результате получаем представление слова Wbt\,m B виде 
конкатенации слов 

W,v,o, Wo,/,*, 1 ̂  г ̂  А;, 1 ̂  i ^ m. (2) 

Продолжим разложение слов (2), применяя на каждом шаге разложения 
ко всем словам Wijt0, i,j ^ 2, предложение 1, а ко всем словам W0jtt, 
j , t ^ 2, — предложение 2. В результате получаем элементарное пред
ставление слова Wktitm. В процессе разложения слова Wkyiym объектами 

0 . . . 0 1 , i ;> 2, 

2 ' - 1 

2 J - 1 

Ь ^ Л О , j > 2 , 
2 J - 1 

1 0 . . . 0 , ^ 2 , 
2 * - 1 
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разложения были слова (2), что доказывает существование элементар
ных представлений слов W0ti<m и И^,;,о- Лемма 1 доказана. 

Слова 

23-1 2 ' - 1 

Wo.i.t •W0 , j , i = l 0 ^ 0 . 1^Л 0, j,t^2, 
2 * - 1 2 J - 1 

W0,i,t«W;- ii io«W;-_i ii io = Ю . . . 0 « 0 . . . 0 1 « 0 . . . 0 1 , г ^ З , О 2, 
2 * - 1 2 ' - 1 2 ' " 1 - ! 

назовем ядрами. Ядра И^^оИ^д^ и H^o.i^Woj.i имеют единственное эле
ментарное представление. Для всякого ядра И^од,4^,1,0^-1,1,о сущест
вует второе элементарное представление И^д.гИ^, 1,0^-1,1,0-

Попарно сравнивая ядра, легко убедиться, что справедливо 

П р е д л о ж е н и е 5. Все ядра различны, не существует попарного пе
рекрытия ядер по элементарному слову и вхождения ядер друг в друга. 

Покажем, что в любом элементарном представлении слова W ядро 
М^о,1,4^,1,0^-1,1,о может иметь непустое пересечение только с тремя, 
а ядра WijtоЖ'д.о и H^o.i^Woj.i — только с двумя элементарными 
словами. 

Л е м м а 2. Пусть WiW2 • • .Wu,u ^ 2 , — элементарное представле
ние слова W, которое содержит ядро И^о,1,4^,1,0^-1,1,о? i ^ 3, t ^ 2. 
Если ядро имеет непустое пересечение со всеми элементарными словами 
WUW2,...,WU, то 

W = W0iliiWiili0Wi-lili0. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим три случая вхождения ядра 

ИЪ,М • WM.O • Wi-Li.o = 1 0 ^ 0 . 0 ^ 0 1 . 0 ^ 0 1 (3) 
2 * - l 2 - - 1 2 — ! - 1 

в слово W из условий леммы. 
С Л У Ч А Й 1. Пусть W = WiW2. Предположим, что ядро (3) имеет 

непустое пересечение с двумя элементарными словами Wi,W2. В этом 
случае внутри двоичного слова (3) необходимо разместить единствен
ный символ •, разделяющий элементарные слова W\ и W2. При любой 
позиции символа образуется либо подслово 102 _ 1 0 2 _ 1 1 , либо подслово 
102 _ 1 1 , которое должно входить в элементарные слова W\ и W2 соответ
ственно, что противоречит определению элементарного слова. Поэтому 

С Л У Ч А Й 2. Пусть W = WiW2Ws и ядро (3) имеет непустое пересече
ние с тремя элементарными словами Wi,W2,W3- В этом случае внутри 
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двоичного слова (3) необходимо разместить два символа •, разделяющих 
элементарные слова W\ W2 и W3- Возможны два варианта размещения 
символов: 

1 0 . . .О « 1 0 . . . 0 « 0 . . .О 1, где W2 = Ж ~\ s ^ 2. 
2* + 2 ' - 2 2"-1 2 ' " 1 - 2 S 

Рассмотрим первый вариант. Если t = г (или г = г), то возникает 
равенство 

W = W0XtWi,ifiWt-i,ifi 

из леммы. Если / ф г ф г, то слово 102 + 2 ~2 _ 1 не является элементар
ным и не может быть суффиксом элементарного слова W\. Поэтому при 
гфгфг имеем W 2 W0)l)tWi)lfiWi_l)lfi. 

Рассмотрим второй вариант. При любых i,t ^ 2 слово 102 + 2 ~2 

не является элементарным и не может быть суффиксом элементарного 
слова W±. Поэтому W 2 W0t±ttWit±fiWi-±t±fi. 

С Л У Ч А Й 3. Пусть W = WiW2.. .Wu,u ^ 4. Предположим, что 
ядро (3) имеет непустое пересечение с и элементарными словами Wi, W2, 
... ,WU. В этом случае внутри двоичного слова (3) необходимо раз
местить не менее трех символов •, разделяющих элементарные слова 
Wi,W2,... ,WU. Очевидно, что не менее двух символов должны раз
меститься либо внутри слова 102 - 1 0 2 * - 1 1 , либо внутри слова 102 ' 1 1 . 
В обоих вариантах эти символы выделяют серию нулей, которая не явля
ется элементарным словом. Поэтому W ^ Wo,l.tW^,1,0^-1,1,о- Лемма 2 
доказана. 

Аналогично доказываются 

Л е м м а 3 . Пусть W\W2.. .Wu,u ^ 2 , — элементарное представле
ние слова W, которое содержит ядро Wijt0Witit0, i,j ^ 2. Если ядро 
имеет непустое пересечение со всеми элементарными словами Wi,W2, 
... ,WU, то 

w = wliji0wiAi0. 
Л е м м а 4. Пусть W\W2.. .Wu,u ^ 2 , — элементарное представле

ние слова W, которое содержит ядро W0tittW0jti, j,t ^ 2. Если ядро 
имеет непустое пересечение со всеми элементарными словами Wi,W2, 
... ,WU, то 

Рассмотрим некоторые специальные представления слов Wy k.l.m • 
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Л е м м а 5. При любых к ̂  2,1 ̂  1 и т^ 2 слово Wkyiym представимо 
в виде 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Применим предложение 3 сначала к слову 
Wkyiym, затем к каждому префиксу Ж ц т - 1 , ^ , 1 , т - 2 г " , И ^ д из оче
редного полученного разложения 

Wk>l>m = TVfc./.m-iWjfc-i,/,^ = . . . = TVfc./.iCWfc-i.j.a • • • Wjfe_Um) 
= Wjfe.j.oWjfe-i.j.iCWjfe-i,,̂  • • • Wjfe_i,,im). 

Если / = 1, то разложим слово И^_1дд и, прекратив разложение пре
фиксов, приступим к разложению суффиксов. Если / ̂  2, то продолжим 
разложение, применяя предложение 1 к каждому префиксу Wkjt0, Wkyi-iyo, 
• • • ,Wky2,o i a затем к слову W^-i^fi- В результате получаем 

Wkiii0 = Wfci,_ii0lVfc-i,i,o = • • • = WkAi0Wk_li2i0(Wk_li3i0.. .W*-i,/,o) 
= ^ д ) о ^ _ 1 д ) о ^ _ 2 ) 2 ) 0 ( ^ _ 1 ) з , о • • • Wjfe_iiM)), 

где префикс И/^д)0И/^_1д)о соответствует утверждению леммы. 
Продолжим разложение, применяя предложение 3 сначала к суф

фиксу И ^ _ 1 , , , т , затем к каждому суффиксу Wk-2,i,m, И^_3 , ; , т , • • • , И^г,™ 
из очередного полученного разложения 

Wk 
— 1,1,771 

wk 
- l , f , m - l - l , f , m - l • • • W 2 , J ,m — 1 ,m 

= (Wk 
- l , f , m - l • • • W 2 7 ,m — 1 ,m— 1 ,m • 

Если / = 1, то разложение прекращается. Если / ̂  2, то, продолжая раз
ложение, применим предложение 2 к каждому суффиксу И^о.г.тэ Wo,f-i,m5 

. . . , W0i2,m- В результате получим 
W^O.f.m = Wo.f.m-lM^o.f-l.m = . . . = (Wo.I.m-l • • • ̂ 0 ,2 ,т -1 ) ^ 0 Д ,m 7 

где суффикс И^од.т удовлетворяет утверждению леммы. 
Из проведенного разложения следует, что при любых к ^ 2, / ^ 1 

и то ^ 2 префикс И/^д)0И/^_1д)о и суффикс И^д.т слова Wkti<m не пере
крываются. Лемма 5 доказана. 

При доказательстве леммы 5 в процессе разложения слова Wkyiym на 
разных этапах объектами разложения были подслова Wkjt0, Wkyiyi, W0ti<m 

и Witi<m. Рассматривая их в качестве начального объекта разложения, 
приведем без доказательства два следствия из леммы 5. 

С л е д с т в и е 1. При любых к ^ 2 и I ^ 2 слова Wkjt0 и Wkjti пред-
ставимы в виде 

Wkiii0 = Wkili0 • XkJi0 • Wlitio, WkJA = Wkili0 • YkJA. 
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С л е д с т в и е 2. При любых I ^ 2 i m ^ 2 слова W0ti<m и Witi<m нред-
ставимы в виде 

Рассмотрим вхождение ядер в слово Wkyiym. 

Л е м м а 6. При любых k ^ 4, / ^ 2 я то ^ 3 в слово Wkyiym входят 
(к — 3)(то — 2) + (к — 2)(/ — 1) + (/ — 1)(то — 2) различных ядер 

Wo.i.t-iWi-i.i.oWi-a.i.o, WufiWi-w и Wo,i,t-iW0,j,i, 
4 ^ г ^ /г, 2 ^ j ^ /, 3 ^ ^ то. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В некоторых словах, входящих в слово Wktitm, 
выделим по одному ядру и найдем число различных выделенных ядер. 
Используя предложение 4, образуем пять типов слов, входящих в Wkyiym: 

Wh>i>m 3 W,-,M, W,-,j|0, W,v ,i , W0ljlt, W1Jit, 
2 ^ г ^ k, l ^ j ^ l , 2 ^ / ^ то. 

I. Разложив слово И7^/^ сначала по предложению 3, а затем про
должив разложение слов Wij^-i и W^-i.f.t п о лемме 5, получаем пред
ставление 

whltt = wlU.x. w,-_liM 
= Wi.i.oWi-i.i.oX.v.^iWo.i.t-i • Wi-i.i.oWi-a.i.o^i-i.M^o.i.t , 

в которое при любом заданном натуральном / и любых г ^ 4, / ^ 3 входит 
ядро И ^ д . ^ И ^ д . о И ^ д . о - Поэтому 

Wjfe,,,m 3 W,-,M 3 Wo.i.t-iWi-i.i.oWi-a.i.o, 4 <; г ^ /г, 3 ^ ^ то. (4) 

Согласно предложению 5 все ядра из (4) различны. Следовательно, 
в слове Wktitm содержится (к — 3)(то — 2) различных ядер H7o,i,t-iW/i_iiiio 
Wi.2,1,0, 4 sC г ^ к, 3 ^ ^ то. 

П. Разложив слово Wijt0 сначала по предложению 1, а затем про
должив разложение слов Wij_it0 и H^- i^o по следствию 1, получаем 
представление 

W,-,j,o = W,-,j_i|0 • W,-_i,j|0 = W^i.oX.-^i.oW'i.j-i.o • Wi-i.i.oX^ij-.oPTij.o, 

в которое при любых г ^ 3, j ^ 3 входит ядро WriJ-_iioW/i_iiiio- Поэтому 

Wjfe,,,m 3 W,-,j|0 3 ^ i j - i . oWi- i . i . o , 3 <; г ^ к, 3 <: j <: I. (5) 

Согласно предложению 5 все ядра из (5) различны. Следовательно, 
в слове Wktitm имеется (к — 2)(/ — 2) различных ядер Witj_it0Wi_itit0, 
3 ^ i ^ k , 3 ^ j ^ l . 
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III. Разложив слово И^/д сначала по предложению 3, а затем про
должив разложение слов И^-^о и И/

г_1);д по следствию 1, получаем пред
ставление 

W,v,i = W,V|0 • W,-_i,,,i = TV.-.i.o^.-./.oH^i.j.o • W,-_i,i |0i;--i,j,i, 

в которое при любом заданном / ^ 2 и при любом г ^ 3 содержится ядро 
W i , ; ^ ^ - ! , ! ^ - ПОЭТОМУ 

WKhm 3 W,v>1 3 WltlfiW%_ltlfi, 3<:i<:k. (6) 

Согласно предложению 5 все ядра из (6) различны. Следовательно, 
в слове Wkyiym имеется к — 2 различных ядер И/1);)0И/

г-1)1)о, 3 ^ г ^ к. 
Объединяя (5) и (6), получаем 

Wjfe,,,m 3 VTi.j.oWi-i.i.o, 3 ^ i ^ /г, 2 ^ J 4 /• (7) 

Следовательно, в слове WkiiiTn имеется (к — 2)(/ — 1) различных ядер 
Wliji0Wi-lili0, S^i^k,2^'j'^l. 

IV. Аналогично для слов W0jit и W± j t получаем 

Wjfe,,,m 3 Wo,i,t-iW0,j,i, 2 <; j <: I, 3 <; i ^ m. (8) 

Следовательно, в слове WkiiiTn имеется (/ — 1)(то — 2) различных ядер 
Wo,i,t-iW0,j,i, 2^j^l,S^t^m. 

Объединяя (4), (7) и (8), получаем 

Wh>i>m 3 Wo.i.t-iWi-i.i.oWi-a.i.o, WufiWi-w, Wo,i,t-iW0,j,i, 
4 ^ г ^ k, 2 ^ j ^ /, 3 ^ ^ то, 

где число различных ядер равно (к — 3)(то — 2) + (к — 2)(/—1) + (/— 1)(то — 2). 
Лемма 6 доказана. 

Наличие различных ядер в слове WkiiiTn позволяет построить его рас
ширенное суффиксное представление и, используя неравенство (1), по
лучить нижнюю оценку сложности L(Wkyiym). 

Т е о р е м а 1. При любых к ^ 4, ! ^ 2 и г а ) 3 справедливо нера
венство 

L(Wktitm) ^ kl + lm+km+W- (Зк + 41 + 4 т ) . (9) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ПО лемме 6 в слове Wkjim имеется (к - 3)(то -
2) + (к — 2)(/ — 1) + (/ — 1)(то — 2) различных ядер. Покажем, что любые 
два ядра, входящие в слово Wkyiym, не перекрываются. 

Зададим слово WkiiiTn в виде элементарного представления (см. 
лемму 1). Каждое ядро H7o,i,t-iW/i_iiiioW/i-2,i,o5 содержащееся в слове 
Wfc,f,m5 совпадает с тремя (см. лемму 2), а каждое ядро И^^оИ^ .^^о , 
Woit-iWoji — с двумя (см. леммы 3 и 4) элементарными словами. По 
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предложению 5 не существует попарного перекрытия ядер по элементар
ному слову и вхождения ядер друг в друга. Следовательно, все имею
щиеся в Wkyiym ядра не перекрываются. 

Просматривая слово Wkti<m слева направо, находим первое встретив
шееся ядро и ставим перед ним символ •. Продолжая просмотр, находим 
очередное ядро, отличное от всех найденных ранее, и ставим перед ним 
символ •. Процесс продолжается до выявления всех (к — 3)(/ — 2) + 
(к — 2)(/ — 1) + (/ — 1)(га — 2) различных ядер, входящих в слово Wkti<m. 
Проставленные символы выделяют расширенные суффиксы. Поэтому 
L**(Wkjim) = kl + lm + km + 1 0 - (ЗА;+ 4/ +4га) . Отсюда и из (1) следует, 
что L(Wkyiym) ^ kl + /га + km + 10 — (ЗА; + 4/ + 4га). Теорема 1 доказана. 

З А М Е Ч А Н И Е 1. В [9] при получении оценки 

L{Wk)hm) ^ kl + lm + km + 5- (2к + 41 + 2га) 

в качестве ядер использовались слова И^од.гИ^д,0^1,1,о5 которые при лю
бом / не имеют элементарного представления. В настоящей статье, ли
шив слова И^од,tW^.i,oW^^o с т а т У с а ядер, мы несколько ослабили ниж
нюю оценку, но упростили доказательства. 

В [6] получена верхняя оценка сложности 

Г kl + /га + km + (к + /) — 2 при к > га, , 
L{Wklm) <:{ ) , (Ю) 

{ kl + lm + km + (/ + га) — 2 при га > к. 

Из оценок (9) и (10) получаем 

С л е д с т в и е 3 . При к, I, га —> оо 
L{Wkihm) = (kl + /га + km){\ + o ( l ) ) . 

В качестве дополнительного результата получаем асимптотики для 
мультипликативной сложности слов Wkti<m и Wkjt0 , которые определя
ются соответственно элементарными и монотонными булевыми функ
циями. 

С л е д с т в и е 4 . При к, га —> оо 

L(Wktl>m) = km(l + o{l)). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Н И Ж Н Я Я о ц е н к а . При к ^ 4, / = 1 
и га ^ 3 согласно (4) в слове Wkti<m имеется (к — 3)(га — 2) различных 
ядер. Выделяя различные ядра, как это делалось в доказательстве тео
ремы 1, построим расширенное суффиксное представление слова Wkti<m. 
В результате получаем L**(Wkiiim) = km+ 6 — (2/г + Зга). Отсюда и из (1) 
следует, что при любых к ^ 4 и га ^ 3 справедливо неравенство 

£ ( W M i m ) ^ A;m + 6 - (2A; + 3m). (11) 
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В е р х н я я о ц е н к а 

Г km + 2k + то — 1 при к > то, , 
£ W M , m ^ ^ ' (12) 

^ кто + к + 2то — 1 при т > к 
получена в [6]. 

Из оценок (11) и (12) следует утверждение следствия 4. 

С л е д с т в и е 5. При к, I —^ оо 

£ ( W M i 0 ) = М(1 + о(1)). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Н И Ж Н Я Я о ц е н к а . При к ^ 3 и / ^ 3 со
гласно (5) в слове И^^о имеется (к — 2)(/ — 2) различных ядер. Выделяя 
различные ядра, как это делалось в доказательстве теоремы 1, построим 
расширенное суффиксное представление слова И^^о- В результате по
лучаем L**(Wktito) = kl + 4 — (2/г + 21). Отсюда и из (1) следует, что при 
любых к ^ 3 и / ^ 3 справедливо неравенство 

X(WM ,o)^A;/ + 4 - (2A; + 2 0 . (13) 

В е р х н я я о ц е н к а 

L(WkJt0)<:kl + k + l-2 (14) 

получена в [6]. 
Из оценок (13) и (14) следует утверждение следствия 5. 
З А М Е Ч А Н И Е 2. В [7] при специальном рассмотрении слов WkiiiTn 

и И^^о получены нижние оценки 

Ц\¥к1т)^кт + к и £ ( W M | 0 ) ^ М + 2, 

которые несколько превосходят оценки (11) и (13). 
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