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ПОКРЫТИЯ КЛИКАМИ, ФАКТОРЫ И ГРАФЫ 
С ИЗОМОРФНЫМИ ОКРУЖЕНИЯМИ ВЕРШИН*) 

Ю. Л. Орлович 

Одна из известных проблем теории графов — проблема окруже­
ний — заключается в том, чтобы для данного конечного графа Н опре­
делить, существует ли связный граф G, в котором окружение каждой 
вершины порождает подграф, изоморфный графу Н. Граф G, удовлет­
воряющий такому условию, принято называть реализацией графа Н. 
В настоящее время проблема окружений решена для ряда конкретных 
графов Н. Однако до сих пор не разработаны общие методы, которые 
для графов из каких-либо классов позволяли бы распознавать сущест­
вование соответствующих им реализаций. Это отчасти объясняется 
тем, что в классе всех конечных графов проблема окружений алгорит­
мически неразрешима. В данной статье мы определяем достаточно 
широкие классы графов, для которых можно построить счетные мно­
жества как конечных, так и бесконечных реализаций, и предлагаем 
методы систематического выявления таких классов. 

Введение 

Проблемы существования и единственности графа G с заданным 
значением некоторого инварианта 1(G) в теории графов занимают вид­
ное место [7, 13]. К ним относится, в частности, известная проблема 
окружений [6, 32]: задан конечный граф Н; существует ли связный граф 
G, в котором окружение каждой вершины порождает подграф, изоморф­
ный графу Н, и если существует, то единственен ли такой граф с точ­
ностью до изоморфизма? 

Проблема окружений служит классическим примером задачи восста­
новления [7] и решена для ряда графов Н. Она рассматривалась в связи 
с вопросами теории автоматов [6, с. 59], теории групп [20, 21, 30, 31], 
теории конечных геометрий [9, 10, 19], алгебраической топологии [15, 
27-29] и в связи с приложениями в вычислительной технике [8]. 

Всюду в работе под графом G = (VG, EG) понимается локально 
конечный неориентированный граф без петель и кратных ребер; VG 
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и EG — множества вершин и ребер графа G соответственно. Окруже­
нием вершины v в графе G называется множество N(v,G) всех вершин 
из VG, смежных с v. Положим для краткости N(G) = {Gv \ v £ VG}, 
где Gv — подграф графа G, порожденный множеством вершин N(v,G). 

Для произвольного конечного графа Н возникают следующие задачи 
[6, 32]. 

1. Существование. При каком условии N(G) = {Н} для некото­
рого графа G1 Другими словами, когда существует какой-либо граф 
G, реализующий HI 

2. Единственность. Пусть N(Gi) = N(G2) = {Н} для некоторых 
графов Gi u G'i- При каком условии следует изоморфизм графов G\ 
и G2 ( d * G2)1 

Проблему существования и единственности графа G с заданным зна­
чением инварианта N(G) называют проблемой окружений. Граф G, удо­
влетворяющий требованию N(G) = {Н}, называется реализацией графа 
Н или графом с изоморфными окружениями вершин, а Н — реализуе­
мым графом. 

В [2] указаны простые примеры графов Н, для которых существуют 
только бесконечные графы с изоморфными окружениями вершин. По­
этому в дальнейшем естественно различать конечные и бесконечные ре­
ализации, т. е. изучать класс {G \ N(G) = {Н}} при соответствующих 
глобальных ограничениях на граф G. В этом случае содержательны две 
следующие задачи. 

3. Проблема конечной (бесконечной) реализуемости. По заданному 
конечному графу Н выяснить, существует ли конечный (бесконечный) 
связный граф G, реализующий HI 

4. Задача классификации. Классифицировать конечные (бесконеч­
ные) связные графы G такие, что N(G) = {Н}. 

Интересно отметить, что, как было показано В. К. Булитко [4], 
в классе всех конечных графов проблема бесконечной реализуемости ал­
горитмически неразрешима, т. е. справедлива 

Т е о р е м а [4]. Невозможен алгоритм, распознающий по произволь­
ному конечному графу Н, существует ли связный бесконечный граф G, 
реализующий Н. 

Отметим, что утверждение теоремы верно также в ряде других слу­
чаев, в частности, когда Н — произвольный несвязный, связный, плос­
кий или регулярный конечный граф [4]. 

Вопрос о том, разрешима ли в общем случае проблема конечной реа­
лизуемости, остается открытым (см., например, [16, 24]). В то же время 
в литературе известны нетривиальные примеры подклассов класса всех 
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конечных графов, где оба варианта проблемы 3 алгоритмически раз­
решимы. Например, класс деревьев [3, 17] или более широкий класс 
связных графов, в которых каждый блок является полным графом 
[3, 18]. 

Основная цель настоящей статьи — описать новые классы конечных 
графов, для которых проблема 3 имеет положительное решение, и пред­
ложить методы систематического выявления таких классов. 

Предварительно отметим, что все предлагаемые в статье методы 
основаны на знании геометрии клик реберного графа. Последняя, как 
известно, описывается теоремой Краусса [23], которая дает глобальную 
характеризацию реберных графов для графов. 

Для произвольного графа G реберный граф L(G) определяется сле­
дующими условиями: VL(G) = EG, вершины ех и е2 смежны в L(G), 
если и только если ребра ех и е2 смежны в G. 

Произвольный полный подграф графа называется кликой. Множест­
во вершин клики также называется кликой; из контекста должно быть 
ясно, о чем идет речь. Семейство клик графа G называется покрытием 
кликами, если G является объединением этих клик. Сами клики назы­
ваются компонентами покрытия. Характеризационную теорему из [23] 
можно сформулировать так. 

Т е о р е м а [23]. Граф G изоморфен реберному графу L(F) для под­
ходящего графа F тогда и только тогда, когда существует такое покрьг-
тне Q графа G кликами, что каждая вершина графа G входит в одну 
или ровно в две компонентьг покрьгтия Q и любьге две компонентьг из Q 
имеют не более одной общей вершиньг. 

Основываясь на геометрии «крауссовых покрытий» и структурной 
теории га-факторов, приходим к целому семейству методов, с помощью 
которых можно получать счетные множества как конечных, так и беско­
нечных связных реализаций для графов из некоторых специальных клас­
сов. К таким графам, в частности, относятся дизъюнктные объедине­
ния реализуемых графов; простые цепи и циклы; треугольные кактусы; 
некоторые графы, гомеоморфные звездам; графы, в которых каждый 
блок — клика с нечетным числом вершин, и многие другие. 

1. Терминология и предварительные ф а к т ы 

В основном используется терминология из [5]. Отметим лишь неко­
торые нюансы. 

Число \VG\ вершин конечного графа G называется его порядком 
и обозначается через |С | . Если вершины иж v графа G смежны, то пишем 
и ~ v. Кроме того, 

N(v,G) = {ue VG | и ~ v} 



Покрытия кликами, факторы и графы 51 

— окружение вершины v £ VG, degG v = \N(v,G)\ — степень верши­
ны v. Степенью degG регулярного графа G называется степень его вер­
шин. В случае, когда G зафиксирован, N(v, G) и degG v обозначим через 
N(v) и deg v соответственно. Если U С VG, то G(U) — подграф графа 
G, порожденный множеством U; G — U — подграф, получаемый из G 
удалением вершин множества U. Подграф Н графа G будем называть 
остовным, если VH = VG. Остовный регулярный подграф степени п 
называется п-фактором. 

Для некоторых графов мы используем стандартные обозначения: 
Кп, 0п, Сп, Рп — соответственно полный граф, пустой граф, простой 
цикл и простая цепь с п вершинами, Кт<п — полный двудольный граф 
с долями мощности т и п. Кроме того, k-я степень графа G и граф, 
дополнительный к G, обозначаются через Gk и G соответственно. Если 
G — связный граф, то через nG обозначается граф с п компонентами, 
каждая из которых изоморфна G. Двудольный граф G = (Vi,V2,E) 
состоит из множества вершин Vi U V2 и множества ребер Е С Vx x V2. 
Множества V\ и V2 называются долями графа G. 

Объединение Gi UG2 графов Gi и G2 определяется следующим обра­
зом: 

V(Gi U G2) = VGX U VG2, Eid U G2) = EGX U EG2. 

Объединение G\ U G2 называется дизъюнктным, если VG\ П VG2 = 0 . 
Соединением графов Gi и G2 (при условии VG\ П VG2 = 0) называется 
граф d + G2 = Gi U G2. 

Пусть G\ = (VGi,EGi) и G2 = (VG2,EG2) — два графа. Произ­
ведением G\ X G2 , композицией Gi[G2] называются графы, множеством 
вершин которых является декартово произведение VG\ X VG2, а смеж­
ность вершин (ui,u2) и (vi,v2) задается следующими условиями: 

• для G\ X G2: либо и\ = Vi и и2 ~ v2, либо M2 = t ) 2 i M i ~ » i ; 

• для Gi[G2]: либо их ~ Vi, либо их = Vi и и2 ~ v2. 
Дополнительная терминология будет приведена далее в тексте, ког­

да это будет нужно. 
В разд. 2-4 окажутся полезными следующие две леммы. 

Л е м м а 1. Пусть р и q — натуральные числа, р ^ 3, q ^ 2. Тогда 
при любом натуральном числе п существует связный конечный двудоль­
ный граф Dn = (Xn,Yn, En) порядка n(p + q), в котором степень каждой 
вершины х G Хп равна р, а степень каждой вершины у EYn равна q. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Д Л Я доказательства индуктивно построим по­
следовательность 

S = (Dl,D2,...,Dl,...) 
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связных двудольных графов _0г- = (Х г , 1^ , _Кг), |_0г-| = г(р + <?) таких, что 
степень каждой вершины х £ Хг- равна р, а степень каждой вершины 
г/ £ Yi равна q. Положим Dx = Kp,q, 

Xi = {ж17 ж 2 , . . . , xq}, Yi = {у1, у2,... , ур}, 

Ег = {х)у\ \l<:j<:q,l<:k<:p}. 

Если граф Di = (Xi,Yi,Ei) уже построен и г ^ 1, то граф -Dj'+i = 
(Xi+i,Yi+i, Ei+i) определим по следующему правилу: 

Xi+\ = Xi U \х\ , х\ , . . . , x'q }, 1^-+1 = Yi U {г^ , ?/2 > • • • > УР }'•> 

каждую вершину ж!-+1, 1 ^ j ' ^ q, соединим ребрами со всеми вершинами 
уг

к
+1, 1 ^ к ^ р; удалим какое-либо ребро ху £ Ei (ж £ Хг-, г/ £ 1 )̂ 

и ребро хг^~1у[+1; наконец, добавим ребра ху[+1 и уху'1. Легко видеть, 
что полученный таким образом граф Di+i имеет порядок (г + 1)(р + q) 
и обладает нужными свойствами. Лемма 1 доказана. 

Л е м м а 2. Пусть р и q — натуральные числа, р ^ 3, q ^ 2. Тог­
да при любом четном натуральном числе га > 2 существует связный 
бесконечный двудольный граф D"^ = (Х^°,УП°°, Е™), в котором степень 
каждой вершины х £ Х ~ равна р, а степень каждой вершины у £ Уп°° 
равна q. При этом D"^ содержит ровно один простой цикл длины га. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть q > 2. Определим связный бесконечный 
граф Ly° (r = 1,2), соблюдая следующие правила: 

• вершина хг
0 смежна с конечным множеством вершин х\ , где 1 ^ 

%i ^ р — 2 при г = 1 и 1 ^ г 1 ^ д — 2 при г = 2; 
• каждая вершина х\ смежна с конечным множеством вершин 

х\ г- , где 1 ^ г2 ^ q — 1 при г = 1 и 1 ^ г2 ^ р - 1 при г = 2; затем 
каждая Ж; • смежна с конечным множеством вершин хг

; • • , где 
1 ^ з̂ ^ Р — 1 при r = l i l ^ ! 3 ^ g - l при г = 2, и т. д.; 

• в общем случае каждая вершина х\ г- г- _ (/г ^ 2) смежна с ко­
нечным множеством вершин хг, • • „• , 1 < й < » — 1, если 

г г1,г2,... ,»fc_i,«fe ' \ к \ .f 7 

/г + г четно, и 1 ^ ifc ^ q — 1, если /г + г нечетно, и т. д. (все 
указанные вершины различны, других вершин и ребер нет). 

Пусть га = 2к — натуральное число, к ^ 2. Каждому четному числу 
2г (1 ^ i ^ /г) поставим в соответствие копию бт2г- графа i j ° , а каждому 
нечетному числу 2г — 1 ( г ^ г ^ / г ) — копию i^ i - i графа ££°. В случае 
q = 2 считаем, что бг2г- — копия графа i j ° , построенного по указан­
ным выше правилам, a i ^ i - i — одновершинный граф, т. е. i ^ i - i = Ki, 
1 ^ г ^ к. Итак, имеем два списка графов 

С 2 , С 4 , • • • , Gn и Fi,F3,... ,Fn_i, 
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где G2i =* L?, F2i_x =* Lf, если q > 2, и G2i =* Xf , i ^ = i i ' b если q = 2. 
В каждом графе бг2г- (-Fbi-i) выделим вершину ж2г- (жгг-О минимальной 
степени и при условии, что i<\, G2, _F3, G4 , . . . , Fn_i, C n в совокупности 
не имеют общих вершин, построим граф 

Н = F, U G2 U F3 U . . . U F n _ ! U G„. 

Теперь граф _D~ получается из Н добавлением ребер жгжг'+1 (1 ^ г ^ га—1) 
и жпж^. 

Так как D^ содержит ровно один простой цикл (ж 1 7 ж 2 , . . . ,xn,Xi) 
и длина этого цикла четна, то согласно теореме Кенига (см. [11, с. 134]) 
D^ — двудольный граф. Разбиение множества вершин графа D^ на 
доли Х^ и Уп°° строится следующим способом. Зафиксируем некото­
рую вершину степени р из V D^, например ж2. Тогда Х^ состоит из 
вершины ж2 и всех вершин с четным расстоянием от ж2, а Уп°° — с не­
четным расстоянием. Учитывая способ построения графов L^° и ££°, 
легко видеть, что степень каждой вершины ж £ Х^ окажется равной р, 
а степень каждой вершины у £ Уп°° — равной q. Лемма 2 доказана. 

2. О р е а л и з у е м о с т и 
д и з ъ ю н к т н ы х объединений графов 

Известно [22], что если Gj и G2 — реализации графов Л\ и Н2 

соответственно, то произведение Gi X G2 — реализация дизъюнктного 
объединения Л\ U Н2. Основным результатом настоящего раздела явля­
ется утверждение, что условие конечности реализаций Gi и G2 вместе 
с условием т а х { | Л \ | , \Н2\} ^ 2 достаточны для существования счетных 
множеств как конечных, так и бесконечных связных реализаций графа 
# i U Н2. 

Т е о р е м а 1. Пусть Hi и Н2 — конечные графы, т а х { | Л \ | , \Н2\} ^ 2. 
Далее пусть для каждого i = 1, 2 существует конечная реализация графа 
Hi. Тогда можно указать счетное множество конечных (бесконечных) 
связных реализаций дизъюнктного объединения Hi U Н2. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Gi (G2) — конечная связная реализация 
графа Hi (Н2), и пусть D = (X, Y, Е) — связный (не обязательно конеч­
ный) двудольный граф, в котором степень каждой вершины ж £ X равна 
|Gi | ^ 3, а степень каждой вершины у £ Y равна \G2\ ^ 2. Существо­
вание такого графа гарантируется леммой 1 или леммой 2. Напомним, 
что семейство 

Q = {Qi\ie 1} 

клик графа G есть покрытие, если каждая вершина и каждое ребро 
графа G входят в некоторую Q,. Клики Qi — компоненты семейства Q. 
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Определим покрытие Q графа G = L(D) следующим способом. Пусть 
Q(v) обозначает множество всех ребер графа D, инцидентных вершине 
v £ VD. Положим 

Q1 = {Q(x)\x£X}, Q2 = {Q(y)\y£Y}. 

Тогда, очевидно, разбиение Q = Q1 U Q2 является покрытием графа G, 
обладающим следующими тремя свойствами (см. теорему Краусса во 
введении): 

1) каждая вершина графа G входит ровно в две такие компоненты 
Qi, Qj покрытия Q, что Qi G Q1, Qj G Q2; 

2) никакие две компоненты не имеют более одной общей вершины; 
3) каждая компонента из Q1 (Q2) содержит |Gi | ( |С2 | ) вершин. 

Пусть Qi — произвольная компонента покрытия Q графа G. Опира­
ясь на свойство 3, в порожденном этой кликой подграфе G{VQi) выберем 
остов Fi такой, что Fi = Gi, если Qi G Q1, и Fi = G2, если Qi G Q2• Вы­
полним теперь следующее преобразование графа G: удалим из него те 
и только те ребра подграфа G(VQi), которые не вошли в множество EFi. 
Легко видеть, что полученный в результате такого преобразования граф 
будет связным. Применив указанное преобразование к каждой из остав­
шихся компонент покрытия Q, получим связный, регулярный степени 
d e g t j ! + deg G2 граф, который обозначим через G*. 

Покажем, что G* — реализация графа HiUH2. В силу предыдущего 
достаточно проверить, что для любой вершины х £ VG между множе­
ствами VQi \ {ж} и VQj \ {ж} нет ребер графа G, где VQi П VQj = {ж}. 
Пусть, напротив, существует такое ребро uv £ EG, что и £ VQi \ {ж}, 
v £ VQj \ {ж}. Согласно свойству 2 каждое ребро графа G содержится 
ровно в одной компоненте покрытия Q. Следовательно, найдется такая 
компонента Qk, что 

VQi П VQk = {и}, VQ2 n VQk = {v}. 

Но тогда либо Qi,Qk £ Q1, либо Qj,Qk £ Q2• Последнее противоречит 
свойству 1. 

Итак, G* — связная реализация графа Л\ U Н2. Применив при 
р = \Gi\ ж q = \G2\ указанную процедуру к каждому двудольному графу 
Dn (-D£°) из леммы 1 (леммы 2), получим счетное множество конечных 
(бесконечных) связных реализаций графа Л\ U Н2. Теорема 1 доказана. 

Из теоремы 1 непосредственно вытекает 

С л е д с т в и е 1. Пусть {Hi \ г £ / } — конечное семейство конечных 
графов, \I\ ^ 3, и пусть графы Hi попарно не имеют общих вершин. 
Кроме того, пусть для каждого i E I сугцествует конечная реализация 
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графа Hi. Тогда имеется счетное множество конечных (бесконечных) 
связных реализаций графа [j Hi. 

i€l 

Следствие 2 указывает на тесную связь между конечной реализуе­
мостью графов Н и Н U 0п, га ^ 1. 

С л е д с т в и е 2. Для конечного графа Н следующие утверждения рав­
носильны. 

(i) существует конечная реализация графа Н; 
(ii) при любом га ^ 1 существует конечная реализация графа Н U 0П. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Будем рассматривать ситуацию, когда Н отли­
чен от пустого графа, ибо для Н = 0т, гаг ^ 1, следствие тривиально. 

(i) =>• (И). Пусть существует конечная реализация графа Н. Тог­
да, взяв полный двудольный граф Кп<п в качестве конечной реализации 
графа 0П, из теоремы 1 следует, что существует конечная реализация 
графа Н U 0П. 

(И) =>• (i). Пусть G — конечная реализация графа Н U 0П, а Н' — 
подграф графа Н, порожденный множеством всех неизолированных вер­
шин. Удалив из G все ребра, не входящие ни в один треугольник, по­
лучим конечный (в общем случае несвязный) граф, каждая компонента 
F ф Кх которого является реализацией графа Н'. Отсюда, учитывая 
представление Н = Н' U 0т, гаг = \Н\ — \Л'\, так же, как и в доказатель­
стве (i)=>- (ii), убеждаемся, что существует конечная реализация графа 
Н. Следствие 2 доказано. 

Из следствия 2 вытекает 

С л е д с т в и е 3 . Пусть для конечного графа Н не существует конеч­
ных реализаций. Тогда следующие утверждения равносильны: 

(i) существует бесконечная связная реализация графа Н; 
(ii) для любого га ^ 1 существует бесконечная связная реализация 

графа Н U 0П. 
З А М Е Ч А Н И Е 1. В общем случае реализуемость дизъюнктного объ­

единения Hi U Н2 не является достаточным условием для существования 
графов Gi и С 2 таких, что С, (г = 1,2) — реализация графа Hi. При­
мером такого объединения с наименьшим числом вершин служит граф 
Р 3 U К2- Действительно, отсутствие каких-либо реализаций для цепи 
Р 3 — хорошо известный факт [1, 6, 15], а один из возможных способов 
построения целого семейства конечных (бесконечных) реализаций графа 
Р 3 U К2 изображен на рис. 1. Этот способ основан на использовании 
серединно геометрического графа M(L) любого плоского 4-регулярного 
2-связного графа L, не содержащего граней, ограниченных тремя реб­
рами (определение графа M(L) см. в [25, с. 124]). 
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Рис. 1. Фрагмент построения реализации графа Р3 U К2 

Пусть Ж — конечный класс конечных графов. Граф G такой, что 
N(G) = Ж, называется реализацией класса Ж. Отметим одну весьма 
любопытную связь, существующую между конечными реализациями 
класса Ж = {Hi, Н2, • • • , Нк} и бесконечными реализациями графа 
rii Hi U п2 Н2 U . . . U пк Нк, где пх, п2,... , пк — произвольные натуральные 
числа. 

Сначала определим операцию приклеивания полного графа К\ 
к фиксированной вершине v графа G следующим образом: результат 
приклеивания G' получается из G после добавления / — 1 новых вершин 
их,и2,... , Щ_1 и множества ребер полного графа с множеством вершин 
{г>, г*1, и 2 , . . . , Ui_i}. Тем самым G' = G U Ki, VG П VKi = {v}. 

Т е о р е м а 2. Пусть Hi, Н2,... , Нк (к ^ 1) — конечные попарно не-
пзоморфные связные графы, VHi П VН2 П . . . П VНк = 0 , и пусть сущест­
вует такой связный конечный граф G, что N(G) = {Hi,H2,... ,Hk}. 
Тогда при любых натуральных числах rii,n2,... ,nk имеется связная 
бесконечная реализация графа riiHi U n2H2 U . . . U nkHk. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть граф G такой, как указано в формули­
ровке теоремы, и пусть Н = riiHi U . . . U nkHk, где ral7... ,nk — произ­
вольные натуральные числа. Для доказательства существования связ­
ного бесконечного графа G0 такого, что N(G0) = {Н}, сначала индук­
тивно построим последовательность 

S = (Gi, G2,... , Gi,...) 

связных конечных графов С, таких, что N(Gi) = N(G) и N(Gi) = 
N(G) U {Н} для i ^ 2. Положим Gi = G. Пусть граф С, уже построен, 
i ^ 1, и пусть все вершины его занумерованы последовательными нату­
ральными числами, а окружение каждой вершины u £ VGi порождает 
подграф, изоморфный либо графу Н, либо графу Hj для некоторого 
j £ { 1 , . . . , к}, причем существует такая вершина v £ VGi, ч т о Gi(N(v)) 
не изоморфен Н. 
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В графе Gi выберем такую вершину w с наименьшим номером, что 
Gi(N(w)) не изоморфен графу Н. Не исключая общности рассуждений, 
будем считать, что Gi(N(w)) = Hk. К вершине w приклеим 

п = щ + га2 + ... + пк - 1 

клик Q\,... , Ql
n порядка \G\, для каждой из которых w — единственная 

вершина, общая с графом G{. Любые две такие клики не должны иметь 
общих ребер. Рассмотрим теперь граф Q, состоящий из вершин и ребер 
клик Q\,... ,Ql

n, и элементы множества VQ \ {w} занумеруем после­
довательными натуральными числами, превосходящими максимальный 
среди номеров вершин графа G{. 

Пусть Ql
m (1 ^ m ^ га) — произвольная максимальная (по включе­

нию) клика из Q. В этой клике выберем остовный подграф Fl
m такой, 

что Fl
m = G и _F^(iV(w)) = Hj, где j' = 1 при 1 ^ m ^ гаь а во всех 

остальных случаях индекс j удовлетворяет неравенствам 

Щ + га2 + . . . + nj_l < m ^ пх + га2 + . . . + rij. 

Выполним следующее преобразование графа Q: в этом графе удалим те 
и только те ребра из подграфа Q(VQl

m), которые не вошли в множество 
EFl

m. Применив последовательно указанное преобразование к каждой из 
оставшихся максимальных клик графа Q, получим связный конечный 
граф, который обозначим через бгг+1, причем 

VGi+1 = VGi U VQ[ U . . . U VQ'n, EGi+1 = EG{ UEF^U.-.U EF^. 

Легко видеть, что Gi+i{N(w)) = Н. В то же время для каждой вер­
шины u G VGi+i, и ф w, имеем Gi+i(N(u)) = Gi(N(u)), и если v G 
(VQ\U.. .UVQDXiw}, то Gi+1(N(v)) = Hj для некоторого j G { 1 , . . . ,k}. 
Отсюда и из выполненных построений вытекает, что искомым графом 
G0 является граф со счетным множеством вершин VG0 и счетным мно­
жеством ребер EG0: 

оо оо 

VG0 = \JVGt, EG0 = \jEGt. 
i=l i=l 

Действительно, для каждой вершины u £ VG0 можно указать такое наи­
меньшее число i0, что и £ VGi П Р И всех i ^ i0. Следовательно, вершина 
и имеет некоторый номер 

/ £ {\G\ + n(\G\ - 1)(г„ - 1) - е | е = 0 , 1 , . . . , n(\G\ - 1) - 1}. 

Но тогда по построению имеем Gi+i(N(u)) = Н, а так как в дальнейшем 
окружение вершины и сохраняется, то G0 — искомый граф. Теорема 2 
доказана. 
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Имеются примеры, которые показывают, что в теореме 2 условие 
бесконечной реализуемости графа riiHi U п2Н2 U . . . U пкНк нельзя заме­
нить условием конечной реализуемости. Действительно, если рассмот­
реть граф Ki + KiiV (р ^ 3) такой, что N(Ki + KitP) = {К2, KitP}, и по­
ложить rii = п2 = 1, то в силу [2] (см. также разд. 3) оказывается, что 
не существует конечных реализаций графа l i ' l p U К2. В то же время со­
гласно теореме 2 можно указать бесконечную связную реализацию графа 
Khp U К2. 

Применяя теорему 2, получаем следующее утверждение (см. так­
же [22]). 

С л е д с т в и е 4. Пусть Н — произвольный конечный граф, N(H) = 
{Hi,H2,... ,Hk}. Тогда существует связная бесконечная реализация 
графа НиН',где Н'^Н'1иЩи...иН'ки Н[ ^ К\ + Hi, 1 ^ i <: к. 

В частности, из следствия 4 вытекает 

С л е д с т в и е 5. Каждый связный конечный граф является компонен­
той некоторого реализуемого графа. 

3. Реализации с о т м е ч е н н ы м и 1-факторами 

Опишем общую рекурсивную процедуру, позволяющую строить 
счетные множества конечных (бесконечных) связных реализаций для 
графов из некоторых специальных классов. Эта процедура окажется 
весьма полезным инструментом при получении основных структурных 
результатов данного раздела. 

Для дальнейшего изложения нам понадобится следующее определе­
ние из [15]. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 1. Пусть G — связная реализация графа Н, х — фик­
сированная вершина из VН. Далее пусть М — паросочетание в графе G 
(произвольный регулярный подграф степени 1 графа G). Паросочетание 
М называется х-отмеченным, если имеется такое семейство изоморфиз­
мов 

0 = {0„ | VGV -> VH, v G VG}, (1) 

что 9v(N(v,M)) = х для каждой вершины v G VM. Если VM = VG, 
паросочетание М будем называть х-отмеченным 1-фактором. 

Для конечных реализаций, допускающих отмеченные 1-факторы, 
справедлива 

Т е о р е м а 3 . Пусть Hi, Н2 — конечные графы, хх и х2 — фикси­
рованные вершины из VHi и VН2 соответственно, Н — такой граф, 
что VH = VHX U VH2, EH = ЕНХ U ЕН2 и VHX П VH2 = {ж}, где 
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х = Xi = х2. Далее пусть при каждом i = 1,2 существует конечная 
реализация Gi графа Hi, содержащая хг--отмеченньгй 1-фактор, при этом 

min{|Gi | , \G2\} ;> 4, т а х { | ( Л | , \G2\} ;> 6. 

Тогда имеется такое счетное множество конечньгх (бесконечных) связ-
ньгх реализаций графа Н, что каждая реализация из этого множества 
содержит х-отмеченньгй 1-фактор. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Сохраняя обозначения теоремы 1, продолжим 
рассмотрение реберного графа G = L(D) связного двудольного графа 
D = (X,Y,E), в котором степени всех вершин доли X равны |Gi | /2 ^ 3, 
а степени всех вершин доли Y равны |С21/2 ^ 2. Заменив каждую вер­
шину v в графе G двумя вершинами (v,a), (v,(3) и объявив вершины 
(а, Ъ) и (с, d) смежными тогда и только тогда, когда либо a ~ с, либо 
a = с, получим граф 6r[ii'2]5 который для краткости обозначим через G*. 
Таким образом, каждой вершине v графа G соответствует порожденный 
подграф К2 = G*({(v, a), (v,(3)}) графа G*, и если в G* стянуть един­
ственное ребро каждого такого подграфа, то получим граф G. 

Далее каждому ребру ev = (v,a)(v, (3) в G* соответствует пара пол­
ных подграфов Q* и Q* этого графа, которые пересекаются в точности 
по ev, т. е. 

VQ* П VQ* = {(v, a), (v,fi)}, EQ* П EQ* = {ev}. 

Эти подграфы назовем сопряженными, а ребро ev — особым ребром (со­
ответствующим паре сопряженных подграфов Q* ж Q*). Легко видеть, 
что семейство всех сопряженных подграфов графа G* образует покрытие 
Q* графа G*. В то же время каждой такой паре сопряженных подграфов 
Q* и Q*j, ч т о 

VQ*nVQ* = {(v,a),(v,p)}, (2) 

в графе G соответствует пара компонент Qi и Qj покрытия Q таких, 
что VQi П VQj = {v}. Верно и обратное, а именно каждой паре таких 
компонент Qi,Qj G Q графа G, что VQi П VQj = {v}, в графе G* соот­
ветствует пара сопряженных подграфов Q*, Q* £ Q* таких, что справед­
ливо равенство (2). Таким образом, покрытие Q = {Qi \ i £ / } графа G 
индуцирует покрытие Q* = {Q* \ i £ / } графа G* или, что то же самое, 
изоморфизм G* = (^[-ЙУ задает биекцию 

ср : Q* -* Q, Q* » Qi. 

С помощью биекции (р и разбиения Q = Q1 U Q2 из теоремы 1 по­
строим разбиение Q* = Q\ U Q*2 следующим образом: 

QI = {QI I <P(Q1) eq\ie I}, Q*2 = {Q* \ V(Q*) eQ2,ie I}. 
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Пусть Q* — произвольная компонента покрытия Q* графа G*. В по­
рожденном этой кликой подграфе G*{VQ*) выберем остов Fi такой, что 
Fi = Gi, если Q* £ Q J , i F i = G2 , если Q* £ Q*,, причем в первом случае 
особые ребра компоненты Q* суть ребра х i -отмеченного 
1-фактора графа Gi = Fi, а во втором — ж2-отмеченного 1-фактора 
графа G2 — Fi. Выполним следующее преобразование графа G*: уда­
лим из него те и только те ребра подграфа G*{VQ*), которые не вошли 
в множество EFi. Легко видеть, что граф, полученный в результате 
такого преобразования, будет связным. Применив указанное преобразо­
вание к каждой оставшейся компоненте покрытия Q*, получим связный, 
регулярный степени deg Gi + deg G2 — 1 граф, который обозначим че­
рез G'. Будем говорить, что граф G' получен из графа G* с помощью 
операции тт. 

Теперь покажем, что G' — реализация графа Н. С этой целью рас­
смотрим произвольную вершину и £ VG'. Пусть и — образ вершины 
(г>,7) £ VG*, где 7 Е {«^/З}, после применения операции 7Г к графу G*. 
Тогда согласно предыдущему найдется такая вершина w £ VG', смеж­
ная с и, что ее прообразом относительно 7Г является вершина (v,a) £ 
VG*, если 7 = /3, и вершина (v,(3) £ VG*, если 7 = ot. В частности, 
прообразом ребра e'v = uw £ EG' является особое ребро ev = (v,a)(v, (3) 
графа G*, соответствующее паре сопряженных подграфов Q* £ Q\ 
и Qj G Q*2 этого графа. Далее компонентам Q* и Q* графа G' соот­
ветствуют такие порожденные подграфы G'{VQ*) = А и G'{VQ*) = В, 
что А^ Gu В ^ G2 nVAnVB = {u,w},EAnEB = {uw}. Кроме того, 
понятно, что между множествами VА \ {и, w} и VВ \ {и, w} нет ребер 
графа G'. 

Имея в виду предыдущие построения, получаем, что ребро e'v = uw 
одновременно содержится в а^-отмеченном 1-факторе графа А и ж2-от-
меченном 1-факторе графа В. Следовательно, с вершинами и, w можно 
связать такие изоморфизмы 

01 : VAU -* VHU el
w : VAw -* VHU 92

u : VBU -* VH2, 92
w : VBW -* VH2, 

что el(vj) = e^u) = Xi и 92
u(w) = 92

w(u) = x2. С помощью биекций 9\, 92
u, 

9X
W, 92

w построим отображения 9U : VAu U VBu —^ VH и 9W : VAw U VBW —^ 
VH, положив 

9u\VAu\{w] = 0U, 9u\VBu\{w] = 0U, 0u{w) = X, 

9w\vAm\{u} = 0W, 9w\vBm\{u} = 0W, 0w{u) = x. 

Легко проверить, что 9U (9W) — изоморфизм графа G'u (G'w) на граф Н. 
Отсюда в силу произвольности выбора вершины и вытекает, что G' — 
реализация графа Н. С другой стороны, так как 9u(w) = 9w(u) = x, то 
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ребро e'v = uw в G' образует ж-отмеченное паросочетание. Это же верно 
и для образа каждого особого ребра графа G*. Взяв объединение [j e'v 

v£VG 

всех таких образов, получим ж-отмеченный 1-фактор графа G'. 
Итак, G' — связная реализация графа Н, обладающая ж-отмеченным 

1-фактором. Применив при р = \Gi\/2 и q = |С21/2 указанную процедуру 
к каждому двудольному графу Dn {D^) из леммы 1 (леммы 2), построим 
такое счетное множество конечных (бесконечных) реализаций графа Н, 
что каждая реализация из этого множества содержит ж-отмеченный 
1-фактор. Теорема 3 доказана. 

Рис. 2. Построение реализуемого графа Н 

П Р И М Е Р 1. На рис. 2 теорема 3 проиллюстрирована применительно 
к реализациям Gi = С 8 и С 2 — С\ графов Н.\ = Р5 и Н2 = РА со­
ответственно. Ребра Ж!(ж2)-отмеченного 1-фактора графа Gi (G2) ука­
заны жирными линиями, а вершина жДж2) графа Л\ (Л2), отмеченная 
этим фактором, обведена кружком. Отождествив вершину хх графа Л\ 
с вершиной ж2 графа Н2, получим граф Н, для которого в силу тео­
ремы 3 существует счетное множество конечных (бесконечных) связных 
реализаций, причем каждая реализация из этого множества содержит 
ж-отмеченный 1-фактор, где ж £ VH и ж = хх = ж2. 

Рассмотрим еще несколько утверждений, связанных с теоремой 3. 
Пусть Ъ — множество целых чисел. Тогда через Роо.оо обозначим 

двустороннюю бесконечную простую цепь, в которой Т/ГР00)00 = {xk \ к £ 
Ж}, РРоо.оо = {xkxk+i | к £ Ъ\. Легко проверить, что для связного графа 
G верны следующие предложения: 

• G — реализация графа К2п-\ тогда и только тогда, когда G = 
К2п, п ^ 1. 

• G — конечная (бесконечная) реализация графа Кх + 2ii'2 тогда 
и только тогда, когда G = Cn[ii '2], п ^ 4, (G = Роо,оо[-^2])-
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Далее пусть В(Н) и С(Н) — множества блоков и точек сочленения 
графа Н соответственно, и пусть ^ — класс всех конечных связных 
графов, в которых каждый блок — клика с нечетным числом вершин, 
причем граф ii'1 + 2ii'2 и клики {K2n_i \ п ^ 1} не принадлежат £3. Тогда 
справедлива 

Т е о р е м а 4. Пусть Н £ 3§. Тогда имеется такое счетное множест­
во конечных (бесконечных) связных реализаций графа Н, что для лю­
бой вершиньг v £ VН каждая реализация из этого множества обладает 
v-отмеченньгм 1-фактором. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Воспользуемся индукцией по числу / (/ ^ 2) бло­
ков в графе Н. Пусть 1 = 2. Тогда граф Н £ 3§ можно представить в виде 
объединения нечетных клик (блоков) Вх и В2, в каждой из которых име­
ется только одна точка сочленения и. Поэтому 

H = B1UB2, VB1f]VB2 = {u}. 

Ясно, что для графа В, (г = 1,2) существует конечная реализация — 
клика порядка щ = |Д-| + 1, содержащая и-отмеченный 1-фактор. По­
этому, принимая во внимание определение класса 3§, имеем 

min{n i , n 2 } ^ 4, m a x { n 1 ; n 2 } ^ 6. 

Отсюда на основании теоремы 3 заключаем, что для Н можно указать 
счетное множество как конечных, так и бесконечных связных реализа­
ций. Более того, в силу той же теоремы 3 каждая такая реализация G 
содержит и-отмеченный 1-фактор. Таким образом, в случае / = 2 оста­
лось установить существование ж-отмеченного 1-фактора в графе G для 
любой вершины ж, отличной от и. 

Итак, пусть G — реализация графа Н, построенная из КП1 и КП2 

с использованием метода, описанного в доказательстве теоремы 3. Тог­
да, принимая во внимание обозначения из теоремы 3, заключаем, что 
G = G*, причем особые ребра графа G* — суть ребра и-отмеченного 
1-фактора графа G. Далее из построения графа G, следует, что каждому 
блоку Вк £ В(Н) (1 ^ к ^ /) можно поставить в биективное соответствие 
семейство 

Q(Bk) = {Q* | г £ 1к} (3) 

клик этого графа, удовлетворяющих следующим требованиям: 
1) множества VQ*, г £ 1к, образуют разбиение VG и \VQ\\ = \Вк\-\-1] 
2) если 1 ^ кик2,к ^1 ж Q\ £ Q(Bkl) П Q(Bk2), то кх = к2 = к; 
3) Q(Bi) U . . . U Q(Bi) — покрытие графа G. 
Пусть теперь ж — вершина графа Н, и пусть для определенности 

ж £ VВк\С(Н) (1 ^ к ^ / ) . Рассмотрим произвольную клику Q\ £ Q(Bk) 
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и в этой клике выберем 1-фактор Mf такой, чтобы пересечение EMf 
с множеством особых ребер компоненты Q\ было пустым. Ясно, что, 
применив эту процедуру к каждой из оставшихся клик семейства Q(Bk), 
получим ж-отмеченный 1-фактор Мх = (J M* в графе G. С другой СТО-

s'e-ft 
роны, известно, что полный граф G(VQ*) = -йГ2т (2га = \Вк\ + 1, i £ ij.) 
1-факторизуем, т. е. является объединением 2га — 1 реберно непересека­
ющихся 1-факторов. Отсюда и из предыдущего вытекает следующее: 

4) для каждой вершины ж £ VВк \ С(Н) (1 ^ к ^ /) существует 
ж-отмеченный 1-фактор Мж графа G такой, что ЕМХ С U EQ*; 

5) для каждой вершины ж £ С(Н) существует ж-отмеченный 
m 

1-фактор Мх графа G такой, что ЕМХ = [\ <?(Q(_Bj..)). (Здесь 
i = i 

Bkl,... , Bkm (1 ^ ki,... , km ^ /) — полный список блоков графа 
Л\ содержащих вершину ж, a <?(Q(_Bj.)) = |J EQ\. 

s'S-ffc 

Таким образом, для любых двух вершин ж, у £ T^i7 (ж ^ у) граф 
С одновременно содержит ж-отмеченный 1-фактор Мх и ^/-отмеченный 
1-фактор Му такие, что ЕМХ П -ЕМ,, = 0 . Следовательно, 

G= (J M, 
l e i ' s 

и в случае / = 2 теорема 4 доказана. 
Теперь пусть / > 2, и пусть заключение теоремы вместе со свойст­

вами 1-5 верны для графов из 3§ с числом блоков 1—1. Покажем, что 
они верны и для графа Н £ 3§, состоящего из / блоков Bi,B2, • • • ,-В/. 
Согласно [5, с. 141] существует хотя бы один концевой блок В £ В(Н), 
имеющий точку сочленения v. He ограничивая общности, считаем, что 
В = В\. Поскольку подграф 

Я' = Я - (В, - v) £ SS 

содержит / — 1 блоков, то по предположению индукции для Я' можно 
указать счетное множество конечных (бесконечных) связных реализа­
ций, для которых выполнены свойства 1-5. Следовательно, согласно 
свойствам 4 и 5 существует такая конечная реализация G' графа Я', 
в которой найдется f-отмеченный 1-фактор. Точно так же граф В\ обла­
дает конечной реализацией (клика порядка п = \Bt\ + 1), содержащей 
f-отмеченный 1-фактор. Поэтому объединение (Я — (_В( — v)) U В{, изо­
морфное графу Я, на основании теоремы 3 имеет счетное множество 
конечных (бесконечных) связных реализаций, причем любая реализация 
G из этого множества содержит f-отмеченный 1-фактор. 
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По предположению индукции каждому блоку Вк £ В(Н') (1 ^ к ^ 
/ — 1) можно поставить в биективное соответствие семейство (3) клик 
графа G", удовлетворяющих требованиям 1-3. Это же верно, как легко 
проследить, для графа G и любого блока Вк £ В(Н) (1 ^ к ^ / ) , ибо 
G построен из G' и Кп с помощью метода, описанного в доказатель­
стве теоремы 3. Пусть теперь х £ VВ\ \ {v}. Тогда, рассмотрев по­
следовательно все клики Q\ (г £ 1{) семейства Q(B{) и выбрав в них 
1-факторы М- так, чтобы особые ребра компонент Q\ не вошли в ЕМ-, 
получим ж-отмеченный 1-фактор Мх = |J M\ графа G. А так как граф 

г ell 
G(VQ\) 1-факторизуем, то свойство 4 выполняется для любой вершины 
х £ VBt \ {v}. 

Наконец, используя предположение индукции и метод построения 
графа С, нетрудно убедиться в том, что свойство 4 выполняется для 
любой вершины х £ VBk\C(H) (1 ^ к ^ / — 1), а свойство 5 — для любой 
точки сочленения х £ С(Н), включая вершину v (детали доказательства 
опускаем). Теорема 4 доказана. 

Под кактусом понимается связный граф, в котором нет ребер, ле­
жащих более чем на одном простом цикле. Кактус, у которого каждое 
ребро принадлежит треугольнику, называется треугольным кактусом. 

Применяя теорему 4, получаем 

С л е д с т в и е 6. Пусть Н — треугольный кактус, и пусть Н Е £$. 
Тогда имеется такое счетное множество конечных (бесконечных) связ­
ных реализаций графа Н, что для любой вершины v £ VН каждая реа­
лизация из этого множества содержит v-отмеченный 1-фактор. 

Далее пусть VРп = {г>г- | 1 ^ г ^ га}, ЕРП = {г>гг>г'+1 | 1 ^ г ^ га — 1}. 
З А М Е Ч А Н И Е 2. В [1, 15] установлено, что реализации цепи Рп су­

ществуют тогда и только тогда, когда га = 2 или га ^ 4. Если га = 2, 
то клика К3 — единственная связная реализация графа Р 2 . Если же 
га = 4 и G — конечная (бесконечная) связная реализация графа Р 4 , 
т о С = С^, га ^ 7 , ( С = Р ^ 0 0 ) . Кроме того, при каждом четном 
га ^ 8 в графе С% можно указать г^-отмеченный 1-фактор. Существо­
вание счетного множества конечных (бесконечных) реализаций Рп-цепи, 
га £ {5 ,6} , содержащих г^-отмеченные 1-факторы, можно проследить по 
работам [1, 15]. 

Обобщая сказанное в замечании 2, получаем 

С л е д с т в и е 7. Имеется такое счетное множество конечных (беско­
нечных) связных реализаций цепи Рп, га ^ 7, что каждая реализация из 
этого множества обладает Vi-отмеченным 1-фактором. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть га — натуральное число, га ^ 7. Тогда 
в силу замечания 2 достаточно указать метод построения счетного 
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множества конечных (бесконечных) связных реализаций цепи Рп 

на основе произвольной конечной реализации цепи Рп_з- Понятно, что 
каждая из этих реализаций должна содержать Vi-отмеченный 1-фактор. 
Ключевую роль в предлагаемом ниже методе будет играть граф Cg — 
наименьшая реализация цепи Р 4 , содержащая Vi -отмеченный 1-фактор 
(см. рис. 2). 

Итак, пусть Gi = Cf, G2 — конечная связная реализация цепи Рп_з, 
и пусть G2 имеет г^-отмеченный 1-фактор. Тогда, применив к графам 
Gi и G2 теорему 3, получим счетное множество конечных (бесконечных) 
связных реализаций цепи Рп. Кроме того, как следует из теоремы 3, 
каждая реализация G из этого множества содержит г>4-отмеченный 
1-фактор M(G). Теперь покажем, как можно использовать M(G) для 
нахождения Vi -отмеченного 1-фактора в графе G. Для этого рассмотрим 
произвольный порожденный подграф Рг- графа G, изоморфный графу Gi 
и такой, что 

рг = тг(д*), iei. 
Здесь Q* — компонента покрытия Q* = Q* U Q*2 графа G*, которая явля­
ется прообразом Fi относительно операции 7Г, описанной в доказатель­
стве теоремы 3, а / = {i \ Q* £ Q*}-

Из построения графа G следует, что РРг- П EM(G) есть множество 
ребер г>!-отмеченного 1-фактора графа Рг-. Далее, исходя из изоморфизма 
Fi = С | и структурных свойств графа CJ, заключаем, что ребра е ь е2, 
е3, е4 (рис. 3), входящие в множество Р Р г П Р М ( б г ) , можно так разбить на 
пары ех = aibi, е2 = a2b2 и е3 = а3&з5

 е4 = «4^4, что ai ~ &i ~ a2 ~ Ь2 ~ a i , 
а3 ~ 63 ~ «4 ~ Ь4 ~ а3 и i ^ ( { a b Ь ь а2, 62}) = Р г({а3 , Ь3, «4, М ) = С4 . 

Рис. 3. Построение vt-отмеченного 1-фактора графа 

Пусть Mi = {ciib2, a2bi, a364, а 46 3}. Тогда, как нетрудно видеть, най­
дется такое семейство изоморфизмов 

{в„ \VGv^VPn, veVFt}, 
что 9v(N(v,Mi)) = Vi для каждой вершины v £ VFi (см. рис. 3). Дру­
гими словами, подмножество РМг- С EFi, покрывающее все вершины 
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графа Fi, в графе G образует г^-отмеченное паросочетание. Вместе 
с тем множества VFi (г G I) образуют разбиение множества VG. По­
этому, применив последовательно указанную процедуру к каждому из 
оставшихся графов семейства {Fi \ г £ / } , получим Vi-отмеченный 
1-фактор М = IJ Mi графа G. Следствие 7 доказано. 

iei 
Пусть ki,k2,... ,кт — натуральные числа, т ^ 3. Через Sklth2,...,hm 

обозначим граф, который получается из Ki<m (ЕК1)т = { еъ e25 • • • , ет}) 
(ki — 1)-кратным подразбиением ребра ег-, 1 ^ г ^ то. Вершина степени 
то в графе Skltk2,...,km называется центральной. 

Из общей теоремы 3 и следствия 7 вытекают следующие результаты 
(см. также [15, 22]). 

С л е д с т в и е 8. Пусть га, р — натуральные числа, га ^ 7, р £ {4,5 , 
. . . , [га/2]}. Тогда имеется такое счетное множество конечных (беско­
нечных) связных реализаций простой цепи Рп, что в каждой реализации 
из этого множества имеется ур-отмеченный 1-фактор. 

С л е д с т в и е 9. Пусть v — центральная вершина графа Sklyk2,...,km, 
и пусть 

mm{k1,k2,... ,km} ^ 3. 

Тогда для Sklyk2,...,km можно указать такое счетное множество конечных 
(бесконечных) связных реализаций, что в каждой реалпзацпп из этого 
множества имеется v-отмеченный 1-фактор. 

С л е д с т в и е 10. Для любых натуральных чисел р ^ 2 и q ^ [р/2] 
имеется такое счетное множество конечных (бесконечных) связных ре­
ализаций графа Нрл = KiiV U qK2, что в каждой реалпзацпп из этого 
множества имеется v-отмеченный 1-фактор, где v — вершина степени р 
в графе Нрл. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ПОНЯТНО, ЧТО достаточно убедиться в справед­
ливости утверждения лишь для значений q = [р /2] . Пусть сначала р = 2 
и q = 1. Тогда существование счетного множества конечных (бесконеч­
ных) реализаций графа Н21 вытекает из рассмотренного в разд. 2 спо­
соба построения реализаций графа Kiy2\JK2, основанного на понятии се-
рединно геометрического графа M(L) плоского 4-регулярного 2-связного 
графа L (см. рис. 1). Одна из конечных реализаций Fi графа l i ' 1 2 U К2 

приведена на рис. 4, причем жирным линиям графа Fi соответствуют 
ребра f-отмеченного 1-фактора. 

Пусть р = 3 и q = 2. Рассмотрим приведенную на рис. 4 конечную 
реализацию F2 графа 2К2, где 

V(2K2) = {v1,v2,v3,vA\, E(2K2) = {v1v2,v3vA}. 
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Как и прежде, считаем, что жирным линиям графа F2 на рис. 4 соот­
ветствуют ребра ^-отмеченного 1-фактора. Применив к графам i<\ и F2 

теорему 3, получим счетное множество конечных (бесконечных) связных 
реализаций графа Лз,25 причем согласно теореме 3 в каждой реализации 
из этого множества содержится f-отмеченный 1-фактор. 

Рис. 4- Графы Ft и F2 из доказательства следствия 10 

Пусть теперь р > 3, q = \р/2], и пусть для всех чисел, меньших 
р, следствие верно. Покажем, что оно верно и для числа р. С этой це­
лью рассмотрим некоторую связную конечную реализацию Gp_2 графа 
KitP-2 U \(р — 2)/2\К2, содержащую f-отмеченный 1-фактор. Согласно 
индуктивному предположению такая реализация существует. Следова­
тельно, применяя к графам Gp_2 и Fi теорему 3 и учитывая тривиаль­
ное равенство \(р — 2)/2] + 1 = |~р/2], приходим к счетному множеству 
конечных (бесконечных) связных реализаций графа Нрл, содержащих 
f-отмеченный 1-фактор. Следствие 10 доказано. 

Заметим, что для графа 

Нрл * Khp U ql(2 (p^2,l<:q<: \p/2] - 1) (4) 

не существует конечных реализаций. Другими словами, граф Нрл 

с параметром q = \p/2] является наименьшим представителем класса 
{KiiP U qK2 | Р ^ 2, q ^ 1}, для которого существуют как конечные, так 
и бесконечные реализации. 

В самом деле, предположим, что для графа (4) существует связная 
конечная реализация G порядка п. Тогда для любой вершины v G VG 
граф Gv содержит deg v — q—1 ребер. Обозначим через tv число треуголь­
ников в графе G, которым принадлежит вершина v. Ясно, что каждый 
такой треугольник содержит ровно одно ребро графа Gv и каждое ребро 
из Gv содержится точно в одном таком треугольнике. В то же время 
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каждый треугольник имеет три вершины. Следовательно, если симво­
лом Г обозначить множество всех треугольников графа G, то получим 

veva veva 

Пусть U С Т — множество всех тех треугольников графа G, в каж­
дом из которых есть ребро, содержащееся ровно в р треугольниках из Т. 
Легко видеть, что \U\ = пр/2. Отсюда с учетом очевидного неравенства 
[р/2] < р/2 + 1 заключаем, что для конечных множеств U и Г , U С Т, 
справедливо неравенство 

ть 
\U\ > ш а х | Г | = -(р+ \р/2] - 1). 

ч 3 

Противоречие. Следовательно, конечных реализаций графа (4) не су­
ществует. 

Несложно также показать (см., например, [2]), что граф Нрл при 
q > 0 всегда имеет счетное множество бесконечных связных реализаций. 

Снова обратим внимание на тот факт, что некоторые реализации 
допускают одновременное наличие нескольких отмеченных 1-факторов. 
Например, графы Cg и С4[^Г2] являются реализациями соответственно 
графов Р 4 и Ki + 2К2, причем первая содержит одновременно Vi-от­
меченный и г>4-отмеченный 1-факторы, а вторая — и-отмеченный 
и w-отмеченный 1-факторы, где и и w — несмежные вершины степени 
2 в графе К1 + 2К2. 

Используя фактически такую же конструкцию, как и в доказатель­
стве следствия 7, получаем 

У т в е р ж д е н и е 1. Имеется такое счетное множество конечных (бес­
конечных) связных реализаций цепи Pn, n ^ 5, что каждая реализа­
ция из этого множества одновременно обладает как Vi-отмеченньгм, так 
и уп-отмеченньгм 1-факторами. 

Пусть Н — конечный граф, и и г> — фиксированные вершины из VH, 
и пусть G — связная реализация графа Н, содержащая одновременно 
и-отмеченный 1-фактор М„ и f-отмеченный 1-фактор Mv. Простой цикл 
графа G называется чередующимся относительно М„ и Mv, если любые 
два смежных ребра в G принадлежат разным множествам ЕМи и EMV. 

Рассмотрим операцию, с помощью которой граф F строится из гра­
фа Н присоединением простой цепи L к вершинам и и v из VH. Концы 
цепи L являются вершинами и и в в Я , но ее ребра и внутренние вер­
шины не входят в Н, т. е. 

F = HUL, VHf]VL = {u,v}. 
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В результирующем графе F граф Н будет подграфом, а Х- — цепью, 
уклоняющейся от Н. Будем говорить, что граф F построен из графа Н 
присоединением цепи L к вершинам и ж v. 

Перейдем к рассмотрению конструкций, позволяющих строить ко­
нечные реализуемые графы из графов, в реализациях которых возможно 
наличие нескольких отмеченных 1-факторов. 

Т е о р е м а 5. Пусть Н — конечный граф, и и v — фиксированные 
вершины из VН. Далее, пусть существует конечная (бесконечная) реали­
зация графа Н, содержащая u-отмеченный и v-отмеченный 1-факторы. 
Тогда существует конечная (бесконечная) реализация графа, который 
получается из Н присоединением цепи Р 4 к вершинам и и v, причем та­
кая реализация одновременно содержит u-отмеченный и v-отмеченный 
1-факторы. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть G — реализация Н, М„ и Mv — и-от-
меченный и f-отмеченный 1-факторы графа G соответственно. Тогда 
G(EMU U EMV) является дизъюнктным объединением 

( U ^ ) U ( U P J ) (inJ = 0) 
iei jeJ 

циклов С1 (i G / ) четной длины и (возможно) бесконечных двусторон­
них цепей P J (j G J), которые покрывают в совокупности все вершины 
графа G и чередуются относительно М„ и Mv. Графу G поставим в со­
ответствие его копию — граф G", определив изоморфизм VG —> VG': 
г; н-> г/, v G VG. Без потери общности рассуждений будем считать, 
что и(г>)-отмеченному 1-фактору М„ (Mv) из G в графе G' соответствует 
и(г>)-отмеченный 1-фактор M'u (M'v). 

Пусть С1 (VC1 = {v\,v2,... ,vl
n.}) — такой цикл в графе G(EMU U 

EMV), чередующийся относительно М„ и Mv, что v\ ~ v\ ~ . . . ~ 
vl

n. ~ v\. Тогда циклу С1 в графе G'(EM'U U EM'V) соответствует цикл 
(С1)' (F( (C 8 ) ' ) = {(v\)', (vl

2)',... , (vl
n.)'}), чередующийся относительно 

M'u и M'v, причем (v\)' ~ (vt,)' ~ . . . ~ (г£.)' ~ (v\)'. Если Pj (VPj = {v{ \ 
k G 7L\) — такая бесконечная двусторонняя цепь в графе G(EMUUEMv), 
чередующаяся относительно М„ и Mv, что vk ~ vJ

k+1, fc £ Z, то в графе 
G'(EM'U U EM'V) ей будет соответствовать бесконечная двусторонняя 
цепь (Р-')' (V((Pi)') = {(vJ

k)' | k G Z}), чередующаяся относительно M'u 

и M'v, в которой (vk)' ~ (vk+l)', k G Ъ. Теперь построим новый граф G\, 
который получается из G и G' добавлением следующих двух множеств 
ребер (рис. 5): 

K K - i ) U K ) ' \i e I, i ^ k<: n,-}, K K . J X K ) ' \jeJ,ke z}, 
где vl

0 = vl
np vl

nt+1 = v{ и (vl
0)' = (vl

n.)', ( < i + 1 ) ' = («!)' для каждого г G i". 
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« ) ' W)' 

Рис. 5. Фрагмент построения графа Сг 

Покажем, что так построенный граф Gi является реализацией графа 
Hi, который получается присоединением к вершинам и и v в графе Н 
цепи Р4 ; VP4 = {u,v,x,y}, и ~ х ~ у ~ v. Для этого рассмотрим вер­
шины v\ и (vl

k)' (i G I, 1 ^ к ^ щ) и введем отображения 

^ : У ( С 1 ) „ , и { ( г ; ' _ 1 ) , , ( ^ ) , } ^ У Я 1 , 

Ш :V(Gi\<y U {vl,vl+i} ^ VHU 

положив для вершин множества Ui = {vl_1,vl
k+1,(vl_iy,(vl)'}: 

ФМ_1) = и, ФМ+1) = У, ФШ_1у) = х, ФШу) = у, 
если v\_iv\ Е ЕМи и v[vk+l G £ М „ , 

Ф№_1) = у, Ф№+1) = и, ФШ-1)') = У, ФШУ) = *, 
если vi

k_lv[ G £ М „ и wj.wj.+1 G ЕМи; 

для вершин множества U2 = {{vi_i)',{v[+l)',v[,v[+l\: 

если ( 4 _ i ) ' ( 4 ) ' G ЕМ'и и ( 4 ) ' ( 4 + i ) ' G Д Л С 

ШЫ_1)') = У, (^)'(«i)') = «, (^)'К) = У, (^)'K+i) = ^ 
если ( 4 _ i ) ' ( 4 ) ' G ^ и ( 4 ) ' ( 4 + i ) ' G £ < ; 

для вершин w G JV(vj, d ) \ t/i и г G iV( (^ ) ' , d ) \ Щ: 

ф{(<ш) = в\(<ш) и ( ^ ) ' ( г ) = (0* )'(*)• 

(Здесь ^ и (#jj.)' — изоморфизмы графов G„; и G", ,у на граф Н.) 
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Аналогично для вершин vJ
k и (vJ

k)' (j £ J,k £ 7L) вводятся отображе­
ния 

ф[ : V(G1)viU{(vi_1)',(vi)'} - VEU (Ф1)< : V(G1\viyU{vi,v't+1} - ^ # i -

Из построения графа Gi следует, что при любом индексе t E IUJ 
между множествами N(v\,G) \ {^_ 1 7 ^ + 1 } и { K - i ) ' > K ) ' } > a также 
между iV(0*)' ,G") \ { K _ i ) ' , K + 1 ) ' } и K , w * + 1 } нет ребер графа Gx. 
С другой стороны, 

N(vl,G1)nN((viy,G1) = {vl+1,(vl_iy}, 

т. е. уклоняющиеся от (Gi)vt и (Gi)(y) ' цепи Р 4 пересекаются по верши­
нам v\+l и ( ^ _ i ) ' , которые, как легко видеть, не смежны в G\. Отсюда 
и из предыдущего вытекает, что биекции ф\ и (Ф1)' суть изоморфизмы 
графов {Gi)vt и {Gi)(vty на граф Hi, а М„ U М^ (Mv U М^) является 
и(г>)-отмеченным 1-фактором графа G\. Таким образом, Gi — реализа­
ция графа Hi, одновременно содержащая и-отмеченный и «-отмеченный 
1-факторы. Теорема 5 доказана. 

З А М Е Ч А Н И Е 3. На самом деле мы доказали немного больше, чем 
утверждается в теореме 5. А именно если w £ VН \ {u, v} и существует 
конечная (бесконечная) реализация графа Н, содержащая w-отмеченный 
1-фактор, то существует и конечная (бесконечная) реализация графа, 
который получается из Н присоединением цепи Р 4 к вершинам и 
и v, причем такая реализация помимо и-отмеченного и f-отмеченного 
1-факторов содержит также w-отмеченный 1-фактор. 

Известно [1, 15], что существуют реализации цикла Сп при любом 
га ^ 3. В частности, КА, С\ и граф икосаэдра (см. [5, с. 12]) — един­
ственные связные реализации циклов С3 , С4 и С5 соответственно. В [29] 
приведен фрагмент триангуляции плоскости, используя который можно 
построить счетное множество конечных (бесконечных) реализаций цик­
ла С в. 

Пусть VCn = {vi | 1 ^ i ^ га}, Vi ~ v2 ~ ... ~ vn ~ v±. Тогда 
следующий результат вытекает из теоремы 5 и утверждения 1. 

С л е д с т в и е 11 . Существует счетное множество конечных (беско­
нечных) связных реализаций цикла Сп, га ^ 7, одновременно содержащих 
Vi-отмеченный и v^-отмеченный 1-факторы. 

Известно [11, с. 151], что регулярный двудольный (не обязательно 
конечный) граф G ненулевой степени га является реберно непересекаю­
щимся объединением га регулярных подграфов степени 1, т. е. 1-факто­
ров. С другой стороны, G — реализация графа 0п. Отсюда и из лемм 1, 
2 вытекает 
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Л е м м а 3 . При любом натуральном числе га, га ^ 3, можно построить 
такое счетное множество конечных (бесконечных) связных реализаций 
графа Оп, что для любой вершины v £ VOn в каждой реализании из 
этого множества содержится v-отмеченный 1-фактор. 

З А М Е Ч А Н И Е 4. Опираясь на лемму 3 и методы, предложенные в [4], 
теорему 5 можно существенно уточнить. А именно в условии теоремы 
цепь Р 4 длины 3 можно заменить цепью Р 5 (Р6) длины 4 (5) и, следова­
тельно, произвольной цепью Рп длины m = га — 1 ^ 3, ибо всегда можно 
указать такие целые неотрицательные числа а, Ь и с, что m = За + 46 + 5с. 

Далее под псевдографом будем понимать пару (V,E), где V — не­
пустое множество (вершин), а Е — некоторое семейство неупорядочен­
ных пар вершин (ребер), не обязательно различных. Таким образом, 
в псевдографе допускаются как кратные ребра, так и петли. В част­
ности, граф-петля JVi состоит из единственной петли и ее одного конца 
(вершины), а граф-восьмерка N2 — из единственной вершины и двух 
инцидентных ей петель. 

Заслуживает внимание следующее утверждение, легко выводимое из 
теорем 1, 5 и леммы 3 (см. также [3, 22]). 

С л е д с т в и е 12. Пусть Н — произвольный конечный псевдограф, 
отличный от Oi, 02, К2, Ni и N2, и пусть Н* — конечный граф, который 
получается из Н двукратным подразбиением всех его ребер и петлей. 
Тогда для Н* имеется такое счетное множество конечных (бесконечных) 
связных реализаций, что для каждой вершины v £ VН П VH* все реа­
лизании из этого множества содержат v-отмеченные 1-факторы. 

В заключение данного раздела приведем классификацию несвязных 
реализуемых графов до седьмого порядка включительно. Диаграммы 
графов, имеющих не более семи вершин, представлены в [26]. 

Т е о р е м а 6. В классе несвязных графов не более чем с семью вер­
шинами содержится ровно 93 реализуемых графа. Все они перечислены 
по возрастанию числа вершин в пунктах 1-6 (рис. 6): 

1) 02; 
2) 03, О, U К2; 
3) 0А, 02 U K2, 01 U К3, 2К2; 
4) 0 5 , 03 U К2, 02 U К3, 0 ! U 2К2, Oi U Р 4 , 0 ! U С\, 0г U КА, Р3 U К2, 

к3 и к2-
5) 06 , 04UK2, 03UK3, 02U2K2, 02UP4l02UC\, 02UK4, OiUPaUli^, 

Oi U К3 U К2, 0l U Р5, Oi U 05, 0l U Р5, 0l U (Кг + 2К2), Oi U it's, 
ЗК2, Р4 U К2, 04 U К2, (К1>3 + е) U K2, 2K3, KA U K2, K1>3 U К2; 

6) о7, о5ик2, оАик3, o3u2K2, о3иР4±Ози04, о3икА, O2UP3UK2, 
о2 и к3 и к2, о2 и Р 5 , о2 и 05, о2 и Р 5 , о2 и (кг + 2К2), о2 и к5, 
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0 i U ЪК2, Oi U Р 4 U it'2, d U C4 U it'2, d U (К1>3 + е) U it'2, d U 2А'3, 
d и к4 и лг2, d и к1>3 и лг2, d и Р6, d и с6, о1 и д ь d и д2, 
O I U А3 , Oi U Д4 , Oi U (Р^Х it '2), d U Д5 , Oi U А6, Ог U Д7 , Ог U Д8 , 
Oi U А9, Ог U А10, Oi U С 6 , d U А'з.з, Oi U Д ш d U C\, d U it'6, 
P 3 U 2K2, K3 U 2it'2, K1>4 U it'2, P 5 U К2±СЪ U # 2 , P i U it'2, P 2 U it'2, 
P 3 U K2, P 4 U it'2, (R\ + 2K2) U it'2, P 5 U it'2, it'5 U K2, P 4 U it'3, 
C4 U K3, (KA - e) U it's, А'з U it'4, P 3 U C4 . 

Для каждого такого графа (за исключением 02, Ki<3 U ii '2, Oi U ii 'i )3 U 
ii '2, l i ' i ) 4Uli '2) имеется счетное множество конечньгх (бесконечных) связ-
ньгх реализаций. Графьг _ЙГ1>3 U ii '2, Oi U ii 'i )3 U K2 и ii 'i j4 U ii'2 не имеют 
конечньгх реализаций, однако для каждого из них существует счетное 
множество бесконечньгх связньгх реализаций. Кроме того, если G — ко­
нечная (бесконечная) связная реализация графа 02, то G = Сп, га ^ 4, 
V ̂  — -* оо, оо / • 

С €> ̂  в i> <71> €> 
JT.J ^ 2 -^з " ^ " ^ "*т> 7 

j4g Лд Д 0 Л п В1 В2 Въ В4 

Рис. 6. Графы А\ — Ац и 5 j — 5 4 из формулировки теоремы 6 

Доказательство теоремы 6 вытекает из результатов работы [12], 
а также теорем 1, 3 и следствий 2, 3, 10 настоящего раздела. 

Пусть и(х) — перечисляющий ряд для непомеченных несвязных ре­
ализуемых графов. Тогда, как следует из теоремы 6, U(x) начинается 
так: 

и(х) = х2 + 2ж3 + 4ж4 + 9ж5 + 21ж6 + 56ж7 + . . . 

4. Реализации с о т м е ч е н н ы м и 2-факторами 

Перенесем результаты разд. 3 на случай реализаций, допускающих 
отмеченные факторы более специального вида. 

Дадим некоторые дополнительные определения. 
Пусть G — конечный связный граф ига — натуральное число, га ^ 2. 

Будем говорить, что G содержит правильный п-фактор, если выполня­
ются следующие условия: 

1) \G\ = q(n + 1) для некоторого натурального числа q, q ^ 2; 
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2) множество вершин графа G можно разбить на q непересекаю­
щихся подмножеств Vi,V2, • • • ,Vq таких, что каждое из них содержит 
га + 1 вершин и для каждого Т4 = {u\,u\,... ,u^+1}, 1 ^ к ^ q, ребра 
u\uk-, 1 ^ г ^ п + 1 , г + l ^ j ^ n + l , принадлежат множеству EG. 

Другими словами, правильный га-фактор графа (не обязательно ко­
нечного) — это несвязный га-регулярный остовный подграф, все компо­
ненты которого суть клики порядка га + 1. 

Произвольное семейство клик графа назовем правильным п-сочета-
нием, если каждая клика из этого семейства имеет порядок га+1 и любые 
две такие клики не содержат общих вершин. 

В дальнейшем, говоря о га-факторах и га-сочетаниях, содержащихся 
в рассматриваемом графе, всегда будем, не оговаривая этого, подразу­
мевать, что они правильные. 

Перейдем к рассмотрению связных реализаций, допускающих га-фак­
торы одного специального вида. Детально остановимся на случае га = 2. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 2. Пусть G — связная реализация графа Н и е = 
ху — фиксированное ребро из ЕН. Далее пусть Т — 2-сочетание графа 
G. Назовем Т е-отмеченным, если найдется такое семейство изоморфиз­
мов (1), что 

0v(N(v,T)) = {x,y} (5) 

для каждой вершины v G VT. Если VT = VG, то 2-сочетание Т будем 
называть е-отмеченным 2-фактором. 

Основное используемое в дальнейшем свойство е-отмеченного 2-со-
четания (2-фактора) дано в следующем определении. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 3. Пусть Т — е-отмеченное 2-сочетание (е-отмечен-
ный 2-фактор) графа G, а 0 — соответствующее ему семейство изо­
морфизмов вида (1). Пару (Т, 0 ) назовем хорошей, если для любого 
треугольника Г £ Т, VT = {u,v,w}, выполняются соотношения 

ev(u)^0w(u), ejv)^0w(v), eu(w)^0v(w). (6) 

Пусть G — связная реализация графа Н и е = ху — фиксированное 
ребро из ЕН. Приведем необходимое условие существования в графе G 
хорошего е-отмеченного 2-фактора. 

У т в е р ж д е н и е 2. Если G содержит хороший е-отмеченный 2-фак­
тор, то Нх = Ну. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Т — хороший е-отмеченный 2-фактор 
графа G, Т £ Т, и пусть VT = {u,v,w}. Тогда с вершинами u,v,w 
можно связать изоморфизмы 9U,9V,9W £ 0 : 

Ou • VGU -> VH, 0V : VGV -> VH, 0W : VGW -> VH, 
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для которых выполнены соотношения (6). Понятно, что сужения 

^ V H . U ( . ) : VHf>^v) -> V(GU)V, 0~\VHev(u) : VHev(u)^V{Gv)u 

также являются изоморфизмами Hgu(v^ на {Gu)v и Hgv(u-} на {Gv)u со­
ответственно. С другой стороны, так как uv — ребро графа G, то 
{Gu)v = {Gv)u. Следовательно, мы получили изоморфизм 

9v,u '• VHSu(v} —> У Я в > ( „ ) , 9VU = 9V9~ \VHf) , 

графа Hgjy-j на граф Hgv(uy Ясно, что 9u(v), 9v(u) £ {ж, г/}, а так как пара 
(Т, 0 ) — хорошая, то 9u(v) ф 9v(u), т. е. либо 9u(v) = ж, 9v(u) = г/, либо 
9u(v) = г/, #„(и) = ж. Действительно, если, например, 9u(v) = 9v(u) = ж, 
то 9u(w) = у и, следовательно, 9v(w) = ж. Но тогда 

9v(N(v,T)) = 9v({u,w}) = x, 

что противоречит (5). Случай, когда 9u(v) = 9v(u) = у, аналогично 
приводит к противоречию. Утверждение 2 доказано. 

Заметим, что утверждение, обратное утверждению 2, неверно. В са­
мом деле, если Н = Р 4 , VН = {и, v, ж, у} ж и ~ ж ~ г/ ~ г>, то Нх = Ну = 0 2 . 
С другой стороны, не существует реализации цепи Р 4 , содержащей хо­
роший жг/-отмеченный 2-фактор. Действительно, если G — конечная 
(бесконечная) реализация цепи Р 4 , то G = С%, га ̂  7, (G = Р ^ 00). Но 
в графах С„ (га ^ 7) и Р ^ тс нет хороших жг/-отмеченных 2-факторов, 
в чем легко убедиться простой проверкой. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 4. Пусть Gt = (VGi,EGi) (i = 1,2) — два графа, 
VGi и VG2 — непустые непересекающиеся множества. Далее пусть 
G° — подграф графа С, (не обязательно порожденный), и пусть ф : 
VG\ —> VG°2 — изоморфизм. Операцию склейки графов Gi и С 2 по 
подграфам G\ и G°2 вдоль изоморфизма ф, обозначаемую через Gi {J G2 , 

Ф 
определим следующим образом: 

У(с, ( J G 2 ) = VG, U (VG2 \ VGI) 
Ф 

и две вершины u,v £ V( G\ \] G2) смежны в графе G\ \] G2 , если 
^ Ф ' ф 

либо и, г> £ y G i и вершины и, г> смежны в графе G\\ 
либо и, г> £ Т^Сг \ Т^С^ и вершины и, v смежны в графе G2; 
либо и £ VGI, v £ Т^Сг \ Т^С^ и вершины ф(и), v смежны в графе G2; 
либо и, г> £ Убг", uv £" EG\ и вершины ф(и), ф(у) смежны в графе С 2 . 
Прежде всего, обратим внимание на то, что в случае, когда G\ 

и G°2 — клики одного порядка р ^ 2, можно считать (и это удобно), 
что 

VdnVGi = VG\ = VG°2 = { 1 , 2 , . . . ,р}, 
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и вместо изоморфизма G\ на G°2 рассматривать подходящий автомор­
физм ф : VGl —> VGl, т. е. подстановку 

\г1 г2 • • • гр J 

Пусть теперь р и q — натуральные числа (р, q^ 2)жС\ = G2 = qKp. 
В этом случае можно считать, что 

VGl n VG2 = VGl = VG°2 

= {1,2,... ,р,... ,pq - р + l,pq - р + 2,.. . ,pq}, 

Gi{{pk - p + l,pk - p + 2,... ,pk\) 
= G2({pk -p+l,pk-p + 2,... ,pk}) =* Kp (l^k^ q), 

и так же, как выше, вместо изоморфизма ф подграфа G\ на подграф G°2 

рассматривать подходящий изоморфизм G\ на себя, т. е. подстановку 

; _ / 1 2 . . . р . . . pq — р-\- 1 pq — р + 2 . . . pq 
\^1 2̂ • • • ^р • • • ^pq—p + 1 ^pq—p + 2 • • • ^pq 

такую, что 

ф({р] -p+l,pj -р + 2,... ,pj}) = {рк-р+1,рк-р + 2,... ,рк} (1 <; к <: q) 

для каждого j , 1 ^ j ^ q. Действительно, так как автоморфизм графа 
qKp можно получить, сначала выполняя произвольный автоморфизм на 
каждой из q клик Кр, а затем совершая любую перестановку этих клик 
между собой, то множество всех подстановок (7), удовлетворяющих тре­
бованию (8), образует группу автоморфизмов графа qKp. 

Отметим, что введенная операция склейки графов Gi и G2 по под­
графам С° и G2 вдоль изоморфизма ф : VGl ~^ VG2 коммутативна 
в том смысле, что 

G\ \J G'i — G'i \j G\ , 
Ф ф-1 

где ф~х — изоморфизм подграфа G2 на подграф G\, обратный изомор­
физму ф. 

Пусть Gi (i = 1,2) — связная реализация графа Hi, V Н\ П VH2 = 
{х,у} и ег- = ху — фиксированное ребро из EHi. Введем в рассмотрение 
два графа Н1 и Н2: 
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где 

*=(; ;)• Ч: *)• 
Пусть Ti (i = 1,2) — хороший ег-отмеченный 2-фактор графа Gi, Ti £ Тг-
и VTi = {1 ,2 ,3} . Тогда при сделанных выше предположениях верна 
следующая 

Л е м м а 4. Пусть ф — подстановка множества {1 ,2 ,3} , т. е. 

^ f . 1 ? 3 ) . (9) 
G — граф, полученный склейкой Gi и G2 по треугольникам Т, £ Т, 
и Т2 £ Т2 вдоль ф, т. е. 

G — Gi\J G2, 
Ф 

и пусть треугольник Т из G есть образ треугольников Т, и Т2 после 
применения операции Gi {J G2, VT = {(1, i,), (2, i2), (3, г3)} С VG. Тогда 

Ф 
для каждого графа Н £ {Н1,!!2} можно указать такую подстановку 
ф £ S3, что 

^(l,ii) — Ь"(2,г2) — Ь"(з,г3) — П. 

При этом треугольник Т в графе G образует хорошее ху-отмеченное 
2-сочетание. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как Тг- (г = 1,2) — хороший ег-отмеченный 
2-фактор графа Gi, то с вершинами 1,2,3 £ VT, (VT2) можно связать 
изоморфизмы в1,в2,в3 £ ©! (0'1,0'2,0'3 £ ®г) 

0к : VG1(N(kj) -+ VHU 0'к : VG2(N(kj) -+ VH2, к = 1,2, 3, 

для которых выполнены соотношения (6). Для определенности будем 
считать, что 

0,(2) = 02(3) = 03(1) = х, 0,(3) = 02(1) = 03(2) = у; 

случай, когда 

0,(2) = 02(3) = 03(1) = у, 0,(3) = 02(1) = 03(2) = х, 

исследуется аналогично. 
Итак, пусть ф — подстановка (9), G — граф, полученный склей­

кой G, и G2 по треугольникам Т, и Т2 вдоль ф, Т — образ Т, и Т2 

относительно G,\JG2, VT = {(1, i,), (2, i2), (3, г3)} С VG. Тогда G(,til) 
Ф 
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изоморфен графу, который получается из Л \ и Н2 с помощью операции 
# i U # 2 , где 

а 

'i(2) 0i(3) A _ ( х у 
а 

Аналогично G^2,i2) и G^,i3) изоморфны графам Hi{J H2 ж Hi{J Н2 соот-
/3 7 

ветственно. Здесь 

п _ ( 02(3) 02(1) А _ f * у 

; i) 03(2) \ _ / ^ у 

Далее, как отмечено в условии леммы, пара ( Т 2 , 0 2 ) — хорошая. 
Следовательно, для изоморфизмов 9[,92,93 £ 0 2 имеются два случая: 

W) = *2(3) = ^ ( 1 ) = *, ^ ( 3 ) = «2(1) = #з(2) = у; 
^i(2) = 02(3) = ^ ( 1 ) = У, «i(3) = 02(1) = ^ ( 2 ) = х. 

В первом случае 

в'г1(г2) = в'г2(г3) = в'гз(г1) = х, 
^Ч(*з) = # Ц н ) = 6>-з(г2) = г/, если ф — четная, 

в'г1(г2) = в'г2(г3) = в'гз(г1) = у, 

^ ( ^ з ) = 0\2(ч) = ^i3(b) = х, если ф — нечетная. 

Во втором случае 

в'г1(г2) = в'г2(г3) = в'гз(г1) = у, 

^Дгз) = 0[2(ч) = 0[3(ъ) = ж ' е с л и ^ ~ четная, 

в'г1(г2) = в'г2(г3) = в'гз(г1) = х, 

^ ( ^ з ) = в[2(ч) = 0'is(i2) = У, если ф — нечетная. 

Следовательно, в зависимости от знака подстановки ф либо 

а = /3 = 7 = [ J , G(liil) = G(2,i2) = G(3,i3) = Я 1 , 

либо 

" = /3 = 7 = ( у ж ) , G(Mi) = С(2,г-2) = С(з,г3) = Я " 
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Таким образом, как видно из предыдущих рассуждений, для каждого 
графа Н £ {Н1,!!2} можно указать такую подстановку ф £ S3, что 
^(l,ii) = Ь"(2,г2) = b-(3 ) 8 '3) = П. 

Покажем, что треугольник Г образует в графе G хорошее ху-отже-
ченное 2-сочетание. С этой целью рассмотрим множества 

Sk = VG1(N(k))\VT1, S'k = VG2(N(ik)) \ VT2, k = 1,2,3. (10) 

С помощью (10) построим отображения в^^ : VG^,ik) —> VH (к = 
1, 2, 3), положив 

0(k,ik)\Sk = 6k\Ski 0(k,ik)\S'k = 0'ik\S'k 

для вершин множества VG^,ik) \ VT и определив действие в^^ на вер­
шинах из VT \ {(k,ik)} следующим образом: (2,г2) н-> #i(2) и (3,г3) >—> 
#i(3), если к = 1; (1 , %i) н-> 92(1) и (3, г3) >—> #г(3), если к = 2; (1 , ii) н-> #3(1) 
и (2,г2) н-> #3(2), если /г = 3. 

Легко проверить, что в^^ — изоморфизм графа G^,ik) на граф Л", 
причем согласно определению в^^ для каждой вершины v £ F G i П VT 
можно написать 9v(N(v,T)) = {х,у}. Отсюда, в частности, заключаем, 
что Г — жг/-отмеченное 2-сочетание. Так как по построению действие 
8(k,ik) на вершинах множества VT\{(k, ik)} эквивалентно действию 9к на 
вершинах множества VTX \ {к}, то Г — хорошее 2-сочетание. Лемма 4 
доказана. 

Пусть, как и выше, С, (г = 1,2) — связная реализация графа Hi, 
\G2\ = 3g для некоторого натурального числа q, VR\ П VH2 = {х,у}, 
d = ху — фиксированное ребро из EHi, и пусть Т± = {Tj | 1 ^ s ^ q} — 
хорошее е^отмеченное 2-сочетание в графе G\, причем С1(Т/ГТ1) = qK3, 
Т2 = {Ts

2 | 1 ^ s ^ q} — хороший е2-отмеченный 2-фактор в графе G2, 

VG1HVG2 = VT1 = VT2, VT] = VT] = { 3 s - 2 , 3 s - 1 , 3 s } , 1 <; s <; q. 

Следующая лемма является аналогом леммы 4, и ее доказательство 
можно провести, привлекая те же самые рассуждения. 

Л е м м а 5. Пусть ф — подстановка множества { 1 , 2 , . . . , Зд}, т. е. 

ф= ( l 2 3 ••• Ц ~ 2 3 g _ 1 Ц ) , (11) 
\г1 г2 г3 • • • г Зд-2 г Зд-1 l3q J 

причем 

^ ( { 3 j - 2, 3j - 1, 3j}) = {3fc - 2, 3fc - 1, ЗА;} (1 <; k <: q) (12) 

для каждого j , 1 ^ j ^ q, G — граф, полученньгй склейкой Gi и G2 по 
подграфам Ti и Т2 вдоль ф, т. е. 

G = Giyj G2, 
Ф 
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и пусть 2-сочетание Т = {Ts | 1 ^ s ^ q} из G есть образ 2\ и Т2 после 
применения операции Gx |J G2, VTS = { ( 3 s - 2 , i3 s_2) , ( 3 s - l , i3s-i), (3s, i3s)} 

Ф 
Тогда для каждого графа Н £ {НХ,Н2} существует такая подстановка 
(11), удовлетворяющая (12), что 

<j(3s-2,i3s_2) — G(3s-i,i3s-i) — G(3s,i3s) — Н, 1 ^ s ^ q. (13) 

При этом Т в графе G является хорошим ху-отмеченным 2-сочетанием. 

З А М Е Ч А Н И Е 5. Утверждение леммы 5 справедливо также в других 
случаях, например когда Gi — частичная реализация графа Hi, т. е. 
изоморфизм Gi(N(v)) = Hi имеет место только для вершин v некоторого 
подмножества из VGi, целиком содержащего УТХ. 

Обобщая конструкции, использованные при доказательстве теорем 1 
и 3, получаем следующее утверждение. 

Т е о р е м а 7. Пусть Hi, Н2 — конечные графы, VHi П VH2 = {ж, у}, 
d = ху и е2 = ху — фиксированные ребра из ЕНХ и ЕН2 соответственно, 

H1*H1\JH2, H2^HI\JH2. 

Далее пусть для каждого i = 1,2 существует такая конечная реали­
зация Gi графа Hi, содержащая хороший ei-отмеченный 2-фактор, что 
mm{\Gi\,\G2\} ^ 6, max{ |Gi | , \G2\} ^ 9. Тогда имеется такое счетное 
множество конечных (бесконечных) связных реализаций графа Н1 

(г = 1,2), что в каждой реалпзацпп из этого множества имеется хороший 
ху-отмеченный 2-фактор. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Снова обратимся к реберному графу G = L(D) 
связного двудольного графа D = (X,Y,E), в котором степени всех вер­
шин доли X равны n = |G i | / 3 ^ 3, а степени всех вершин доли Y равны 
m = |С21/3 ^ 2. Заменив каждую вершину и в графе G тремя вершинами 
(и, а), (и,(3), (и, 7) и положив (а, Ъ) ~ (c,d) тогда и только тогда, когда 
либо а ~ с, либо а = с, получим граф 6r[ii'3]5 который будем обозначать 
через G*. Таким образом, каждой вершине и графа G соответствует тре­
угольник Ти = G*({(u,a),(u,(3),(u,j)}) графа G*, и если в G* стянуть 
все ребра каждого такого треугольника, то получится граф G. 

Далее каждому треугольнику Ти в G* соответствует пара полных 
подграфов Q* и Q* этого графа, множества вершин которых пересека­
ются в точности по VTU. Как и в доказательстве теоремы 3, клики Q* 
и Q* назовем сопряженными, а треугольник Ти (VQ* П VQ* = VTU) — 
особым треугольником (соответствующим паре сопряженных подграфов 
Q* и Qj). Легко видеть, что семейство всех сопряженных подграфов 
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графа G* образует покрытие Q* этого графа. В то же время каждой 
паре сопряженных подграфов Q* и Q* таких, что 

У д * П У д * = { ( И , а ) , ( И , / 3 ) , ( И , 7 ) } , (14) 

в графе G соответствует пара таких компонент Qi и Qj покрытия Q, что 
VQi П VQj = {u} (структура покрытия Q детально описана в доказа­
тельстве теоремы 3). Верно и обратное, а именно каждой паре компонент 
QiiQj G Q графа G таких, что VQi П VQj = {и}, в графе G* соответ­
ствует пара сопряженных подграфов Q*,Q* £ Q* таких, что справед­
ливо равенство (14). 

Таким образом, покрытие Q = {Qi \ i E 1} графа G индуцирует 
покрытие Q* = {Q* \ i E 1} графа G* или, другими словами, изоморфизм 
G* = С[А'з] задает такую биекцию (р : Q* —> Q, что Q* н^ Qi. 

С помощью биекции (р и разбиения Q = Q1 U Q2, введенного в те­
ореме 3, построим разбиения Q* = Q\ U Q*2 и / = Д U 12 следующим 
образом: 

QI = {QI I <P(Q1) eq\ie I}, Q*2 = {Q* \ V(Q*) eQ2,ie I}, 
Ii = {i\ Q*i G Ql}, Ъ = {г\ Q* £ Q*2}. 

Пусть Q* — произвольная компонента семейства Q*; Q* , Q* , . . . , Q* — 
список компонент, сопряженных с Q* в графе G*, и пусть Т- (1 ^ 
s ^ га) — особый треугольник, соответствующий паре сопряженных под­
графов Q* и QI, 

Тг' = {Tjt | 1 ^ s <: га}, VTJt = {3s - 2, 3s - 1, 3s}. 

Удалим из G* все ребра клики Q*, входящие в множество EQ* \ ЕТ1. 
В полученном графе треугольники Т- образуют независимое 2-сочета­
ние, т. е. такое 2-сочетание, что подграф, порожденный множеством 
VT% изоморфен графу пК3. Возьмем теперь один экземпляр графа Gi 
с хорошим е^отмеченным 2-фактором Т^: 

2\ = {Г,1 | 1 ^ s ^ га}, VT] = {3s - 2, 3s - 1, 3s}, 

и, зафиксировав подстановку (7) с параметрами р = 3, q = га, удовлетво­
ряющую условию (8), выполним склейку графов G* — (EQ* \ ЕТ1) и Gi 
по подграфам Тг и 2\ вдоль (7). Легко видеть, что полученный в резуль­
тате такого преобразования граф будет связным. Применив указанную 
процедуру к каждой из оставшихся компонент семейства Q\, получим 
связный граф, который будем обозначать через G\. 

Ясно, что G\ — остовный подграф графа G*, причем в G\ на 
месте компонент Q* (г £ Д ) расположены графы Gi, чьи хорошие 
е^отмеченные 2-факторы суть особые треугольники клик Q*, а на месте 
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компонент семейства Q*2 — по-прежнему клики порядка |С 2 | = Згте. Та­
ким образом, G\{VQ*) =* Gu если i G h, и G\{VQ*) =* G*(VQ*) =* K3m, 
если i E I2; при этом 

{Gl(VQ*nVQl)\l<:s<:n} 

— хороший е^отмеченный 2-фактор графа G\{VQ*) = G\. 
Наконец покажем, как с помощью графа G\ и реализации С 2 по­

лучить связную реализацию графа Н £ {Н1,!!2}. С этой целью рас­
смотрим произвольную клику Qj графа G*, прообразом которой относи­
тельно преобразования G* —> G\ служит компонента Q* G Q*2 графа G*. 
Ясно, что семейство 

{Q: I 3 G h} (15) 
всех таких клик в графе G\ образует правильный (Зтег—1)-фактор. Пусть 
Q* ,Q* , . . . ,Q* — список компонент, сопряженных с Q* в графе G*, 
и пусть Щ (1 ^ s ^ тег) — треугольник, соответствующий паре подгра­
фов Qj HLGKVQI), 

Ri = Ще | 1 <; s <; тег}, VR)s = {3s - 2, 3s - 1, 3s} . 

Удалим из G\ все ребра клики Q j , входящие в множество EQj \ EW. 
В полученном графе треугольники R3- образуют 2-сочетание, при ко­
тором подграф, порожденный множеством VW, изоморфен графу тпК3, 
а подграф, порожденный окружением каждой вершины v G VW, изо­
морфен графу Hi. Возьмем один экземпляр графа С 2 с хорошим е2-от-
меченным 2-фактором Т2: 

Т2 = {Ts
2 | 1 <; s <; тег}, VT] = {3s - 2, 3s - 1, 3s} . 

Легко видеть, что графы G*l — {EQj\EW) и С 2 удовлетворяют всем усло­
виям леммы 5 (см. замечание 5). Следовательно, в силу этой леммы су­
ществует такая подстановка (11) с параметром q = то, удовлетворяющая 
условию (12), что граф G J , полученный склейкой G\ — {EQj \ EW) и G2 

по подграфам W и Т2 вдоль (11), удовлетворяет условию (13), а именно 

^ ( 3 S - 2 , i 3 s _ 2 ) — G(3S-l,i3s_1) — ^ ( 3 S , i 3 s ) — Н, 1 ^ S ^ ТО. 

Здесь, как и в лемме 5, 2-сочетание Т2 = {Г/ | 1 ^ s ^ то} графа 
GJ есть образ W и Т2 после применения указанной операции склейки, 
VT\ = {(3s — 2, г'3.,-2), (3s — 1, i 3 s _i) , (3s, i 3 s )} . Кроме того, на основании 
леммы 5 граф GJ связен и Т | является в GJ хорошим жг/-отмеченным 
2-сочетанием. 

Применив указанную процедуру к каждой из оставшихся компонент 
семейства (15), получим связный, регулярный степени degG^ + deg G2 — 2 



Покрытия кликами, факторы и графы 83 

граф, который обозначим через G*2. Точно так же, как и в теореме 3, 
убеждаемся, что G*2 — реализация графа Н, имеющая хороший ху-от-
меченный 2-фактор Т = |J I ^ . 

Наконец, применив при р = га, q = гаг все отмеченное выше к каждому 
двудольному графу из леммы 1 (леммы 2), получим такое счетное мно­
жество конечных (бесконечных) связных реализаций графа Н, что в каж­
дой реализации из этого множества имеется хороший жг/-отмеченный 
2-фактор. Теорема 7 доказана. 

П Р И М Е Р 2. Теорема 7 проиллюстрирована на рис. 7 применительно 
к реализациям Gi и G2 (Gi = G2) простой цепи Р5 = Hi = Н2. Реб­
ра треугольников хорошего е!(е2)-отмеченного 2-фактора графа Gi (G2) 
указаны жирными линиями. 

Пусть, как и выше, Hi и Н2 — конечные графы, V НХГ\У Н2 = {х,у}, 
е1 = ху и е2 = ху — фиксированные ребра из EHi и ЕН2 соответственно, 
и пусть по крайней мере для одного из графов Hi, H2, например Hi, су­
ществует такой автоморфизм га, что га(ж) = у и i](y) = x. Тогда, очевидно, 
графы Н1 = Hi IJ Н2 и Н2 = Hi{jH2 изоморфны. Действительно, ото-

i>i i>2 
бражение (, действующее на объединении VHili(VH2\{x, у}) по правилу 

г( \ - i v^z^ если z G VHu 

{ z, если z G VH2 \ {x, y}, 

есть изоморфизм графа Н1 на граф Н2. 

Рис. 7. Построение реализуемых графов Н1 и Н2 

Пусть Gi — связная реализация графа Hi, содержащая е^отмечен-
ный 2-фактор Ti, a ®i — соответствующее Ti семейство изоморфизмов 
вида (1). Тогда элементы из ®i можно выбрать так, чтобы пара (T l 7 ®i) 
была хорошей. В самом деле, пусть для некоторого треугольника Г £ Т1? 
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VT = {u,v,w} С VGi, соотношения (6) нарушены, скажем, 

0u(v) = 0v(u) = 9w{u) = ж, 9u(w) = 9v(w) = 9w{v) = у. 

Тогда легко видеть, что изоморфизм £ = 9~1r]9v есть такой элемент 
группы Aut(G„), что £(и) = w и £(ги) = и. (Здесь Aut(G) — группа ав­
томорфизмов графа G.) Следовательно, для изоморфизма 9'v = 9V^ графа 
Gv на граф Л\ имеем 

9u(v) = 9'Jw) = 9Ju) = ж, 9u(w) = 9'Ju) = 9Jv) = y. 

Таким образом, заменив в ®i изоморфизм 9V на изоморфизм 9'v, полу­
чаем, что треугольник Г образует в графе Gi хорошее е^отмеченное 
2-сочетание. Применив (если это необходимо) указанную процедуру 
к каждому из оставшихся треугольников семейства Т1? получим хоро­
шую пару ( T i , © i ) . Следовательно, справедлива 

Т е о р е м а 8. Пусть Hi, Н2 — конечные графы, VHi П V Н2 = {ж, у}, 
d = ху и е2 = ху — фиксированные ребра из ЕНХ и ЕН2 соответствен­
но, и пусть существует такой автоморфизм га графа Hi, что га(ж) = у 
и 1](у) = х. Кроме того, пусть существует конечная реализация Gi 
графа Hi, содержащая ei-отмеченный 2-фактор и такая конечная реали­
зация G2 графа Н2, содержащая хороший е2-отмеченный 2-фактор, что 
mm{\Gi\,\G2\} ) 6 i max{ |Gi | , \G2\} ^ 9. Тогда имеется такое счетное 
множество конечных (бесконечных) связных реализаций графа 

H^Hi\jH2^Hi\jH2, 

что каждая реализация из этого множества содержит хороший ху-отме-
ченный 2-фактор. 

5. О реализациях, 
д о п у с к а ю щ и х правильные n-факторы (п ^ 3) 

Естественным обобщением понятий ж-отмеченного 1-фактора и е-от-
меченного 2-фактора, возможности которых были достаточно разносто­
ронне представлены в разд. 3 и 4, является понятие С-отмеченного 
га-фактора, где С — фиксированная клика с га ^ 3 вершинами. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 5. Пусть G — связная реализация графа Н и С — 
фиксированная клика из Н, VC = {xi,x2,... ,хп}, га ^ 3. Далее пусть 
Q — правильный га-фактор графа G. Граф Q назовем (xi,x2,... ,хп)-
отмеченным или просто С -отмеченным, если существует такое семей­
ство изоморфизмов (1), что 9V(N(V,Q)) = {xi,x2,... ,хп} для каждой 
вершины v £ VG. 
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Пусть Gi и G2 — реализации графов Hi и Н2 соответственно, 

С = VHl П У Я 2 = { ж ь ж 2 , . . . ,хп}, 

Hi(C), Н2(С) — фиксированные клики порядка га ^ 3 из Hi, Н2, и пусть 
Q! = {Q* | i e 1} и Q2 = {Qi I J G J){I П «7 = 0 } — С-отмеченные 
га-факторы графов Gi и G2 соответственно. Всюду в этом разделе под­
разумевается, что семейства ®i и 0 2 вида (1), соответствующие Qi 
и Q2, зафиксированы. Пусть G\ (G2) — такая копия графа Gi (G2), что 

VG\ П F G 2 = VQ\ = VQ{ = {1, 2 , . . . , га, га + 1}. 

Далее пусть ф — произвольная подстановка множества { 1 , 2 , . . . , га, 
га + 1}, т. е. 

ф= ( l 2 • " П п + 1 \ (16) 
\ki к2 . . . кп kn+i J 

Построим семейство графов 

{&>" \^esn+uiei,jeJ}, 
которые получаются склейками G\ и GJ

2 по подграфам Q\ и Q2 (i £ i", 
J G J ) вдоль ф, когда ф пробегает всю симметрическую группу Sn+i. 
Пусть, как и раньше, клика Q* , 8 J из C* , 8 J есть образ Q\ и Q2 после 
применения операции G\ \}G2, 

Ф 

VQ*™ = {(1, ki), (2, k2),... , (га, kn), (га + 1, А;п+1)} С VG*™. 

Положим 

{ я а я . у я , , ^ х = {ншнл \н,м = I *' ;- ••• ;•• i ES , 
Ср2 . . . Жрге 

Ясно, что при любом выборе ф £ 5 „ + i , i Е I ж j E J имеет место 
включение 

{G^^'iNiv)) | г; £ FQ* ' i j ' } С JT. 

В связи с отмеченными построениями возникают следующие воп­
росы. 

В О П Р О С 1. Все ли графы, входящие в множество JT, являются ре­
ализуемыми? 

В О П Р О С 2. Пусть Н — реализуемый граф из JT; верно ли, что для 
любых i E I, j E J существует такая подстановка (16) (вообще говоря, 
зависящая от г ж j), что 

^(l . fci) - и(2,к2) U(n,kn) - и(п + 1,кп+1) - П • \ L l ) 
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В О П Р О С 3. Можно ли построить реализацию графа Н £ JT, если 
известно, что для любых г £ / , j £ J существует подстановка (16), 
удовлетворяющая условию (17), и как это сделать? 

Положительные ответы на эти вопросы получены в разд. 4 для слу­
чая га = 2, когда Qi (Q2) — хороший е^е^-отмеченный 2-фактор графа 
G\ (G2). Покажем на примере, что в общем случае, т. е. при га ^ 3 без 
дополнительных условий, ответы на первый и второй вопросы отрица­
тельные. 

С этой целью рассмотрим рис. 8, где слева изображен фрагмент 
бесконечного графа Gi, который, как легко видеть, приводит к счет­
ному множеству конечных (бесконечных) связных реализаций графа Hi 
(справа), причем каждая реализация из этого множества содержит 
(ж1? ж2, ж3)-отмеченный 3-фактор. Ребра, входящие в (ж1? ж2, ж3)-отме-
ченный 3-фактор Qi графа Gi, обведены жирными линиями. Можно 
показать, что граф Gi обладает довольно сильным типом симметрии, 
а именно любой изоморфизм клик из Qi продолжается до автоморфизма 
всего графа. В то же время граф Hi имеет ровно один автоморфизм — 
тождественное преобразование. Таким образом, семейство изоморфиз­
мов (1), соответствующее Q l 5 определено в данном случае однозначно. 

\ 

4 

3 

1 

2 

\ 

к , Л , , 
Gl Н, 

Рис. 8. Фрагмент бесконечной реализации G1 графа Н1, 
содержащей yXi, X2 •, £3 

)-отмеченный 3-фактор 
Пусть С 2 — такая копия графа Gi с 

тором Q2, что 
-отмеченным 3-фак-

VG, П VG2 = VQi = VQ2 = { 1 , 2 , 3 , 4 } , 

где Qi £ Qi, Q2 £ Q2. Построим также копию Н2 графа Hi, соблю­
дая следующие условия: VНх П VH2 = {xi,x2,x3} и 771({ж1, ж2, ж3}) — 
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H2({xi, ж2, ж3}) = К3. Как и выше, пусть 

\L*>Sl\jE2\t=(? x; d,3 е 5 3 

С точностью до изоморфизма множество JT состоит из пяти графов 
Li~L5, изображенных на рис. 9. 

Li - н 1 U Hl 

. .W. . 
L3 s Я, (J Я2 

5, 

* • ?2 

3-1 Х2 Х3 

Х1 Х2 2^3 

LA^H,{JH1sHl\jH1 

£5 = Я, (J Я2 

<U: •̂ 1 - ^ -^з 

ж 2 з̂ ч ^i 

Х1 .1/2 % 

ж 1 ж 2 ж 3 

Рис. 9. Графы L1—L& 

Среди этих графов реализуемыми являются только Li, L3 и LA. Дей­
ствительно, реализуемость графа LA легко устанавливается с помощью 
теоремы 3, ибо существуют конечные реализации графа Л\ (см. рис. 8) 
и цепи Р 4 (VP4 = {zi,z2,z3,z4}, Z\ ~ z2 ~ z3 ~ z4), содержащие соот­
ветственно Жз-отмеченный и ^-отмеченный 1-факторы. Существование 
реализаций для графов L\ и L3 вытекает из теоремы 9, хотя реализуе­
мость графа L3 можно установить, дважды применяя теорему 3. Нако­
нец, вывод об отсутствии реализаций для графов L2 и L5 можно полу­
чить, используя комбинаторный прием, впервые предложенный в [14]. 

Обратимся теперь к графу С* = G\ {J G2, где ф — подстановка, дей-
Ф 

ствующая на множестве { 1 , 2 , 3 , 4 } . Оказывается, что только для графа 
L £ {Li,L3} существует подстановка ф £ £4 , удовлетворяющая усло­
вию (17), т. е. такая, что 

/~1ф r~j (~iip r~j (~iip r~j (~iip r~j т 
^(l . fcl) - и(1,к2) - U(3,k3) - ^(4,к4) ~ Ь-

Для графа L\ такими подстановками являются 

1 2 3 4 
1 2 3 4 

1 2 3 4 
2 3 4 1 

1 2 3 4 
3 4 1 2 

1 2 3 4 
4 1 2 3 
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а для графа L2 

1 2 3 4 \ (\ 2 3 4 \ / 1 2 3 4 \ / l 2 3 4 \ 
1 4 3 2J ' ^ 2 1 4 З у ' V3 2 1 4 / ' ^ 4 3 2 i y ' 

Таким образом, для реализуемого графа £ 4 G X не существует под­
становки ?/>, удовлетворяющей условию (17). Следовательно, ответ на 
второй вопрос в общем случае также отрицательный. 

Пусть G\ и С 2 — такие конечные реализации соответственно графов 
Hi и Н2, что 

| G i | = p ( n + l ) , |G2 | = g ( r a + l ) (p^ 3, g ;> 2, п ;> 3). 

Тогда при введенных ранее обозначениях справедлива следующая 

Т е о р е м а 9. Пусть при любьгх i E I, j E J существует подста­
новка (16), удовлетворяющая условию (17), т. е. такая подстановка, что 
для некоторого фиксированного графа Н £ JT 

r*J TT 

^(l . fci) _ ^(2,^2) - • • • - Ur(n,fc„) - U r (n + l,fc„+1) - П-

Тогда имеется такое счетное множество конечньгх (бесконечных) связ-
ньгх реализаций графа Н, что каждая реализация из этого множества 
имеет С-отмеченньгй п-фактор. 

Доказательство этой теоремы повторяет в основном доказательства 
теорем 1, 3 и 7, и поэтому не приводится. 

Из теоремы 9 и выполненных ранее построений вытекает, что графы 
L\ и L3, изображенные на рис. 9, реализуемы. Чтобы проиллюстриро­
вать независимость теоремы 9, заметим также, что реализуемость графа 
L\ нельзя доказать с использованием только теорем 3 и 7. 

Автор благодарен А. Д. Коршунову за замечания, способствующие 
улучшению текста статьи. 
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