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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ТОЧНОСТИ 
ОДНОГО АЛГОРИТМА РЕШЕНИЯ 

ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА НА МАКСИМУМ 
В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ*) 

А. Е. Бабурин, Э. X. Гимади 

Представлена модификация алгоритма Сердюкова для решения 
задачи коммивояжера на максимум в евклидовом пространстве R*. 
В случае графов с вершинами в точках целочисленной решетки ука­
заны условия на диаметр графа, при которых достигаются лучшие 
оценки точности по сравнению с исходным алгоритмом. 

Введение 

Задачей коммивояжера называется задача отыскания экстремаль­
ного по длине гамильтонова цикла в заданном графе. Наиболее полный 
обзор работ по этой теме можно найти в [3, 4]. Исторически основ­
ное внимание уделялось задаче на отыскание минимального по длине 
гамильтонова цикла, одной из основных NP-трудных задач дискретной 
оптимизации. Однако в последние 10 лет возрос интерес также к задаче 
коммивояжера на максимум. В [3] этой задаче посвящена отдельная 
глава. Как известно, для задачи коммивояжера на максимум (как и для 
задачи на минимум) в общем виде не существуют алгоритмы полиноми­
альной сложности со сколь угодно хорошей оценкой точности (в пред­
положении Р ф NP) . Поэтому изучение отдельных подклассов этой за­
дачи — важный аспект исследования операций. 

Одним из основных исследуемых подклассов этой задачи является 
задача коммивояжера на максимум в евклидовом пространстве, т. е. 
когда вершинам заданного графа поставлены в соответствие точки в ев­
клидовом пространстве R&, а длины дуг между вершинами определя­
ются как евклидовы расстояния между точками, соответствующими 
этим вершинам. 

*-' Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 02-01-01153), INTAS (грант 
00-217) и программы «Университеты России» (проект УР.04.01.012). 
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В [2] описан асимптотически точный алгоритм решения задачи ком­
мивояжера на максимум в /г-мерном евклидовом пространстве R&. Тру­
доемкость этого алгоритма определяется временной сложностью 
отыскания максимального паросочетания в заданном графе. Решение 
получается выбором одного из четырех гамильтоновых циклов, каж­
дый из которых содержит все ребра построенного максимального паро­
сочетания. 

В [1] представлена модификация этого алгоритма с такими же оцен­
ками точности, но более простая в изложении. В отличие от [2] решение 
в [1] сводится к построению единственного гамильтонова цикла, к тому 
же не содержащего ребер максимального паросочетания, за исключе­
нием, быть может, двух. 

Анализ указанных работ показал, что на достаточно широких под­
классах задач отказ от использования одного из основных этапов в ал­
горитмах [1, 2] может привести к улучшению получаемых оценок точ­
ности. 

Так как относительная точность алгоритма является величиной без­
размерной, то масштабирование графа (растяжение соответствующего 
пространства R& на неотрицательную величину) не изменяет оценки 
точности алгоритмов. Будем полагать, что вершины графа заданы 
в точках целочисленной решетки и, таким образом, минимальный вес 
ребра графа равен 1. В этом случае отношение максимального веса 
ребра графа к минимальному является его геометрическим диаметром 
(в дальнейшем просто диаметром). 

В данной статье показано, что при достаточно слабых ограничениях 
на диаметр исходного графа отказ от использования одного из основных 
этапов в алгоритмах [1, 2] может привести к улучшению получаемых 
оценок точности. 

1. Постановка задачи 

Задачу коммивояжера на максимум в евклидовом пространстве мож­
но сформулировать следующим образом. 

Пусть в R& задан набор точек X = {ж15 ж 2 , . . . , хп} С R&. Определим 
вес W(X, a) гамильтонова цикла, порожденного перестановкой a £ Sn 

и обозначаемого одноименной буквой, как 

га-1 

W(X,a) = ^р (ж с т ; ,ж с т ; + 1 ) + р(х<7п,х<71), (1.1) 
г = 1 

где р(х, у) — евклидово расстояние между точками х и у в R&. Требуется 
максимизировать W(X,cr) по всем перестановкам а из Sn. 
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Пусть а*(Х) — точное решение задачи. Обозначим через А(Х) ре­
шение, получаемое заданным алгоритмом А. 

Введем понятие точности АА алгоритма А как 

def W(X,(T*(X))-W(X,A(X)) 
аА~хс™Ш=п W(X,a*(Xj) 

Алгоритм А назовем асимптотически точным, если 

lim AA = 0. 

Х2) 

Хз) 
2. А л г о р и т м Сердюкова 

2 .1 . К р а т к о е описание а л г о р и т м а А 

Исходным моментом в [2] является построение максимального взве­
шенного паросочетания М в R&, которое представляется в виде сово­
купности {Ii,...,Im} прямолинейных отрезков (далее ребер), где 
т = |_ra/2j • Из / самых легких по весу ребер паросочетания М обра­
зуется подмножество М2 (число / выбирается специальным образом). 
Остальные ребра (назовем их тяжелыми) образуют подмножество Mi. 

Далее методом склеивания циклов множество тяжелых ребер Mi за 
т — 2t — 1 шагов модифицируется в множество Mi. На каждом шаге 
в текущем (модифицированном) множестве Mi (сначала Mi = Mi) вы­
бираются такие / ребер, что в каждом цикле содержится не более одного 
из них. В выбранной системе ищется пара «почти параллельных» ребер, 
после чего циклы, содержащие эти ребра, склеиваются в один. 
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Рис. #. i . Мультиграф объединения гамильтоновых циклов 

После т — 2t — 1 шагов процедуры склейки получаем множество 
Mi, состоящее из / — 1 модифицированных циклов, и множество М2 

легких ребер. Эти множества используются для построения мульти-
графа G (рис. 2.1), включающего в себя все ребра Ij = (xj,yj), j = 
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1 , . . . , то, паросочетания М (тяжелые ребра изображены жирными ли­
ниями, легкие — тонкими), а также дополнительные ребра (изображены 
пунктиром). Ребра мультиграфа G изображены вместе с кратностью 
их вхождения. Мультиграф G покрывается четырьмя гамильтоновыми 
циклами Hi, i = 1,2,3,4 (по-разному в случае четного и нечетного 
то). В качестве приближенного решения выбирается гамильтонов обход 
с наибольшим весом среди Hi, i = 1,2,3,4. При этом в каждом обходе 
содержатся все ребра паросочетания М. 

2.2. И з в е с т н ы е р е з у л ь т а т ы 

Решающим в обосновании асимптотической точности алгоритма А 
явился факт существования среди достаточно большого числа отрезков 
в R& пары «почти параллельных» отрезков. 

Точная трактовка этого факта может быть представлена следующей 
леммой из [2]. 

Л е м м а 1. Пусть в евклидовом пространстве R& задано произволь­
ное множество из t прямолинейных отрезков. Тогда наименьший угол 
между двумя отрезками из этого множества ограничен сверху констан­
той a(k,t) такой, что a(k,t) —> 0 при t —> оо. При этом 

• 2 a(k,t) 7fc ro r , 
Sin < —771 77, 2 . 1 

где константа j k зависит лишь от к. 

Рис. 2.2. Круг на сфере, задаваемый одним из отрезков 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Достаточно предположить, что все отрезки име­
ют длину 1 и перенесены в пространстве так, что один конец каждого 
отрезка лежит в начале координат. Тогда в предположении, что лю­
бая пара отрезков имеет между собой угол больше a(k,t), получим, что 
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круги с центрами во вторых концах отрезков и радиусами г = 2 , ле­
жащие на сфере единичного радиуса, не пересекаются (рис. 2.2). Срав­
нивая суммарную площадь этих кругов с площадью сферы единичного 
радиуса в R&, получаем верхнюю оценку для a(k,t). Лемма 1 доказана. 

При доказательстве асимптотической точности (при / = ^п(к~1М(к+1Ц) 
алгоритма А из [2] определяющими оказались лемма 1 и тот факт, что 
суммарный вес тяжелых ребер W(Mi) удовлетворяет неравенству 

W(Mi)^W(M)(l-t/m), (2.2) 

где W(M) — вес максимального взвешенного паросочетания. 
В [2] показано, что точность алгоритма А может быть оценена сверху 

следующим образом: 
АА^{Зкп-*тт, (2.3) 

где константа (Зк определяется только размерностью пространства RA 

3. Модифицированный а л г о р и т м 

3 .1 . С у т ь модификации а л г о р и т м а и область 
ее п р и м е н и м о с т и 

Одной из основных операций алгоритма А является разбиение мак­
симального паросочетания М на множество легких и тяжелых ребер. 
Процедура замены пары ребер на пару несмежных ребер, соединяющих 
их, производится только над множеством Mi. Невозможность распро­
странить эту процедуру на все ребра паросочетания М обусловлена тем, 
что при уменьшении числа ребер оценки суммарного веса соединяющих 
ребер в соответствии с результатом леммы 1 уменьшаются. В итоге 
это приводит к ухудшению эффективности алгоритма. Оказывается, 
что при наложении некоторых достаточно слабых ограничений на ис­
ходный граф данный процесс допускает продолжение на все паросоче-
тание М. Это, в свою очередь, делает ненужными последующие шаги 
алгоритма А. 

В реальных задачах данные представляются числами с фиксирован­
ным количеством разрядов. Исходя из соображений масштабируемости 
задачи предположим, что задаваемые таким образом точки лежат в вер­
шинах целочисленной решетки Ък. 

Обозначим через Sk(X) диаметр исходного га-вершинного графа G, 
построенного на множестве точек X. При этом все вершины графа ле­
жат в шаре с радиусом Sk(X), но находятся друг от друга на расстоянии 
больше 1. Тогда верно неравенство 

6к(Х)>скпЪ, (3.1) 
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где ск — константа, зависящая только от к. 
Далее будет показано, при каких условиях построенная в данной ра­

боте модификация А асимптотически точных алгоритмов из [1, 2] обла­
дает лучшими оценками точности. 

3.2 . Описание а л г о р и т м а А 

Шаг 1. Построим максимальное паросочетание М в заданном гра­
фе G. 

Назовем набором любое множество ребер, образующих цикл в графе 
G. При этом в наборе выделены ведущее и ведомое ребра. Каждое ребро 
из паросочетания М есть набор, в котором это ребро является одновре­
менно ведущим и ведомым и образует цикл длины 2. На дальнейших 
шагах алгоритма ведущими и ведомыми ребрами рассматриваемых на­
боров всегда являются ребра из максимального паросочетания М. 

При выполнении условий 

С2гаё при к = 2; 

h(G) < { Сзг^ при к 
к ' 1 

3; (3.2) 

Скп1' + к2-1 при к > 3 

(через C'k обозначена константа, зависящая только от к) выполняются 
следующие шаги. 

Шаг г, г £ { 2 , . . . , | _ | ]} • Среди имеющихся |_f J — г + 2 наборов вы­
берем два таких, в которых угол между ведущими ребрами минимален. 

Ведущие ребра рассматриваемых наборов 

Рис. 3.1. Возможные пары соединяющих ребер 

Объединим эти два набора в один, удалив из них ведущие ребра 
и добавив в получившийся объединенный набор два соединяющих ребра 
(рис. 3.1), суммарный вес которых максимален. Любое из ведомых ребер 
объединяемых наборов назначим ведущим в новом наборе. 

В случае, когда условия (3.2) не выполняются, гамильтонов цикл 
находится согласно алгоритму [1]. 
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Получившийся набор является гамильтоновым циклом. Этот цикл 
и представляет результат работы модифицированного алгоритма А. 

3.3 . А н а л и з а л г о р и т м а А 

Из описания алгоритма А видно, что в отличие от [2] почти все 
ребра найденного гамильтонова обхода (кроме ведущего и ведомого ре­
бер оставшегося набора) не принадлежат максимальному паросочета-
нию М, построенному в начале работы алгоритма. 

Перейдем к анализу точности алгоритма А. Ниже воспользуемся 
следующим фактом из [2]. 

Л е м м а 2. Пусть Ij = (xj,yj) и 1\ = (жг,г/г) — два отрезка (ребра) 
в R& и а ^ 7г/2 — угол между ними. Тогда 

max{w(xj,xi) + w(yj,yi),w(xj,yi) + vj(yj,xl)} 

^ m a x | u ; ( / j ) , u ; ( / , ) , c o s - ( u ; ( / j ) + w(I,))\. (3.3) 

Для доказательства условий асимптотической точности алгоритма 
А потребуются следующие леммы. 

Л е м м а 3 . Вес W(M) максимального наросочетания М удовлетво­
ряет неравенству 

щ м ^ ^ £ к п 1 + Ь . (3.4) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Wn — минимальный возможный вес мак­
симального паросочетания в га-вершинном графе. Рассмотрим граф Gn, 
на котором этот минимум достигается. Соответствующие максималь­
ные паросочетания обозначим через Мп. Для каждого га строим другое 
паросочетание Мп Мп, а на оставшихся га — 2 вершинах графа было 
построено максимальное паросочетание. В результате имеем 

~ 1 " 
W(M) >Wn> W(Mn) > h(Gn) + Wn.2 > - Y, h(Gt) 

8 = 1 

П 

^ ck V ^ -i -. Ck f i ; -. 0,5kck 1 + i 
> — > ik > — xk ax > — n k. 
^ 2 ^ 2 J ^ k + 1 

Лемма З доказана. 

Л е м м а 4 . В случае выполнения условий (3.2) вес гамильтонова об­
хода А(Х), полученного алгоритмом А, удовлетворяет неравенству 

LfJ 
W(X, А(Х)) ;> Ш(М) - 26k(G) Y, i'^1 • (3-5) 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим результаты работы алгоритма А 
в случае выполнения условий (3.2). Исходя из описания алгоритма и лем­
мы 2 суммарный вес ребер оставшегося набора можно выразить в виде 

W(X, A(X)) = w(Ik) + w(It) + Y, (Hlru) + HlrJ) cos V , l 2 J
2 ^A 

8 = 2 

где w(Ik) и w(Ii) — веса ведущего и ведомого ребер оставшегося набора, 
w(Irii) и w(Ir2t) — веса ведущих ребер наборов, объединенных на шаге 
i алгоритма А. 

Используя лемму 1, получаем 

L̂ -l a(h I a I _ v _i_ 2) 
W(X, A(Xj) 2 w(Ik)+w(I,)+Y, (Mlru) + MlrJ) cos2 V , l 2 J

2 ^ 
8 = 2 

£ п,(Д) + «,(/,) + £ («,(/riJ + «;(/raJ)(l - sin2 a ( f c ,L t J
2~* + 2 )) 

8 = 2 

;> 2И^(М)-2^(С) £ sin2 l ' b J + ' > 2W(M)-26k(G) £ Г A . 
8 = 2 8 = 1 

Лемма 4 доказана. 

Теорема . Алгоритм А находит асимптотически точное решение за­
дачи отьгскания максимального взвешенного гамильтонова обхода п вер­
шин графа, заданньгх в точках целочисленной решетки евклидовой плос­
кости. При вьгполнении условий (3.2) алгоритм А обладает лучшими 
оценками точности по сравнению с алгоритмами из [1, 2]. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ПОНЯТНО, ЧТО В случае невыполнения ограниче­
ния (3.2) характеристики алгоритмов А ж А совпадают. Поэтому далее 
исследуем случай, когда условие (3.2) выполняется. 

По определению понятия точности для алгоритма А имеем 

def W(X,a*(X))-W(X,A(X)) 
А xc™fx\=n W(X,a*(X)) 

Используем очевидную верхнюю оценку точного решения задачи 
коммивояжера на максимум: 

W(X,a*(Xj) <: 2W(M(Xj), 

где W{M(X)) — вес максимального паросочетания в графе, построенном 
на множестве вершин X. 
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Учитывая лемму 3 в условиях выполнения ограничения (3.2), имеем 

W(X, (T*(Xj) - W(X, A(Xj) 
max XCR*. \x\=n W{X,a*{X)) 

2W(M(Xj) - W(X, A(Xj) 
XCR', \X\=n M l ^ r a l + i 

Отсюда и из леммы 4 следует, что 

LfJ 
26k(G) E * ~ ^ 

Д - < IS? 
^А ^ 0,5kck i + l 

k-\-l 

Для разных значений к применим следующие оценки суммы, стоя­
щей в правой части последнего неравенства. 

Если к = 2, то 
LfJ OO 2 

-2 _ Т 

6 
= 1 

Если к = 3, то 

LfJ LfJ L f J 

V Л . 2 V Л г *-1 = \ i : ^ I — dx = ln 
г = 2 г = 2 1 

Если /г > 3, то 

LfJ LfJ 

Е 2 / ^ 2 _ /г — 1 

г ь - 1 ^ / ж * - 1 аж ^ г = 2 ^ 

fc-з 
fe-i 

ifc-3 

Нетрудно видеть, что ограничения (3.2) влекут неравенство 
А^ < Д ^ , гарантирующее асимптотическую точность алгоритма А 
и лучшие, чем в [2], оценки точности. Теорема доказана. 

З а к л ю ч е н и е 

В настоящей статье проведено исследование возможности модифика­
ции алгоритма Сердюкова решения задачи коммивояжера в евклидовом 
пространстве на максимум с целью улучшения точности алгоритма на 
определенных подклассах задач. 

В результате исследования построен новый алгоритм. Выделен до­
статочно широкий класс исходных данных, на которых построенный ал­
горитм дает улучшенные оценки точности по сравнению с известным 
алгоритмом Сердюкова. 
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Из сравнения накладываемых ограничений (3.2) и естественного не­
равенства (3.1) следует, что описанная область входных данных доста­
точно велика, особенно для евклидовых пространств небольшой размер­
ности. Из приведенных соображений следует важность данного под­
класса задач коммивояжера на максимум в евклидовом пространстве. 
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