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О ПАРАМЕТРИЗАЦИИ 
ПРИНЦИПА ОПТИМАЛЬНОСТИ 

В КРИТЕРИАЛЬНОМ ПРОСТРАНСТВЕ*) 

В. А. Емеличев, А. В. Пашкевич 

Вводится принцип оптимальности (функция выбора) в крите­
риальном пространстве R", который задается парой целочисленных 
параметров (i,j), изменяющихся независимо друг от друга в преде­
лах от 1 до п. При этом некоторым значениям этих параметров соот­
ветствуют такие известные принципы оптимальности, как паретов­
скии, мажоритарный, слеитеровскии и др. Исследован ряд свойств 
бинарного отношения, порожденного обобщенным принципом опти­
мальности. 

Введение 

Как обычно (см., например, [1, 6, 8]), под принципом оптималь­
ности (в другой терминологии — функцией выбора) в критериальном 
пространстве R n , n ^ 2, будем понимать отображение 

Е : 2 R " -> 2 R " , 

по которому выделяется подмножество E(Y) наиболее предпочтитель­
ных решений из множества возможных Y С R n . 

В дальнейшем будем предполагать, что рассматривается га-крите­
риальная (векторная) задача минимизации на множестве решений Y: 

№ ^ m i n , i£Nn = {l,2,...,n}, 7 C R " , 

где у = (уиу2,... ,уп). 
В этом контексте такие широко известные принципы оптималь­

ности, как паретовскии, слеитеровскии и мажоритарный, могут быть 
соответственно заданы путем введения традиционных множеств эффек­
тивных (оптимальных по Парето), слабо эффективных (оптимальных 

*) Исследование выполнено в рамках Государственной программы фундамен­
тальных исследований Республики Беларусь «Математические структуры». 
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по Слейтеру) и мажоритарно эффективных решений (см., например, 
[2, 5, 12]): 

P(Y) = {у £ Y | ж(у) = 0 } , 
S(Y) = {у £ Y | ст(у) = 0 } , 

М ( У ) = {у G Y | /х(у) = 0 } , 

где 

т(у) = {у' G У | у ;> у' & у ^ у '} , 
"(У) = WeY\VieNn (уг > у')}, 

п 

Ky) = {y'eY | £(№_2, ;)>о}. 
г = 1 

Введем также множества идеальных и псевдоэффективных решений 
соответственно: 

/ ( У ) = {у G Y | //(У) = 0 } , 
Q(Y) = {у G У К у ) = 0 } , 

где 

% ) = {у' G У | Зг G iVn (уг > у'г)}, 
я(у) = {y'eY\VkeNn (yk ф y'k) &3ieNn (Уг > у'г)}. 

В настоящей статье вводится двухпараметрическое семейство прин­
ципов оптимальности в критериальном пространстве R n , га ^ 2, вклю­
чающее перечисленные выше принципы оптимальности, а также ряд 
других. Проведен анализ свойств бинарных отношений, индуцируемых 
указанным семейством. 

1. М н о ж е с т в о (г, ^ - э ф ф е к т и в н ы х решений 

Для любых двух векторов у, у' £ R n положим 

[у, у'}- = \{i£Nn \уг<у'г}\, 

[у,у']+ = \{iENn \уг>у'г}\, 

[у,у']° = \ { г е ^ \ у г = у'г}\. 

Для любого непустого множества Y С R n и любой пары индексов 
(i,j) £ Nn x Nn введем множество (г, j)-эффективных решений 

El3(Y) = {у £ Y | е13(у) = 0 } , 
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где 
£ij(y) = {y'£Y\ [у,у']+ >(г- 1)[у,уГ + (J ~ 1)[У,УТ}. 

Нетрудно убедиться, что при любой паре (i,j) G Nn x Nn множество 
Eij(Y) может быть задано следующим эквивалентным способом: 

E{j(Y) ={уе¥\Уу'е¥ ([у, у']+ <С (г - 1)[у, у']0 + (j - 1)[у, у']-) } • 
(1) 

Теорема 1. При любом натуральном числе га ^ 2 справедливы сле­
дующие включения: 

En(Y)C E12(Y)C . . . С Eln(Y) 
in in in 

E2l(Y)C E22(Y)C . . . C E2n(Y) 
1П 1П 1П (2) 

in in in 
Enl(Y)C En2(Y)C . . . C Enn{Y), 

при этом 
P(Y) = Eln(Y), S(Y) = Enn(Y), M(Y) = E12(Y), 

I(Y) = En(Y), Q(Y) = Enl(Y). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Справедливость включений (2) с очевидностью 
следует из (1). Далее без особого труда проверяются следующие экви­
валентности: 

у^у'&уфу'^ [у,у']+ >(п-1)[у,у']-, 
ViGiV n (№ >у-)^ [у,у']+ = га, 

П 

Y^iVi - У-) > 0 ^ [у,у'}+ > [у,у'}-, 
г = 1 

3tENn (уг>у<)^ [у,у']+>0, 
Vг G Nn (уг ф у\) к Зк G Nn (ук > у'к) ^ [у, у']+ > 0 к [у, у']0 = 0. 

Поэтому легко убеждаемся в справедливости равенств 

P(Y) = {у G Y | Д / G Y ([у,у'}+ > (п-1)[у,у'}-)} 
= {У G Y | е1п(у) = 0} = Eln(Y), 

S(Y) = {у G Y \fly> G Y ([y,y'}+ = га)} = {у G Y \ епп(у) = ®} = Enn{Y), 

M(Y) = {у G Y | Д / G Y ([у,у'}+ > [у, у1]-)} 
= {У G Y | е12(у) = 0} = E12(Y), 
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/ ( У ) = {у G У W е ^ ( [ ^ ' ] + > 0)} = {у G У | £ц(у) = 0 } = Д П ( У ) , 

д(у) = {у G У w G У (b,y']+ > о к [у, у']0 = о)} 
= {У G У | еп 1(у) = 0 } = Д п 1 (У) . 

Теорема 1 доказана. 
Отметим, что цепочка включений 

M(Y) = E12(Y) С Я1 3(У) С . . . С Eln(Y) = P(Y) 

была ранее установлена в [3, 11]. Здесь следует также отметить, что 
для случая упорядоченных по важности критериев в [2] предложено ана­
логичное однопараметрическое семейство принципов оптимальности. 

Приведем некоторые очевидные свойства множеств Е ^ ( У ) , (i,j) G 
Nn x Nn. 

С в о й с т в о 1. Выполняется одна из альтернатив: |_Кц(У)| = 1 или 
Еп(У) = 0 . 

С в о й с т в о 2. Если | £ ц ( У ) | = 1, то En(Y) = E12(Y) = ... = Eln(Y). 
Два вектора у, у' £ R n будем называть строго различными, если 

[у, у']0 = 0. Тогда очевидно следующее 
С в о й с т в о 3. Если векторы множества У С R n попарно строго 

различны, то при любом индексе j £ Nn верны равенства 

El](Y) = E2](Y) = ... = En](Y). (3) 

Для любого решения у £ У и любой пары индексов (i,j) £ Nn x Nn 

определим величину 

eij(y) = mm{i[y,yf + j[y,y']~ \ у' £ У } . 

Т е о р е м а 2. Пусть (i,j) £ Nn X Nn. Решение у является (i,j)-
эффективным тогда и только тогда, когда 

ец(у)>п. (4) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть у £ Е^(У). 
Тогда согласно (1) при любом решении у' £ У верно неравенство 

[y,y']+^(t-l)[y,yf + (j-l)[y,y']-. (5) 

Отсюда с учетом очевидного равенства 

[у,у']+ = п-[у,уГ-[у,уТ (6) 

следует, что 
i[y,yT + J[y,y1~2n (7) 
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при любом решении у' £ Y. Поэтому справедливо (4). 
Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть у £ Y и е^(у) ^ га. Тогда при 

любом решении у' £ У верно неравенство (7). Откуда, вновь применяя 
(6), получаем, что при любом у' £ Y справедливо неравенство (5), что 
и доказывает включение у £ Eij(Y). Теорема 2 доказана. 

Из теоремы 2 вытекает 
С в о й с т в о 4. Если |У| < оо, то при любом индексе г £ Nn множест­

во Ein(Y) непусто. 
Приведем пример, свидетельствующий о том, что все множества 

Ец(У), Ei2(Y),... , Ein(Y) могут быть попарно различны при любом 
га ^ 3, т. е. при каждом индексе j £ Nn_i множество Eij(Y) является 
собственным подмножеством множества _Е^-+1(У). 

П Р И М Е Р 1. Пусть Y = {у(1\у(2\... ,г / ( п _ 1 )} С R n , га ^ 3, где 

yW = ( l , 0 , 0 , . . . , 0 ) , 
у(к~> = (О, О,.., О, га- к, га - к,... , га- к), к = 2, 3 , . . . , га - 1, 

А; раз 

т. е. решением у^ является к-я строка следующей матрицы размера 
(га — 1) X га: 

"1 0 0 0 . . . О 
о о о о ... о 
О 0 0 0 . . . га-3 

О 0 2 2 . . . 2 
.0 1 1 1 . . . 1 

Прежде всего, очевидно, что 

En(Y) = 0 . (8) 

Далее покажем, что верны равенства 

Elj(Y) = {y(1\y(2\...,y(J-1->}, j = 2 , 3 , . . . , га. (9) 

Вместе с (8) это будет означать, что справедлива цепочка строгих вклю­
чений 

Ell(Y)cEl2(Y)C...CEln(Y). 

Воспользуемся методом индукции. Легко проверить, что при любом 
индексе j = 2 , 3 , . . . , га имеют место соотношения 

yW £ £ У ( У ) , уЫ?Е12(¥). 

о о -
га-2 га-2 
га — 3 га — 3 

2 2 
1 1 . 
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Поэтому E12(Y) = {у(1)}. 
Пусть равенство (9) верно при j = k ^ 2. Покажем, что тогда 

Elk+1(Y) = {у(1\ у™,... , уЩ = Elk(Y) U {уЩ. 

Прежде всего заметим, что согласно теореме 1 верно включение 
E\k{Y) С Eik+i(Y). Поэтому в силу индуктивного предположения имеем 

{y^\y^\...J^}CElk+l(Y). 

Теперь покажем, что у^ £ Eik+i(Y). Для этого, учитывая определе­
ние (1), достаточно убедиться, что при любом индексе г £ Nn_i верно 
неравенство 

[y(k\y(*Y<:k[y(k\y^}-- (Ю) 
При г = к утверждение очевидно. Разберем два оставшихся случая. 

С Л У Ч А Й 1. г > к. Тогда легко видеть, что 

[y(k\y(*Y = k, [у(к),у(*)]-=г-к, 

т. е. справедливо неравенство (10). 
С Л У Ч А Й 2. г < к. Если г = 1, то 

Цк\у^У = к, [^),У(1)Г = 1. 
Поэтому неравенство (10) верно. Если 1 < i < к, то имеем 

[у(*),у(0]+ = А ; - г , [yV°\yW]-=i-

Следовательно, неравенство (10) верно, а поэтому доказано, что у^ £ 
Elk+1(Y). 

Наконец, осталось показать, что при любом индексе j £ Nn_k ре­
шение y(fc+J) g" Eik+i(Y). Нетрудно убедиться, что это равносильно су­
ществованию такого решения у £ У, что 

[у^\у]+>к[у^\у]-. 

Понятно, что таким решением является вектор у = у^\ так как 

[yV°+»,yV]+ = k+j, [у^\у^}- = 1 

при любом индексе j £ Nn_k. Итак, справедливость равенств (9) дока­
зана. Кроме того, нетрудно убедиться, что в данном примере 

Enl(Y) = Y\{y(1\y("-1->}, 
Enj(Y) = Y\{y(n-1'>}, j = 2 , 3 , . . . , n - l , Enn(Y) = Y. 
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2. Свойства д в у х п а р а м е т р и ч е с к о г о семейства 
бинарных о т н о ш е н и й 

В моделях многокритериального выбора широко используется язык 
бинарных отношений (см., например, [1, 2, 4-8]). В общем случае воп­
рос о введении бинарного отношения предпочтения по заданному прин­
ципу оптимальности оказывается достаточно сложным [5]. В нашем 
случае множество (г ,^-эффективных решений Eij(Y) при любой паре 
(i,j) G Nn x Nn может быть задано путем введения бинарного отноше­
ния строгого предпочтения У^ на У С R n , определяемого следующим 
образом: 

У Уг3 У' ^ [У,У']+ >(г- 1)[У,УТ + (J - 1)[у,уТ-
Действительно, очевидно, что 

EtJ(Y) = {yeY\fiy'eY (ууг]у')}, 

т. е. Eij(Y) — множество минимальных элементов в У по отношению 
к y{j. 

Непосредственно из определения введенного отношения вытекает 
С в о й с т в о 5. При любых парах (i,j) и (к, s) таких, что 1 ^ г ^ к ^ п 

и 1 ^ 3^ s ^ га7 справедлива импликация 

У Укв у' => У Уц у'-

Методом от противного несложно доказать 
С в о й с т в о 6. Если у yin у', г G Nn, то [у,у']~ = 0. 
С в о й с т в о 7. При любых индексах i,k G Nn верна импликация 

У У in У' Укп у" => У Укп у" • 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим противное, т. е. существуют та­

кие векторы у, у', у" G R n , что 

У У in У' Укп у"& уУкпУ" • 
Тогда 

[у',у"]+>(к-1)[у',у"]°, 
[у,у"]+^(к-1)[у,у"}°, 

поскольку согласно свойству 6 верны равенства [у,у']~ = [у',у"]~ = 0, 
а следовательно, справедливо равенство [у,у"]~ = 0. Поэтому, полагая 

mi = |{ /GiV n \y, >y\>y"}\, 
m2 = |{ /GiV n \y, >у,

] = у,{}\, 
т3= |{ /GiV n \y, = у\>у"}\, 
т4= |{ /GiV n \y, = у'1 = у'/}\, 
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имеем 

W, У"]+ = т1 + га3, [у', у"]0 = га2 + га4, 
[у, У"]+ = т1 + т2 + га3, [у, у"]0 = га4, 

т1 + т2 + т3 + то4 = п-
Тем самым для неотрицательных целых чисел га;, / £ JV4, должны одно­
временно выполняться неравенства 

rrii + тз > (к — 1)(га2 + га4), т\ + га2 + га3 ^ (к — 1)га4, 

приводящие к противоречию 

А;(га2 + га4) < га ^ /гга4, 

из которого следует свойство 7. 
Пусть у, у', у" — произвольные элементы из У, а >- — некоторое 

бинарное отношение на У. Запись у У у' будет обозначать, что отношение 
у У у' не выполняется. 

Напомним, что бинарное отношение >- называется 
антирефлексивным, если уУу, 
асимметричным, если верна импликация у У у' =>• у'У у, 
транзитивным, если у У у' <к у' У у" =>• у У у", 
циклическим, если в У существуют циклы г/1) >- г/2) > - . . . > - yW >-

У(1\ k>2, 
ациклическим, если циклов нет, т. е. при любом к ^ 1 имеем г/1) >-

у(2~> У .. .У у(к~> =>- у(^Уу(1\ 
Учитывая в дальнейшем то, что бинарное отношение >- обладает 

некоторым свойством, будем считать, что на любом множестве У С R n 

это отношение обладает указанным свойством. 
Очевидно следующее 
С в о й с т в о 8. При любой паре (i,j) £ Nn x Nn бинарное отношение 

yij антирефлексивно. 
С в о й с т в о 9. Если г £ Nn и 2 ^ j ^ га, то бинарное отношение У^ 

асимметрично. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим противное, т. е. у yij у' и у' yij у. 

Тогда должны одновременно выполняться неравенства 

[y,y']+>(i-i)[y,y']0 + U-i)[y,yT, 
[у',у]+ > (i-l)[y',y]° + (j -l)[y',y]-. 

Отсюда с учетом равенств [у,у']+ = [у',у]~ и [у, у']0 = [у', у]0 следует, 
что 

(1-1)[у,у']0 + и-1)[у,у']-<^-г[У,УГ-1-^[У,У']0-
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Поэтому с учетом неравенств г ^ 1 и j ^ 2 имеем 

о ^ д* - i ) b ^ f + j(j - 2)Ь,УГ < о. 

Полученное противоречие доказывает свойство 9. 
Очевидным следствием свойства 7 (при г = к) является 

С в о й с т в о 10. При любом индексе г £ Nn бинарное отношение yin 

транзитивно. 
Выполнимость свойств 8 и 10 для любого бинарного отношения У{п, 

г £ Nn, свидетельствует о том, что это отношение является частичным 
порядком. 

Из свойств 9 и 10 вытекает 

С в о й с т в о 11 . Любое бинарное отношение У{п, где г £ Nn, ацик­
лично. 

Следуя [2, 6, 7], бинарное отношение >- на R n назовем правильным, 
если выполняется следующее условие монотонности: 

У Уы у' У у" => У У у". 

Непосредственно из определения бинарного отношения У^ следует 

С в о й с т в о 12. Если 1 ^ г ^ j ^ га, то бинарное отношение У^ 
является правильным. 

Следующий пример показывает, что при j' = 1 свойство 9 перестает 
быть верным. 

П Р И М Е Р 2. Пусть у = ( 1 , 0 , 0 , . . . ,0) G R n и у' = ( 0 , 1 , 1 , . . . ,1) G R n . 
Тогда при любом индексе г G Nn имеем у Уц у', у' Уц у. 

Из свойства 9 с учетом этого примера следует 

Т е о р е м а 3 . Бинарное отношение yij асимметрично тогда и только 
тогда, когда i £ Nn и 2 ^ j ^ га. 

Следующий пример показывает, что при любой паре индексов (i,j) G 
Nn X Nn_i существует множество Y С R n , на котором бинарное отно­
шение yij является циклическим. 

П Р И М Е Р 3. Пусть г/1) = (га, га,... , га) G R n , га ^ 2, а компоненты 
га-мерных векторов у^2\ г/1-3-1,... , г/1-"-1 задаются по формуле 

(s) Г 2га — s + к при к £ {1, 2 , . . . , s — 1}, 

[ га — s + 1 при к G {s, s + 1 , . . . , га}, 

где s £ { 2 , 3 , . . . ,га}. 
Принимая во внимание свойство 5, нетрудно видеть, что из циклич­

ности бинарного отношения ynn_i следует цикличность отношения У^ 
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при любой паре (i,j) £ Nn x Nn_i. Поэтому для доказательства циклич­
ности бинарного отношения ynn_i достаточно убедиться в существова­
нии цепочки 

„(1) у . „(2) у . у „(") у . „(1) (Ц) 
У 'пп — 1 У 'nn — 1 • • • 'nn — 1 У 'пп — 1 У • V / 

Рассмотрим два возможных случая. 
С Л У Ч А Й 1. га = 2. Тогда У = {у (1 ) , у ( 2 ) } , у (1) = (2,2) , г/2) = (3,1) , 

а бинарное отношение >-2i принимает вид 

У ^21 У ' ^ [у,у ']+ > [у, У1]0-

Поэтому 
у(1) У21 У(2) У21 У(1). 

С Л У Ч А Й 2. га ^ 3. Покажем, что 

У(п) Упп-i У(1\ У(/) Упп-i y(s+1\ s £ Nn_x. 

Так как у^> = 1 < га = у^> и для любого индекса k £ iVn_! верны 
соотношения 

. . ( » ) - „ I I . 1 ^ „ _ ..С1) 

ТО 
[ ^ ) , y ( i ) ]+ = га_ 1, [у("),у(1)]- = 1, [y("\yV]0 = 0. 

Отсюда видно, что 
У(п) Упп-i У(1)- (12) 

Из соотношений 

(1) ^ о 1 (2) 
у\ ' = га < 2га — 1 = у\ ', 

г/W = га > га-1 = г/^2), /г = 2, 3 , . . . , га, 

следует, что 

[i,(1),»(2)]+ = n - i , [yw,» ( 2 )]- = i, b(1),y(2)]° = o. 

Поэтому 
У(1) ^ „„ -1 У(2)- (13) 

Далее пусть s £ {2, 3 , . . . , га — 1}. Тогда в соответствии с определе­
нием векторов у^ и y(s+1) будем иметь 

уМ = 2га - s + к > 2га - (s + 1) + к = y[s+l\ к £ Ns_u 

у^ = n - s + l<2n-s + l = y(
s
s+1\ 

y[s) = ra-s+l>ra-(s + l ) + l = y[s+1\ к = s + 1, s + 2 . . . , ra. 
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Следовательно, 

[yU,y(' + V]+ = n - l , [ y ( ' W ' + 1>]- = l , [у('\У(' + 1)]° = 0, 

т . е. 
У(/) Упп-i y(s+1\ s = 2,3,...,n-l. 

Следовательно, с учетом (12) и (13) верна цепочка (11). 
Пример 3 свидетельствует о том, что известный парадокс голосо­

вания Борда — Кондорсе [9, 10], состоящий в нетранзитивности пред­
почтения, устанавливаемого с помощью мажоритарного принципа, т. е. 
механизма голосования по принципу большинства, распространяется на 
любое бинарное отношение У^, где (i,j) £ Nn x Nn_i. Тем самым всякое 
такое бинарное отношение не является транзитивным на R n , n ^ 2. 

Учитывая свойства 8 и 10, а также пример 3, получаем следующее 
утверждение. 

Т е о р е м а 4. Бинарное отношение У^ транзитивно тогда и только 
тогда, когда i £ Nn и j = п. 

Непосредственно из свойства 11 и примера 3 следует 

Т е о р е м а 5. Бинарное отношение У^ ациклично тогда и только тог­
да, когда i £ Nn и j = п. 

Как обычно (см., например, [5]), множество Eij(Y) назовем внешне 
устойчивым, если для каждого у £ Y\Eij(Y) существует такое решение 
у' £ Eij(Y), что у y{j у'. 

Используя свойство 7, нетрудно убедиться в справедливости следу­
ющего утверждения. 

Т е о р е м а 6. Пусть 1 ^ i < k ^ п. Если множество Ein(Y) внешне 
устойчиво, то внешне устойчивым является и множество Ekn(Y). 

Частным случаем теоремы 6 (при г = 1 и к = п) является следу­
ющий известный результат (см. теорему 1, с. 35 в [5]): из внешней 
устойчивости множества эффективных решений P(Y) следует внешняя 
устойчивость множества слабо эффективных решений S(Y). 

В заключение заметим, что в [7] имеется исследование бинарных от­
ношений в критериальном пространстве в связи с задачей синтеза опе­
раторов, агрегирующих индивидуальные отношения в групповое (кол­
лективное) отношение. 
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