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Для несовместных систем линейных алгебраических уравнений 
и аналогичных систем с дополнительным условием неотрицательнос­
ти переменных рассматриваются задачи коррекции всех коэффициен­
тов их матриц и расширенных матриц, а также задачи регуляризации 
решений скорректированных систем. Получены необходимые и доста­
точные условия разрешимости данных задач и достаточные условия 
единственности решения скорректированных систем, а сами задачи 
коррекции сведены к задачам n-мерной безусловной или условной ми­
нимизации. Для случая, когда несовместная линейная система задает 
пустую допустимую область некоторой задачи линейного программи­
рования, получены достаточные условия существования одноранговых 
матриц коррекции, гарантирующих непустоту и ограниченность скор­
ректированной допустимой области, и, как следствие, существование 
решения соответствующей задачи линейного программирования. 

Введение 

Пусть 
А х = Ь (1) 

— несовместная система линейных алгебраических уравнений, 

А х = Ь, х ^ О (2) 

— несовместная система линейных алгебраических уравнений и нера­
венств, формально задающая, например, допустимую область некоторой 
несобственной задачи линейного программирования, система ограниче­
ний которой противоречива, где А £ Ж т х п , х £ Жп и b £ Ж т . Подобные 
несовместные линейные системы, которые мы будем называть также 
несовместными линейными моделями, могут возникать во многих при­
кладных задачах, например при обработке «зашумленных» эксперимен­
тальных данных, при построении физической или экономической модели 
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в условиях неполной и противоречивой информации, при экономическом 
планировании в условиях дефицита ресурсов и т. д. 

Как правило, в исследовании несовместных моделей используются 
два подхода: коррекция, при которой исходной модели ставится в соот­
ветствие некоторая новая модель, близкая в каком-либо смысле по своим 
параметрам к исходной, но совместная, и регуляризация, при которой 
несовместность исходной модели считается следствием неточности зада­
ния ее параметров, а «решение» соответствующей системы отбирается 
по определенным правилам из решений совместных систем, сопостави­
мых по точности задания параметров с исходной системой. Следует, 
правда, указать построение комитетных решений [8, 11] в качестве еще 
одного достаточно распространенного метода исследования несовмест­
ных линейных моделей. 

В настоящей статье метод комитетов не рассматривается. Мы пред­
примем попытку объединить первые два подхода. При этом в качестве 
основной будем рассматривать проблему оптимальной матричной (мно­
гопараметрической) коррекции несовместных линейных моделей (1), (2) 
в постановке из [4, 8]. К задачам же регуляризации решений скорректи­
рованных систем, постановки которых близки к постановкам проблем, 
рассмотренным в монографии [13] (в том смысле, что с некоторыми до­
пущениями их можно рассматривать как задачи на нахождение нор­
мальных решений скорректированных систем), будем обращаться при 
неразрешимости соответствующих задач оптимальной матричной кор­
рекции, при неединственности решения соответствующих скорректиро­
ванных систем или тогда, когда нас не удовлетворяют свойства решений 
скорректированных систем. 

Обобщая подходы из [4-6, 8, 9] для коррекции систем (1), (2), а также 
результаты работ [1-3], относящиеся к задачам коррекции близких к (1), 
(2) несовместных линейных моделей вида 

А х ^ b или А х = Ь, х G X, (3) 
A l X ^ Ь ь А 2 х = Ь 2 , х G X, (4) 

где X = {х | А 0 х ^ Ь0} ф 0 или X = {х ^ 0 | А 0 х ^ Ь0} ф 0 , А 0 G 
Ж т ° х п , A i G M m i X n , A 2 G Ж т 2 Х п , b 0 G Ж т ° , b : G Ж™1, b 2 G Ж™2, мы будем 
рассматривать совокупность задач: 

Ф(Н) -> inf Ф(Н) (5) 
ЯГ(А,Ь,Н)#0 

Ф([Н I - h i ) -+ inf Ф([Н I - h i ) , (6) 

Ф(Н) -> inf Ф(Н) , (7) 

Ф([Н I - h i ) -+ inf Ф([Н I - h i ) , (8) 
3c + (A,b ,H,h)#0 
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г д е Н Gffim x n , h Gffim, J T ( A , b , H ) = {x | (A + H ) x = b } , J T + ( A , b , H ) = 
{x ^ 0 | (A + H ) x = b } , X ( A , b , H , h ) = {x | (A + H ) x = b + h } , 
X + ( A , b , H , h ) = {x ^ 0 | (A + H ) x = b + h } , Ф(-) = ||-|| — некото­
рая в общем случае не мультипликативная (а аддитивная или обобщен­
ная) матричная норма, т. е. функция, определенная для произвольной 
вещественной матрицы размера m X га, но удовлетворяющая основным 
аксиомам векторных норм. 

З А М Е Ч А Н И Е . При анализе задач (5)-(8) соответствующие множест­
ва решений скорректированных систем считаются непустыми тогда 
и только тогда, когда они содержат хотя бы один вектор, в котором 
абсолютные значения компонент конечны. 

Аксиомы векторных и матричных норм хорошо известны (см., на­
пример, [14]). Однако мы приведем их в качестве фундаментальных 
соотношений, на которых будут основаны многие выкладки настоящей 
статьи. 

Итак, функция у (х ) является векторной нормой, а функция Ф(х) — 
аддитивной (обобщенной) матричной нормой, если для любых х , у £ 1 " 
и А , В G Ж т х п выполняются следующие условия: 

<р(х) ^ О, Ф(А) ;> 0, (9а) 
(р(-х.) = О О х = О, Ф(А) = О О А = О, (9Ъ) 

(р(с • х) = \с\ • ¥>(х), Ф(с • А) = \с\ • Ф(А) при любом с G Ж, (10) 
¥>(х + у) ^ ^ ( х ) + <р(у), Ф(А + В) ^ Ф(А) + Ф(В). (11) 

Заметим, что выполнение четвертой аксиомы для функции Ф(А), 
превращающей ее в классическую (мультипликативную) матричную 
норму, также возможно, но для последующих рассуждений не обяза­
тельно. 

Следующее полезное для дальнейших выкладок свойство функции 
</j(x) вытекает из аксиом (10) и (11) [14]: 

|</j(x) — ¥>(У)1 ^ ¥ ' ( х — У) П Р И любых х , у G Жп. (12) 

Выбор функций Ф(Н) и Ф([Н | — h]) (т. е. некоторых аддитивных 
матричных норм) в качестве показателей качества коррекции несовмест­
ных линейных моделей вида (1), (2) (а также (3), (4)) позволяет сде­
лать измеримым (вычислимым) интуитивное представление о «малос­
ти» изменения исходных данных, делающего соответствующие модели 
совместными. 

При этом конкретный вид функций Ф(-) может быть весьма разно­
образным, что демонстрируют, в частности, работы [1-6, 8, 9], в кото­
рых в роли показателей качества коррекции были использованы функции 
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Z) l^ j l> ( E l ^ ' j l ) > m a x l ^ ' , i l 5 Y.aifb\hi,i\ и m a x a ^ j |/гг-^| (где 

hij — элемент матрицы Н или соответственно [Н | — h], аг,/3^ > 0 при 
любых i,j). 

Теперь обсудим специфическую трудность задач матричной (много-
параметрической) коррекции несовместных линейных систем, замечен­
ную еще в работах [2, 3]. Дело в том, что условная минимизация функ­
ций Ф(Н) и Ф([Н | — h]) при коррекции моделей (3), (4) является зада­
чей, билинейной относительно переменных hij и Xj, где г £ {1, 2 , . . . , то}, 
j £ { 1 , 2 , . . . , га} или j £ {1, 2 , . . . , га + 1}. Аналогичная ситуация воз­
никает при коррекции моделей (1), (2) в задачах (5-8), что делает ука­
занные выше задачи в их исходной постановке сложными для анализа 
и построения соответствующих вычислительных алгоритмов. 

В ранних работах, например [1, 2], для преодоления указанной труд­
ности постановки задач коррекции систем (3), (4) огрублялись наложе­
нием дополнительных ограничений на матрицы Н , [Н | — h] либо исполь­
зованием матриц Н и [Н | — h] специального вида. После этого билиней­
ность задачи коррекции снималась, а использование полиэдральных 
норм, в частности таких, как X^l^sjl и л и гдах|/гг^|, позволяло исход-

ij ' i.i 
ную задачу свести к задаче (конечной совокупности задач) линейного 
программирования. 

Позже в работе [3], в которой исследовались задачи матричной кор­
рекции систем вида (4) и теоретически рассматривался класс показате­
лей качества коррекции даже более широкий, чем аддитивные матрич­
ные нормы, для систем вида (4) с условием неотрицательности пере­
менных было, в частности, показано, что использование чебышевской 
и октаэдрической матричных норм и одноранговых матриц коррекции 
позволяет избавиться от билинейности и свести проблему одновремен­
ной коррекции коэффициентов матриц A l 7 A 2 и векторов b l 7 b 2 к конечной 
совокупности задач линейного программирования. 

Аналогичными оказались и полученные в работе [6] результаты ре­
шения задач (5), (7), (8) с показателем качества коррекции в виде че­
бышевской матричной нормы. В качестве примера приведем наиболее 
детально обоснованные в [6] свойства решения задачи (7): 

• использование чебышевской матричной нормы позволяет снять би­
линейность и свести исходную задачу к задаче минимизации функцио­
нала вида Т(х) = "iixii ' г д е II'IIIй || * ||оо — векторные нормы Гёльдера 
с показателями 1 и оо; 

• при разрешимости задачи (7) существует одноранговая матрица 
Н*, принадлежащая множеству решений задачи. 
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Исследование задач (5)-(8) с другим показателем качества коррек­
ции — евклидовой матричной нормой [4, 5, 8, 9] — показало, что особые 
свойства евклидовой матричной нормы, такие как дифференцируемость, 
согласованность с евклидовой векторной нормой, а также совпадение ев­
клидовой и спектральной норм в классе одноранговых матриц, позво­
ляют решить задачи (5)-(8) аналитически, т. е. удается «аналитически» 
указать необходимые и достаточные условия разрешимости данных за­
дач, а также вид матриц коррекции и вид решений соответствующих 
скорректированных систем. При этом выяснилось, что 

• использование евклидовой матричной нормы позволяет снять би­
линейность и свести задачи (5)-(8) к задачам минимизации функционала 
вида 0 ( z ) = z J3", где в зависимости от задачи вектор z £ Жп и D £ Ж п х п 

или z £ Ж(п+1^и D £ M ( " + 1 ) X ( " + 1 ) 5 D — симметричная матрица; 
• матрицы Н* и [Н* | — h*], являющиеся решениями задач (5)-(8), 

одноранговые; 
• множества решений соответствующих скорректированных систем 

J T ( A , b , H * ) , J T + ( A , b , H * ) , X ( A , b , H * , h * ) и Х+(А, b , H*, h*) содержат 
единственный элемент. 

Учитывая все изложенное выше, зададимся вопросом: можно ли так 
обобщить имеющиеся результаты, чтобы многие из использовавшихся 
показателей качества матричной коррекции объединились в некоторый 
общий класс, для которого, в свою очередь, можно было бы доказать 
возможность снятия билинейности задач (5)-(8) и существование од­
норанговых матриц оптимальной коррекции, а также сформулировать 
достаточные условия единственности решения соответствующих скор­
ректированных систем? 

Ниже мы покажем, что положительный ответ на поставленный воп­
рос имеется и заключается в том, что в качестве искомого критерия 
можно использовать нормы из класса аддитивных (обобщенных) ма­
тричных норм — так называемые нормы || • Ц^^ [14], определяемые для 
произвольной вещественной матрицы А размера m x n как 

м м V(Ax) . . 
A L j = m a x — - — , (13) 

х#0 <^(х) 

где х £ Жп, tp(-) и ф(-) — произвольные векторные нормы г\ т. е. произ­
вольные функции, удовлетворяющие условиям (9а)-(11). 

Отметим, что функцию || • Ц^^ можно рассматривать как опреде­
ленное расширение понятия подчиненной (индуцированной) матричной 

^ В дальнейшем без специальных оговорок обозначения <£>(•), ф(-) и им по­
добные будем использовать для произвольных векторных норм, а для норм 
Гёльдера с показателем р используем обозначение || • ||р. 
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нормы [14], которая задается некоторой векторной нормой у (х ) и опре­
деляется для вещественной квадратной матрицы А как 

иди _ У ( А х ) 
х#0 (^(х) 

При этом в силу (13) выполняется весьма полезное соотношение, анало­
гичное свойству согласованности матричной и векторной норм: 

-(/'(Ах) ^ || А | | ^ • </?(х) при любых A G Ж т х п и х £ 1 " . 

Заметим, что норма || • Ц^^ может быть также мультипликативной, но 
это не является ее общим свойством и в настоящей статье не исполь­
зуется. 

Имея только определение (13), уже можно привести некоторые при­
меры конструирования возможных показателей качества матричной кор­
рекции. 

П Р И М Е Р 1. Пусть ср(-) = || • ||2 и ф(-) = || • ||2. Тогда ЦАЦ^^ = 
||А||2)2 = max и ^ — спектральная норма матрицы А [14]. Заметим, 

что если матрица А — одноранговая, то (см., например, [10]) ||А||2)2 — 
ее спектральная и одновременно евклидова норма. 

П Р И М Е Р 2. Пусть </?(•) = || • \\i и ф(-) = || • Ц^. Тогда (см., например, 
[10]) ЦАЦ^^ = ||А||1)00 = т а х | а ^ | . 

П Р И М Е Р 3. Пусть ср(-) = \\ • Ц^, ф(-) = || • \\г и rank A = 1. Тогда 
(как будет показано в следующем разделе) ЦАЦ^^ = ЦАЦоод = Y1 \dij\-

Обратим также внимание на определенную аналогию между соотно­
шением (13) и формулой 

I т I 
^*(y) = maxlZ_^l (14) 

(где х , у £ 1 " — произвольные векторы, ф(-) — векторная норма), явля­
ющейся (см., например, [14]) определением векторной нормы, двойствен­
ной норме ф(-) относительно скалярного произведения. 

Гибкость выбора векторных норм </?(•) и ф(-), которые не обязательно 
должны быть нормами Гёльдера, обеспечивает богатые возможности 
критерия (13) для конструирования возможных частных показателей ка­
чества матричной коррекции задач (5)-(8). При этом уместно вспомнить 
следующие три основополагающие теоремы [14], позволяющие констру­
ировать новые векторные нормы из уже известных. 

Т е о р е м а I. Если / ( • ) — квазинорма на пространстве R" (т. е. не­
прерывная функция, удовлетворяющая аксиомам (9а)-(10)), то функ­
ция /* ( • ) , построенная как двойственная функции / ( • ) с использованием 
определения (14), является векторной нормой. 

file:///dij/-
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Т е о р е м а I I . Если гаДх),..., гап(х) и С(х) — векторные нормы на R", 

то х C ( [ J 7 I ( X ) , . . . , J 7 „ ( X ) ] также векторная норма на Жп. 

— векторная норма н а ! " и Т £ Ж п х п Т е о р е м а III. Если С(х) 
невырожденная матрица, то #(х) = £(Т-х) также векторная норма наЖп . 

В качестве примера использования указанных теорем приведем след­
ствие, получаемое из теоремы III и определения (13), которое показы­
вает, как можно свести «взвешенную» норму || • Ц^^ к некоторой другой, 
«не взвешенной» норме || • Ц^',^'-

Следствие . Пусть А £ Ж^ 

OLi 

ar. 

некоторая матрица, 

• / V 

.(in. 
такие векторы, что аг- > 0 (1 ^ г ^ гаг), (3j > 0 (1 ^ j ^ га), / ( А ) 
|diag(a) • А • diag(b) \ip,*p- Тогда / ( А ) \п,в, где га векторная 

норма на R", 9 — векторная норма на Ж™ такие, что га(х) = </j(diag (b) • 
х) при любом х £ Жп и 0(у) = ?/>(diag(a) • у) при любом у £ Ж™. 

Несложно заметить, что с помощью данного следствия можно полу­
чить «взвешенные» варианты приведенных выше примеров 1-3, иллю­
стрирующие возможность представления показателей качества коррек­
ции вида ( ^2 a?(3jh?j ) , m a x a , / ^ \h{j\ и ^2atf3j \h{j\ в виде некоторых 
норм || • H ^ . 

1. Оптимальная матричная коррекция 
несовместной с и с т е м ы линейных 

алгебраических уравнений 

1.1. Коррекция м а т р и ц ы коэффициентов несовместной сис­
т е м ы линейных алгебраических уравнений вида (1) по крите­
рию м и н и м у м а нормы || • Ц^^ 

Главная тема настоящего раздела — исследование задачи (5). Тем 
не менее сначала необходимо рассмотреть несколько вспомогательных 
результатов. 

Пусть z £ Жп — некоторый вектор. Покажем, что условие z ф О 
является достаточным для того, чтобы уравнение (А + H)z = b , в ко­
тором неизвестным является матрица Н , имело решение в классе одно­
ранговых матриц. Другими словами, покажем, что справедлива 
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Л е м м а 1.1.1. Для любого z £ Жп, z ф 0, существует матрица 

H(z , у) = ( Ь ~ ^ ) У такая, что . Г (A, b , H(z , у)) ^ 0 , (15) 
У z 

где у £ Жп такой вектор, что z T y 7̂  0. При этом rank H ( z , y ) = 1, 
z £ J T ( A , b , H ( z , y ) ) . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Заметим, что для любого z £ Жп, z ф 0, сущест­
вует вектор у £ Жп такой, что y T z ф 0. Следовательно, существует 
H ( z , y ) = - ~ T

z'y . Несложно убедиться, что (А + H ( z , y ) ) z = b О z £ 
JT(A, b, H ( z , y ) ) . Истинность утверждения rank H ( z , y ) = 1 очевидна. 
Таким образом, лемма 1.1.1 доказана. 

З А М Е Ч А Н И Е . И З приведенных выкладок следует, что при фиксиро­
ванном векторе z матрица H ( z , y ) определяется с точностью до некото­
рого вектора у ф 0. При этом из (15) следует, что при любом а ф О 

H ( z , y ) = H ( z , a - y ) . (16) 
Л е м м а 1.1.2. Пусть Н — произвольная матрица, корректирующая 

несовместную систему (1). Тогда нулевой вектор не принадлежит соот­
ветствующему множеству решений скорректированной системы. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим противное, а именно пусть су­
ществует такая матрица Н , что J T ( A , b , H ) ф 0 и 0 £ J T ( A , b , H ) . 
Тогда (А + Н ) • 0 = b =Ф- b = 0. Следовательно, система (1) совместна, 
так как имеет тривиальное решение (противоречие). Таким образом, 
лемма 1.1.2 доказана. 

Продолжим исследование одноранговых матриц коррекции и полу­
чим полезную для последующих выкладок формулу для вычисления нор­
мы || • Ц^^ такой матрицы. 

Л е м м а 1.1.3. Пусть а £ Ж™ и b £ Жп — некоторые векторы. Тогда 
||abT||(/,)Vi = ф(а) • <р*(Ъ), где в соответствии с (14) <^*(Ь) = max l ,*j — 

векторная норма, двойственная норме </?(•) относительно скалярного про­
изведения. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . И З (10), (13) и (14) следует, что ||abT||(/3jVi = 
max ^ , , = ф(а.) • max [ , , = ф(а.) • ц>*(Ъ). х#о ^(х) гу ' х#о ^(х) гу ' т v ; 

Лемма 1.1.3 позволяет, в частности, подвести обоснование под при­
веденный во введении пример 3. Действительно, пусть </?(•) = || • Ц^. 
Заметим (см., например, [10]), что в этом случае ¥>*(•) = || • ||i- Пусть 
-;/)(•) = || • \\1Ф Тогда в силу леммы 1.1.3 

m n m n 

||abT||(/3jVi = | | ab T | | 0 0 j l = ||a||i • | |b| |i = ^ \a{\ • ̂  \bj\ = ^ ^ KA'I 
i = 1 j = 1 i = 1 j = 1 

при любых а £ Ж™ и b £ Жп. 
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С учетом леммы 1.1.3 можно обратиться к исследованию задачи 
| | H ( z , y ) | | ^ -^ in f | | H ( z , y ) | | ^ . 

У 

Л е м м а 1.1.4. inf ||H(z,y)||( /,)Vi = ^ ~<ъ\ и достигается при любом 

z ф 0. При этом существует матрица H ( z , y ) = (b — A z ) y T такая, что 
| | H ( z , y ) | U = ^ ^ , rank H ( z , y ) = 1 и % ( A , b , H ( z , y ) ) ф 0 , где 

у E l " — вектор, двойственный вектору z по отношению к норме </?(•) 
[14], т. е. вектор, удовлетворяющий условию 

v/(y)-¥>(z) = y T z = l . (17) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть z ф 0 — некоторый вектор. В силу лем­
мы 1.1.1 существует матрица H ( z , y ) такая, что JT(A, b , H ( z , y ) ) ф 0 
и rank H ( z , y ) = 1. В силу леммы 1.1.3 имеем 

N H l W i l l _ ^ ( b - A z ) - y * ( y ) 

Но тогда 
, Т I I T , 
1У z| |У z| | |H(z, у ) | | ^ -+ inf | |H(z, у ) | | ^ О — — - -+ sup - — - . (19) 

У*0 ¥> (У) у#о ¥> (У) 
Сопоставляя правую часть отношения (19) с формулой (14), неслож­

но убедиться, что верхняя грань в правой части отношения (19) дости­
гается, поскольку 

I Т I I Т I 
у z у z SUP ~^Г~\ = т . 2£ ~^Г~\ = ^ ( z ) ' 

У7£о (р*(у) У#О v?*(y) 
где <*p**(z) — норма вектора z, двойственная норме ^ Ч 2 ) относи­
тельно скалярного произведения. Но, как известно (см., например, [10]), 
<p**(z) = <p(z), откуда 

th(b — Az) 
inf | | H ( z , y ) | | ^ = m m | | H ( z , y ) | U = П '. (20) 
y#o y^o ¥4ZJ 

Но что это за вектор у , на котором достигается sup [ ,, J? Сопостав-
yjtO V (У> 

ляя формулы (17), (18) и (20), получаем, что им является у , т. е. век­
тор, двойственный вектору z по отношению к норме <-р{-). Заметим (см., 
например, [14]), что для произвольного ненулевого вектора z и произ­
вольной нормы </?(•) вектор у всегда существует, хотя может быть не 
единственным. Кроме того, в силу (17) имеем у = ( y T z ) _ 1 • у . По­
этому искомая матрица H(z , у ) действительно может быть представлена 
в виде (b — A z ) y T . 
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З А М Е Ч А Н И Е . Леммы 1.1.1 и 1.1.4 могут представлять интерес не 
только в контексте исследования задачи (5). Они (или техника их до­
казательств) могут быть использованы для обобщения рассмотренной 
А. Н. Тихоновым [12] задачи нахождения решения с минимальной ев­
клидовой нормой системы уравнений Az = и (где z £ Жп, и £ Ж т ) от­
носительно неизвестной матрицы А £ ж т х п на случай использования 
нормы || • Н ^ , порождаемой произвольными векторными нормами </?(•) 
и ф(-). Соответствующее утверждение можно сформулировать в следу­
ющем виде. 

Л е м м а 1.1.5. Пусть z £ Жп и и £ Ж™ — произвольные векторы, 
z / 0 . Тогда система уравнений Az = и относительно А разрешима [12]; 
при этом существует решение А из класса одноранговых матриц размера 
m X п, минимальное по норме || • Ц^^ (где ср(-),ф(-) — произвольные 
векторные нормы), которое дается формулой 

А = и у т , 

где у £ Жп — вектор, двойственный вектору z относительно нормы (р(-). 
При этом 

= Ф(и) 
р,ф <f(z) ' 

Обратимся теперь к обоснованию основных результатов данного раз­
дела, которыми являются необходимые и достаточные условия дости­
жимости inf | |Н| | , и достаточные условия единственности ре-

ЯГ(А,Ь,Н)#0 " " ^ 
шения линейной системы с оптимально скорректированной (в смысле 
минимума нормы || • Ц^^) матрицей коэффициентов. 

Т е о р е м а 1.1.1. inf IIHII , = inf Ф(х), где Ф(х) = ^ ( ь " А х ) , 

причем достижимость inf Ф(х) является необходимым и достаточным 
х 

условием достижимости inf IIHII ,. 
ЯГ(А,Ь,Н)#0 " " ^ 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 1. Достаточность (доказательство проведем 
«от противного»). Пусть inf Ф(х) достигается, т. е. существует такой 

х 

вектор z, что <-p(z) < +оо и при любом х ф z справедливо неравен­
ство Ф(х) ^ Ф(я). Заметим, что свойство несовместности системы (1) 
и аксиома (9Ь) в сочетании со сделанным предположением позволяют за­
ключить, что z / 0 . Тогда в силу леммы 1.1.4 существует одноранговая 
матрица H(z , у ) такая, что | |H(z, у ) | | ^ = $ ( z ) , JT(A, b , H ( z , y ) ) ф 0 . 
Предположим, что существует такая матрица Н , что J T ( A , b , H ) ф 0 
и ЦНЦ^^ < Ф(г). Заметим, что если х £ J T ( A , b , H ) , то Н х = b — А х . 
Кроме того, поскольку 0 ^ J T ( A , b , H ) , в силу леммы 1.1.2 функция 
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Сх̂  определена для любого х G J T ( A , b , H ) , причем /х^ = Ф(х). Но 

по определению нормы || • Ц^^ для любого х ф 0 имеем ,*) ^ ЦНЦ^^. 

Поэтому существует вектор х £ JT(A, b , Н) такой, что Ф(х) ^ ЦНЦ^^ < 
Ф(г) (противоречие). 

2. Необходимость (доказательство проведем «от противного»). 
Пусть inf^ ЦНЦ^^ достигается, причем inf^ ЦНЦ^^ = 7- За-

,ЭГ(А,Ь,Н)^0 ' ЛГ(А,Ь,Н)^0 
метим, что в силу несовместности системы (1), аксиомы (9Ь) и опреде­
ления (13) следует, что 7 > 0. Кроме того, в силу постановки зада­
чи (5), а также леммы 1.1.2 существуют матрица Н и вектор х такие, что 
(А + Н ) х = Ь, ЦНЦ^^ = 7, х / О, ^ (х ) < +оо. Сначала покажем, что 
Ф(х) = 7- Действительно, как уже было показано выше, Ф(х) ^ ЦНЦ^^. 
Поэтому Ф(х) ^ 7- Теперь предположим, что Ф(х) < 7- В этом случае 
в силу леммы 1.1.4 существует такая одноранговая матрица Н ( х , у) , что 
| |Н(х, у)!!^^ = Ф(х) и JT(A, b , Н ( Х , у)) ф 0 . Это противоречит предпо­
ложению о том, что inf^ ЦНЦ^^ = 7- Таким образом, Ф(х) = 7-

,ЭГ(А,Ь,Н)^0 
Пусть inf Ф(х) = S. В силу приведенных выше рассуждений должно 

х 
выполняться условие S ^ 7- Кроме того, в силу определения функции 
Ф(х) имеем S ^ 0. Предположим, что inf Ф(х) не достигается, т. е. не 

X 

существует вектор z такой, что <~p{z) < + оо, Ф(г) = S и Ф(г) ^ Ф(х) 
для каждого х, х ф z. Очевидно, что в этом случае 0 ^ S < 7-
Кроме того, должен существовать такой вектор х ^ с бесконечной нор­
мой, что Ф(хоо) = S. Пусть х — единичный (в норме ¥>(•)) вектор, 
совпадающий по направлению с вектором х т с . Тогда х ^ = lim t • х 

t ^ + oo 
и Ф(хоо) = lim Ф(/ • х) = ё. Введем в рассмотрение некоторые вспомо-

t ^ + oo 
гательные величины. Пусть г ^ 0, х(х , г) = - • х, 7 — <*> = £ > 0. Пусть 
функция / ( г ) определена следующим образом: 

Г lim Ф (х(х, А)) - 7 + | = - 1 при т = О, 
Д г ) = < х^° _ 

{ Ф (х(х, г)) - 7 + | = ф(т • Ъ - А х ) - 7 + 1 П Р И т > 0. 

Заметим, что в силу определения и свойства непрерывности вектор­
ной нормы функция / ( г ) непрерывна при г ^ 0. Кроме того, в силу 
свойства (12) имеем / ( г ) ^ т • ф(Ъ) — ф(Ах) — 7 + | при г > 0. Из по­
следнего соотношения и условия b ф 0 (вытекающего из несовместности 
системы (1)) следует, что / ( f ) > 0 при любом f таком, что *(1?—- < 

f < +оо. Пусть f > max{0, *(Ъ?—-}. Тогда получаем, что на кон­
цах отрезка [0, f] непрерывная функция / ( г ) принимает значения разных 
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знаков. Следовательно, в силу классической теоремы о достаточных 
условиях существования корня непрерывной функции имеются такие т* 
и х*, что т* е [0, г], / ( г* ) = 0, х* = х (х , г* ) , 0 < <р(х*) < +оо и Ф(х*) = 
7 ~ | < 7- Поэтому в силу леммы 1.1.4 существует одноранговая матрица 
Н ( х * , у ) такая, что JT(A, b , Н(х*, у ) ) ф 0 и | |Н(х*, у ) | | ^ = Ф(х*) < 7, 
что противоречит предположению inf IIHILW, = 7- Таким обра-

,ЭГ(А,Ь,Н)^0 
зом, показано, что inf Ф(х) = inf IIHIL,/, и этот инфинум дости-

х v ' ЯГ(А,Ь,Н)#0 " UV'V 

гается. 
З А М Е Ч А Н И Е . Отметим, что в ходе доказательства теоремы пока­

зано, что если inf IIHIL w, достигается, то существует одноранго-
ЯГ(А,Ь,Н)^0 

вая матрица Н ( х , у) такая, что Н(х , у) = (b — A x ) y T G Arginf ЦНЦ^^, 
,ЭГ(А,Ь,Н)^0 

где х G Arginf Ф(х) и у — вектор, двойственный вектору х относительно 
х 

нормы ¥>(•). При этом х G J3T(A,b,H(x, у)) . 

С л е д с т в и е 1.1.1. Если несовместная система вида (1) такова, что 
rank А < га, то inf IIHIL ^ = 0 и не достигается. 

ЗС(А,Ъ,Н)=£0 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Сначала покажем, что из условия rank A < га 
не может следовать неравенство inf IIHILW, > 0. Предположим 

,ЭГ(А,Ь,Н)^0 
противное, а именно пусть rank А < га, но inf IIHIL,/, = 7 > 0. 

ЯГ(А,Ь,Н)#0 " UV'V 

Тогда в силу теоремы 1.1.1 inf Ф(х) = 7 > 0. Пусть х G Arginf Ф(х). 
Х X 

Заметим, что в этом случае 0 < <^(х) < + оо. В то же время из усло­
вия rank А < га следует, что система А • А х = 0 имеет нетривиальные 
решения. Пусть А х — такое решение, а именно пусть А • А х = О, 
0 < уэ(Дх) < +оо. Теперь заметим, что при любом / > 0 справедливо 
неравенство Ф(х — / -Ах) < ,. А ~л

 XL.. . Но тогда Urn Ф(х — / -Ах) = 0 = 
F V ; ^ | t^ (Ax)-^(x) | •"• t ^ + 0 0 V ) 

inf Ф(х) = inf IIHIL,/, < 7 (противоречие). Таким образом, если 
х v ' ЯГ(А,Ь,Н)#0 " UV'V r J 

rank A < га, то inf | | H | L ^ = 0. Но, как было показано при до-
,ЭГ(А,Ь,Н)^0 

казательстве теоремы 1.1.1, условие inf l|H|Lw, = 0 несовместно 
ЯГ(А,Ь,Н)#0 

с утверждением, что inf | | H | L ^ достигается. Это и завершает 
,ЭГ(А,Ь,Н)^0 

доказательство. 
Т е о р е м а 1.1.2. Если inf l|H|Lw, > 0 и матрица Н такова, 

ЯГ(А,Ь,Н)#0 

что J T ( A , b , H ) ф 0 и rank H = 1, то множество J T ( A , b , H ) состоит 
только из одного элемента. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть inf ||H|Lw, = 7 > 0. Пусть Н 
ЯГ(А,Ь,Н)^0 
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и х такие матрица и вектор, что J T ( A , b , H ) ф 0 , rank Н = 1 и х £ 

J T ( A , b , H ) . В силу сделанных предположений имеем 

Н х = b - А х . (21) 

Кроме того, в силу принятого в настоящей работе соглашения о пустоте 
(непустоте) множеств JT, X, &+, Х+ можно допустить, что у (х) < 
+ оо. Предположим, что вектор х + Ах , где А х / O i ^ ( A x ) < +оо, 
также принадлежит JT(A, b , H) . Из этого предположения и условия (21) 
вытекает, что 

(А + Н ) А х = 0. (22) 

Но из условия (21) с учетом условия rank H = 1 следует, что 

Н А х = А • (Ь - А х ) , (23) 

где А £ Ж — некоторое число. С учетом (23) соотношение (22) может 
быть переписано в виде 

А - ( А х - А - х ) = - А - Ь . (24) 

Предположим, что А ф 0. Тогда из системы (23) получаем, что вектор 
х — А - 1 • А х является решением системы (1), что невозможно в силу 
ее несовместности. Таким образом, А = 0, в силу чего система (23) 
принимает вид 

Н Д х = 0, (25) 

а система (24) принимает вид 

А Д х = 0. (26) 

Но из соотношений (25), (26) следует, что вектор х ± д - А х принадлежит 
множеству J T ( A , b , H ) при произвольном ц ^ 0. Для дальнейших вы­
кладок удобно рассматривать вектор х—д-Ах и функционал Ф(х—д-Ах), 
определенный в теореме 1.1.1. В силу условий (25), (26) и свойств (10), 
(12) имеем 

ф(Ь- А х ) ф(Ь - А х ) ф(Ь - А х ) 
Ф(х - д • Дх ) = —h^ -?— <: / \ ; ^—7 ^ </j(x — ц • Ах) ^ ^ ( х ) — </?(// • А х ) | ^ ||//| • yj(Ax) — <^(х) 

Отсюда с использованием теоремы 1.1.1 получаем 

lim Ф ( х - я • Д х ) = 0 = inf ||H|Lw, 
д ^ + сю ЯГ(А,Ь,Н)^0 

(противоречие). 
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С л е д с т в и е 1.1.2. Если inf IIHILW, достигается и матрица 
,ЭГ(А,Ь,Н)^0 

Н такова, что J T ( A , b , H ) ф 0 и rank Н = 1, то множество J T ( A , b , H ) 
состоит только из одного элемента. 

1.2. Коррекция расширенной м а т р и ц ы коэффициентов не­
совместной с и с т е м ы линейных алгебраических уравнений вида 
(1) по к р и т е р и ю м и н и м у м а нормы || • Ц̂  ̂  

По аналогии с предыдущим разделом сначала рассмотрим следую­
щую задачу. Найти Н £ м т х п и h £ Ж т такие, что 

(A + H)z = b + h. (27) 

Тождество (27) можно переписать в виде 

([А | -Ь] + [Н | -h]) О 

или 
( [ А | - Ь ] + [ Н | - h ] ) x = 0, 

где х £ Жп+1 , хп+1 ф 0. 
Введем новые обозначения. Пусть V = [А | —Ь] и W = [Н | — h], 

что позволяет перейти к рассмотрению системы 

W x = - V x , xn+1 ф 0. (28) 

Допустим, что матрица V и вектор х фиксированы, а систему (28) не­
обходимо разрешить относительно матрицы W . В этом случае справед­
ливо следующее утверждение, аналогичное лемме 1.1.1. 

Л е м м а 1.2.1. Для любьгх V £ Ж т х ( п + 1 ) и х £ Жп+1, x ф 0, сущест­
вует матрица 

- V x y T 

W ( x , у) = - такая, что W ( x , у) • х = - V x , (29) 

где у £ Жп + 1 и у т х ф 0. При этом rank W ( x , у) = 1. 
Доказательство данной леммы аналогично доказательству лем­

мы 1.1.1. 
З А М Е Ч А Н И Е . Нетрудно заметить, что формула (29) аналогична 

формуле (15). При этом матрица W ( x , y ) определяется с точностью 
до некоторого вектора у ф 0, а из (29) следует, что 

W ( x , у) = W ( x , a • у ) при любом а ф 0. (30) 

Поскольку условие жп + 1 ф 0 является частным случаем условия 
х / 0 , лемма 1.2.1 полезна для анализа задачи (6). 
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С л е д с т в и е 1.2.1. Если вектор х £ Жп + 1 таков, что жп + 1 ф 0, то 
существует матрица 

[ - А I Ь ] х у т 

[Н(х, у) | h (x , у)] = такая, что £ ( А , Ь, Н ( х , у ) , h (x , у)) ф 0 , 

где у £ Жп + 1 и у т х ф 0. При этом rank [ H ( x , y ) | h ( x , y ) ] = 1, 
£ £ ( A , b , H ( x , y ) , h ( x , y ) и [ Н ( х , у ) | h ( x , y ) ] = 

хп+1
 1 хп+1

 1 1 хп+1 

[Н(х, a • у ) | h (x , a • у)] при любом а ф 0. 
Теперь, повторяя схему исследования задачи (5), обратимся к проб 

леме 

| | [Н(х ,у ) | - h ( x , y ) ] | U - inf | | [H(x ,y ) | - h ( x , y ) ] | | ^ . 
У 

Л е м м а 1.2.2. inf | | [Н(х ,у ) | —h(x,y)]||v,v> = fxi и достигается 

при любом х ф 0, х £ Жп+1 . Яри этом существует матрица [ Н ( х , у ) | 
- h ( x , y ) ] = [ - А | b ] x y T т а к а Я , ч т о | | [ Н ( х , у ) | - h ( x , y ) ] | | ^ = ^ ^ , 

rank [ Н ( х , у ) | - h ( x , y ) ] = 1 и Х(А, b , H ( x , y ) , h ( x , y ) ) ф 0, где у £ 
Жп + 1 — вектор, двойственньгй вектору х относительно нормы (р(-). 

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1.4. 

С л е д с т в и е 1.2.2. Все утверждения леммы 1.2.2 справедливы для 
любого вектора х £ Жп + 1 такого, что жп + 1 ф 0. 

Перейдем к обоснованию основных утверждений данного раздела, 
которыми по аналогии с предыдущим разделом являются необходимые 
и достаточные условия достижимости inf | |Н I — hlLw, и доста-

3:(A,b,Hh)^0 
точные условия единственности решения линейной системы с оптималь­
но скорректированной (в смысле минимума нормы || • Ц^^) расширенной 
матрицей коэффициентов. 

Т е о р е м а 1.2.1. inf ||[H | — h ] ! ^ ^ = min ф([А. \ —Ь]х), ири-

чем inf ||[H I — hllLw, достигается тогда и только тогда, когда 

существует вектор х £ Argmint/>([A | — Ь]х) такой, что жп + 1 ф 0. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Сначала заметим, что в силу теоремы Вейер-
штрасса нижняя грань в задаче ф([А. \ — b]x) -^ inf всегда дости-

1/з(х) = 1 

гается, так как ф([А. \ — Ь]х) — непрерывная действительная функция, 
а множество {х | у (х ) = 1} С Жп + 1 компактно. 

Еще один результат используется как при доказательстве достаточ­
ности, так и при доказательстве необходимости, поэтому выносим его 
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обсуждение в начало. Пусть [Н | —h] £ Ж т х ( п + 1 ) — некоторая матрица 
такая, что Х(А, b , H , h) ф 0 . Пусть 

х(М) t-z 
t 

x ( z , ^ ) £ M n + 1 , (31) 

где z £ Жп — такой вектор, что z £ X ( A , b , H , h ) , / £ Ж — некоторый 
параметр. Тогда при любом / ф 0 имеем 

x ( z , i ) ^ 0 , 

[Н | -h]x(z,i) = [-А | b]x(z,i) 
и, как следствие, 

^ ( [ H | - h ] x ( z , f ) ) = ^ ( [ A | - b ] x ( z , f ) ) 
<y?(x(z,i)) (p(x(z,t)) 

при любых z £ Х(А, b , H , h) и / ф 0. (32) 

1. Достаточность (доказательство проведем «от противного»). 
Пусть min ф([А. \ — Ь]х) = 7? причем существует вектор х £ 

¥>(х)=1 

Argmin^( [A | — b]x) | жп + 1 ф 0. Заметим, что 7 > 0 в силу НеСОВМеСТ-
ности системы (1), определения (13) и аксиомы (9Ь). Тогда в силу след­
ствия 1.2.2 существует одноранговая матрица [Н(х, у) | —h(x,y)] такая, 
что X ( A , b , H ( x , y ) , h ( x , y ) ) ф 0 и | | [Н(х ,у) | - h ( x , y ) ] | | ^ = j . Теперь 
предположим, что существует некоторая матрица [Н | —h] £ Ж т х ( п + 1 ) 
такая, что X ( A , b , H , h ) ф 0 , ||[Н | — h ] ! ^ ^ = ё < 7- Пусть x ( z , i ) — 
вектор, определяемый соотношением (31) при условии t ф 0. Тогда, 
с одной стороны, справедливо условие (32), а с другой — по определе­
нию нормы || • Ц^^ при любом х ф 0 имеем ^ [\ '*' <^ ||[Н | — h ] ! ^ ^ . 
Поэтому существует вектор x(^z,^J, хп^.\ — t ^ 0, т&кой, что 
ф([А | - b ] x ( z , i ) ) , / г . , 1П x ( z , i ) \ с . , / гл i ,п ч 

- ф [А | - Ь ] \ у ^ ^ < 7 = mm V([A | - b ] x ) ¥?(x(z,i)) V <^(x(z,i))/ v(x)=i 

(противоречие). 
2. Необходимость (доказательство проведем «от противного»). 

Пусть inf ||[Н I —hill достигается, inf ||[H I —hill = A 
3?(A,b,H,h)#0 ML JM 3?(A,b,H,h)#0 " " 

(A > 0 в силу несовместности системы (1), определения (13) и акси­
омы (9Ь)). В силу указанных предположений существуют вектор z £ Жп 

и одноранговая матрица [Н | —h] £ Ж т х ( п + 1 ) такие, что z £ Х(А, b , H , h) 
и ||[Н | — h J I I ^ = А. Пусть x ( z , i ) — вектор, определенный с помощью 
соотношения (31) при условии t ф 0. Тогда можно показать, что 

0([A|-bW.,O) 
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Действительно, в силу соотношения (32) и определения (13) имеем 
А. Предположим, что £ [Н V»([A|-b]x(z , t ) ) _ V»([H|-h]x(z , t ) ) 

¥>(x(z,t)) ~~ V(x(z , t ) ) ** Ш. х ± I " J l lv .V ' 

TxCz t^' ^ ^ ' ^ о т о г Д а в силу леммы 1.2.2 существует матрица 
[ H ( x ( z , i ) , y ) | - Ь ( х ( г , * ) , у ) ] т а к а я , ч т о | | [ Н ( х ( г , * ) , у ) | -h (x(z , i ) ,y ) ] | | ¥ , i V , 

- ^([A|-b]x(z,t)) < ^ x(A,b,H(x(z,i),y),h(x(z,i),y)) ^ 0, что противо-
¥>(x0>*)) 

речит предположению inf IIГЦ I —hi 
(A,b,H,h)#0 " 

Предположим, что min ф([А \ — b]x) 
V ( x ) = l 

Iv.V1 A. 

<5 ̂  А, и при этом для лю-

, где бого х G Argmin^ ( [A | — Ь]х) следует, что жп + 1 = 0 (т. е. х 
¥>(х) = 1 

z £ l " — некоторый вектор). Заметим, что в силу последнего предпо­
ложения и условия (33) <5 < А О А — S = е > 0. Кроме того, ё > 0 (и, 
следовательно, Az ф 0) в силу невырожденности нормы •ф(-) и несов­
местности системы (1). 

Пусть 

. о J ^ Lr х z , r 

где г ^ 0 некоторый параметр 
^ ( [ A | - b ] x ( z , r ) ) 

<p(x(z,r)) 
А + ф( 

,{ 
Az 

z 
0 

— Г 

+ 
•b 
0 
т 

) 

) 
Из определения следует, что / ( 0 ) 

свойств ( 1 0 Н 1 2 ) 

А + 

< 0. Кроме того, в силу 

ф(Ах - т • Ъ) ;> \ф(Ах) - т • ф(Ь)\, 

¥> ^ ¥> + т • ср 

откуда следует неравенство 

\ф(Ах)-т-ф(Ъ)\ 
f(r)> 

¥> + Т • Lp 
А + 

Используя это неравенство, можно показать, что существует число 
f > 0 такое, что / ( f ) > 0. В силу определения и непрерывности норм 
</?(•) и ф(-) функция / ( т ) непрерывна на отрезке [0,f]. Таким образом, 
непрерывная на отрезке [0,f] функция / ( г ) принимает на его концах 
значения разных знаков. Следовательно, существует корень указанной 
функции число т* такое, что 0 < т* < f. В свою очередь, существу-

т* ф о, ^ A b b K ) = A ет вектор х х( z , r I такой, что un + l ¥>(х*) 
< А. Следовательно, в силу следствия 1.2.2 существует одноранговая 
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матрица [Н(х*, у ) | - h ( x * , у)] такая, что Х(А, Ь, Н(х*, у ) , h(x*, у ) ) ф 0 , 
| | [Н(х*,у) | — h(x*, у)])!^ ф = А — | , что противоречит предположению 

inf ||[H | - h ] | | ^ = A. 
3?(A,b,H,h)#0 " UV'V 

З А М Е Ч А Н И Е . Отметим, что в ходе доказательства теоремы удалось 
получить результат, аналогичный соответствующему вспомогательно­
му результату теоремы 1.1.1. С привлечением следствия 1.2.2 его мож­
но сформулировать так: если inf ||[Н I —hllL,/, достигается, то 

3?(A,b,Hh)#0 " L 1UV'V 

существуют одноранговая матрица [Н(х, у) | —hx,y)] такая, что 
[Н(х ,у ) | - h x , y ) ] = [ - A | - b ] x y T G Arginf ||[H | - h ] | | ^ , где 

3?(A,b,H,h)^0 
x G Argmin-i/>([A | — b]x) | x n + 1 ф 0, у G Mn + 1 — вектор, двойственный 

¥>(x)=l 

вектору х относительно нормы <-р{-). При этом z 
X ( A , b , H ( x , y ) , h ( x , y ) ) . 

хп+1' ' хп+1 

С л е д с т в и е 1.2.3. Если несовместная система вида (1) такова, что 
rank А < га, то inf ||[Н I — hllL ,/, = 0 и не достигается. 

3?(A,b,H,h)#0 ML 1UV'V 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Сначала покажем, что из условия rank A < га 
не может следовать неравенство inf ||[Н I —hllL,/, > 0. Пред-

3?(A,b,H,h)#0 ML 1UV'V 

положим противное, а именно пусть inf ||[Н I — hllLw, > 0, но 
3?(A,b,H,h)^0 

rank A < га. Из последнего условия следует, что система Az = 0 имеет 
нетривиальные решения. Пусть z — такое решение, а именно пусть 
Az = 0, 0 < vK2) < +оо. Положим х = 

О 
и х = -7-т. Тогда 

в силу теоремы 1.2.1 имеем ф([А. \ — Ь]х) = 0 = min ф([А. \ — Ь]х) = 

inf ||[Н I —hllL,/, > 0 (противоречие). Таким образом, если 
3?(A,b,H,h)#0 ML 1UV'V V ' 
rank A < га, то inf ||[H I —hllLw, = 0. Но, как было показано 

3?(A,b,H,h)^0 
при доказательстве теоремы 1.2.1, условие inf ||[Н I —hllL,/, = О 

3?(A,b,H,h)#0 " UV'V 

несовместно с утверждением о том, что inf ||[Н I — hllLw, дости-
3?(A,b,H,h)^0 

гается. 

Т е о р е м а 1.2.2. Если inf ||[Н I —hllL,/, > 0 и матрица [Н I 
3?(A,b,H,h)#0 " UV'V 

— h] такова, что X ( A , b , H , h) ф 0 и rank [H | —h] = 1, то множество 
Х(А, b , H, h) состоит только из одного элемента. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть inf 11ГН I -hllLw, > 0, матрица 
3?(A,b,H,h)^0 "*'т 

[Н | —h] и вектор z таковы, что X ( A , b , H , h) ф 0 , rank [H | —h] = 1, 



Оптимальная матричная коррекция 59 

z G X ( A , b , H , h) . В силу последнего предположения 

(A + H)z = b + h. (34) 
Кроме того, в силу постановки задачи (6) и теоремы 1.2.1 можно пред­
положить, что vK2*) < +оо. Допустим, что (z* + Az) £ X ( A , b , H , h) , 
где Az ф 0 — некоторый вектор такой, что </J(AZ) < +oo. Из этого 
предположения и тождества (34) вытекает, что 

(A + H ) A z = 0. (35) 

В то же время из условия rank [H | —h] = 1 и тождества (34) следует, 
что 

H A z = A - ( b + h - Az*), (36) 

h = r - ( b - A z * ) , (37) 
где А, г £ Ж — некоторые числа. С учетом (36) и (37) соотношение (35) 
может быть переписано в виде 

A - ( A z - ( A + r ) - z * ) = - ( A + r ) - b . (38) 
Предположим, что А + т ф 0. Тогда из соотношения (38) следует, 

что вектор z* — (А + т)~х • Az является решением системы (1), что не­
возможно в силу ее несовместности. Таким образом, А + т = 0. Поэтому 
система (36), (37) принимает вид 

H A z = 0, (39) 
а система (38) принимает вид 

А • Az = 0. (40) 

Но из условий (39), (40) следует, что (z* — fj, • Az) £ X ( A , b , H , h) для 

произвольного числа fj, £ Ж. Рассмотрим теперь вектор z(/i) = 

/х • 
Az 
О , где ц ^ 0, и отношение —— у . В силу условия (40) 

fWc)) 
и свойств (10), (12) имеем 

ф([А | -Ь]х(/л)) < ф(А2*) + ф(Ь) 

V<P{ 0 м z 
1 ) 

Из последнего соотношения с использованием теоремы 1.2.1 следует, что 
lim ^ ( [ A | - b ] x M ) = o = . n f | | [ H | _ h ] | | 

т ^ + сю <^(x ( / i ) ) 3?(A,b,H,h)#0 J M V , V 

(противоречие). 

С л е д с т в и е 1.2.4. Если inf II ГЦ I —hi IL ,/, достигается и мат-
3?(A,b,H,h)#0 " " V , V 

ряда [Н | —h] такова, что Х(А, b , H , h ) / 0 i rank [H | —h] = 1, то мно­
жество Х(А, b , H, h) состоит только из одного элемента. 
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2. Регуляризация решений изначально 
несовместных систем линейных алгебраических 

уравнений при матричной коррекции 
их коэффициентов 

В этом разделе рассмотрим случаи, когда соответствующие ниж­
ние грани в задачах (5), (6) либо не достигаются, либо достигаются, но 
решение соответствующей скорректированной системы не единственно 
и (или) норма решения скорректированной системы превосходит неко­
торое граничное значение М > 0. 

2.1 . Регуляризация решения изначально несовместной сис­
т е м ы линейных алгебраических уравнений вида (1) при кор­
рекции м а т р и ц ы ее коэффициентов 

Рассмотрим сначала три вспомогательные задачи. 
З а д а ч а А. ф(Ъ — А х ) —> inf. 

X 

Эта задача разрешима в силу известного следствия теоремы Вей-
ерштрасса, так как ф(Ъ — А х ) непрерывная функция, удовлетворяю­
щая условию ф(Ъ — А х ) —> +оо при у (х ) ~* + ° ° - Таким образом, 
Argmint/>(b — А х ) ф 0 и в силу несовместности системы (1) и свойств 

х 
(9а), (9Ь) имеем 

minV>(b- А х ) = 9 > 0. (41) 
X 

Это обосновывает корректность постановки другой задачи. 
З а д а ч а В. у (х ) —> min, где х £ A r g m i n ^ ( b — А х ) . 

Х X 

Минимальное значение целевой функции в этой задаче (обозначим 
его символом rf) достигается либо в силу теоремы Вейерштрасса (если 
Argmin ф(Ъ — А х ) — замкнутое и ограниченное множество), либо в силу 

х 
ее следствия (в противном случае). 

Очевидно, что г] ^ 0. Сделаем дополнительное предположение отно­
сительно параметра 9, которое позволит в последующих рассуждениях 
не рассматривать случай г] = 0. Дополнительно предположим, что 

в < ф(Ъ). (42) 

Тогда г] > 0, так как в противном случае можно показать, что 9 = ф(Ъ). 
Заметим, что 9 = ф(Ъ) О А = 0, что в силу условий (9а), (9Ь) сле­
дует из соотношений ф(Ъ — А х ) ^ ф(Ь) + ф(Ах) ^ ф(Ъ) + ЦАЦ^^ • у ( х ) , 
справедливых в силу соотношений (11) и (13). Данный случай явля­
ется достаточно специальным и в настоящей статье рассматриваться не 
будет. 
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Итак, мы обосновали выполнение условий г] > 0 и 9 > 0, что делает 
возможным ввести в рассмотрение величину 

к = - > 0. (43) 
V 

Последняя вспомогательная задача была подробно исследована при 
доказательстве теоремы 1.1.1. 

З а д а ч а С. 
ф(Ь - А х ) 

у>(х) 
Пусть 

inf. 

. „ ф(Ъ - А х ) . . 

причем теперь мы не делаем никаких специальных предположений о до-
• г Ф(Ъ — Ах ) 

стижимости ml v , *, '. 
Задачи А, В ж С полезны тем, что позволяют ввести в рассмотрение 

величины к и 7, необходимые для последующих выкладок. Заметим, что 
7 ^ к в силу постановки задачи С. 

Рассмотрим основные задачи данного раздела. 
З а д а ч а N0. у (х ) ~^ m m П Р И условии 

ф(Ь - А х ) „ , s 
/ ч = 7 + S, 45 

V?(x) 

где 6 > 0. 
З а д а ч а JVi. <^(х) ~^ m m П Р И условии ^- 7 •, ^ 7 + ?̂ гД е <*> > 0. 
З а д а ч а JV2. max{ 7 , ¥ ' ( х )} ~^ m m • 
Наконец, проблема регуляризации решения изначально несовмест­

ной системы вида (1) при коррекции матрицы ее коэффициентов будет 
рассматриваться как 

З а д а ч а JV3. При некоторых заданных параметрах М > 0 и ё > 0 
найти вектор х £ Г к матрицу Н £ M m x n такие, что х £ J T ( A , b , H ) , 
||Н||^)1/3 ^.j + 6, ¥>(х) ~^ m m 5 ¥>(х) ^ м-

Пусть X 0 , X i , X 2 — множества решений задач N0,Ni,N2, а фо,ф1 
и ф2 — соответствующие оптимальные значения целевых функций. 

Убедимся в справедливости следующих утверждений (теоремы 2.1.1, 
2.1.2). 

Т е о р е м а 2 .1 .1 . Пусть несовместной системе линейных уравнений 
вида (1) поставлены в соответствие задачи А, В, С, N0, iV1; причем 
последние две задачи рассматриваются при произвольном значении па­
раметра S > 0. Тогда задачи N0, JVi разрешимы, Х 0 = X i ф 0 и ф0 = 
фг > 0 . 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 1. Покажем, что ограничению (45) задачи N0 

удовлетворяет непустое множество точек при любом ё > 0. Действи­
тельно, пусть х £ Жп и 7 E Ж — такие вектор и число, что 

<р(х) = 1, 

7 

Положим 

Ф(Ъ- се*-Ах) п , ± , | • с ф(Ъ — А х ) 

ш -s \ где 0 < а < +оо, если mi - , , ; 

достигается на векторе а* • х, 
lim Zi—,—r^ в противном случае. 

1 • г * b - A x 
—-, если ml , -' достигается, 

I Ов противном случае 
и рассмотрим вспомогательную функцию 

{ — 6, если т = т*, 

^^^—, , ; — 7 — о, если г > г . 

Повторяя рассуждения, аналогичные тем, которые использовались 
при доказательстве теоремы 1.1.1, несложно убедиться, что на луче г £ 
[т*,+оо] функция / ( г ) непрерывна и существует число г** > 0 такое, 
что / ( т**)> 0. Этого достаточно, чтобы при некотором f, г* < f < г**, 
выполнялось условие / ( f ) = О О ^ 7х-| = 7 + 7̂ гД е х = ^ _ 1 ' х е с т ь 

искомое решение уравнения (45). Заметим, что 0 < <^(х) < +оо. 
2. Поскольку целевая функция задачи N0, будучи векторной нор­

мой, является непрерывной, причем на допустимой области, задаваемой 
ограничением (45), возможно ее неограниченное возрастание, ее мини­
мум достигается в силу известного следствия из теоремы Вейерштрасса. 

3. Покажем, что задача JVi разрешима при любом ё > 0 и любое ее 
решение х** удовлетворяет условию 

г/>(Ь-Ах**) / ^.s 
1
 1 + s = v ( x )• ( 4 6 ) 

Для этого переформулируем задачу в виде у (х ) ~^ m m П Р И условии 
^ - ~ х-) ^ ¥ ' (х) и заметим, что в силу соотношений (41) и (44) при вы­
полнении условия ё > 0 функция ^ ~ х ) ограничена снизу и достигает 
своей нижней грани: min - Тс = -тт , где в — оптимальное значение 
целевой функции в задаче А. 

4. Сопоставляя (45), (46) и учитывая условия разрешимости рас­
смотренных выше задач N0 и JVi, убеждаемся, что Х 0 = X i при любом 
<5 > 0, т. е. множества решений задач N0 и Ni совпадают. В то же время 
в силу (45) и (46) выполняется условие ф0 = ф±. 
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С л е д с т в и е 2 .1 .1 . Для любого решения х** задачи Ni с параметром 
S > 0 выполняется условие 

<р(х**) >Rs = - 4 т , (47) 
7 + 0 

где 9 — минимальное значение целевой функции в задаче А и 7 — зна­
чение нижней грани целевой функции в задаче С. 

Т е о р е м а 2.1 .2 . Пусть несовместной системе линейных уравнений 
вида (1) с ненулевой матрицей коэффициентов А поставлены в соответ­
ствие задачи А, В, С, iV1; N2, причем в задаче JVi величина S = к — 7 + е, 
где е > 0 — некоторая константа, а величины к и 7 порождаются зада­
чами А, В, С и определяются из соотношений (43) и (44). Тогда задача 
N2 разрешима, X i = Х 2 и фх = ф2-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 1. Покажем, что задача N2 разрешима при лю­
бых значениях параметров к и е таких, что к + е > 0, а тогда, когда к 
определяется формулой (43), для любого решения х* задачи N2 справед­
ливо равенство 

ф(Ь - Ах.*) , „ч , ч 

Действительно, функция т а х { ^ - ~ х-), у ( х ) 1 принимает минималь­
ное значение при любом положительном значении суммы к + е в силу 
следствия из теоремы Вейерштрасса, поскольку данная функция непре­
рывна, а ее значение бесконечно возрастает при возрастании нормы ар­
гумента — вектора х. 

Предположим, что к определена по формуле (43), е > 0, х* £ Жп — 
решение задачи JV2, но условие (48) не выполняется. Тогда возможны 
следующие случаи: 1) (к + е ) - 1 - т т ^ ( Ь —Ах) = (к + е ) - 1 -^(Ь —Ах*) > 

¥>(х*); 2) (к + е ) " 1 • ф(Ь - Ах*) <%(х*). 
Случай 1. Пусть х £ Жп — решение задачи В. Тогда в силу (43) 

имеем <р(х) = - ~ х-) = - . Отсюда в силу условия е > 0 получаем 
/ ~ \ . « i ( b - A x ) « j ( b - A x * ) r< 

<~р\х) > v —'- = v —^. L другой стороны, поскольку х — решение 
задачи В, справедливо равенство <^(х*) ^ ^ ( х ) , следовательно, <^(х*) > 
« j ( b - A x * ) / \ 

v
 к —'- (противоречие). 

Случай 2. Пусть ^- ~ х ' < (р(х*). Так как система (1) несовмест­
на, то 0 < - ~ £

х -1 < <^(х*). Поскольку 0 < <^(х*), существует вектор 
х £ Жп такой, что <р(х) < ¥ ,(х*) и

 к+е х > Г̂, х , т. е. значение 
функции у (х ) всегда можно уменьшить за счет увеличения значения 
функции Ф(Ь~£х). 
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2. Покажем, что для оптимальных значений (f>i,(f>2 целевой функции 
в задачах JVi, N2 имеет место равенство фх = ф2. Предположим, что 
фх < ф2. Пусть х* G Жп — некоторое решение задачи JVi. Как было 
показано при доказательстве теоремы 2.1.1, в этом случае должно вы­
полняться условие <^(х*) = ~, £ х • В то же время пусть х** £ Жп — 
некоторое решение задачи N2. Из п. 1 следует, что в этом случае должно 
выполняться условие (р(х.**) = ^- ~ х—-. Таким образом, неравенство 
фх < ф2 эквивалентно условию <^(х*) < <^(х**). Это означает, что х** не 
может быть решением задачи N2 (противоречие). 

Предположим, что фх > ф2, х* £ Жп — некоторое решение задачи 
Ni и х** £ Жп — некоторое решение задачи N2. Повторяя рассуждения, 
аналогичные приведенным выше, несложно убедиться в том, что вектор 
х* не может быть решением задачи Ni (противоречие). 

3. Отметим, что следствием утверждения, доказанного в п. 3, явля­
ется равенство X i = Х 2 (т. е. множества решений задач Ni и N2 совпа­
дают) . 

Т е о р е м а 2 .1 .3 . Пусть некоторой несовместной системе линейньгх 
алгебраических уравнений вида (1) доставлены в соответствие задачи 
А, В, С, N0, Ni, N2 и N3 с параметрами М > 0 и S > 0. Тогда имеют 
место следующие утверждения. 

1. Для разрешимости задачи N3 необходимо вьгполнение условия 

Rs ^ M, (49) 
где Rs взято из (47). 

2. При любом S > 0 задача N3 разрешима, если отказаться от огра­
ничения у ( х ) ^ М, или, что эквивалентно, положить М = +оо. Кроме 
того, при любом М > 0 задача N3 разрешима при соответствующем 
выборе параметра S. Третья возможность сделать задачу N3 разреши­
мой — соответствующий согласованный выбор параметров М п 6. Мо­
дифицированную каким-либо из перечисленных способов задачу будем 
называть задачей N3. 

3. Если задача N3 разрешима (или рассматривается задача N3), то 
для того чтобы вектор х £ 1 " я матрида Н £ M m x n были ее решением, 
достаточно, чтобы вектор х был решением задачи N0 с параметром S, 
а матрида Н была одноранговой и имела вид 

Н = (Ь | - А х ) у т , 

где у £ Жп — вектор, двойственный вектору х относительно нормы 
</?(•). В том же случае, когда дополнительно выполняется условие S = 
к—7+е, где к задается соотношением (43), 7 задается соотношением (44), 
а е > 0 — некоторая константа, вектор х может быть определен как 
решение задачи N2. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Заметим, что в силу теоремы 2.1.1 задача N0 

разрешима при любом ё > 0. Пусть х — некоторое ее решение. Тогда 
по теореме 2.1.1 х является решением задачи JVi. Таким образом, по 
следствию из теоремы 2.1.1 у (х ) > 0. Отсюда и из (9а), (9Ь) следует, 
что х / 0 . 

Теперь обратимся к лемме 1.1.4. Пользуясь этой леммой и условием 
х ф 0, заключаем, что существует одноранговая матрица Н , определя­
емая формулой Н = (Ь — А х ) у т , где у Е 1 " — вектор, двойственный 
вектору х относительно нормы <р(-). При этом ЦНЦ^^ = - 7 ^ х . Но 
в силу принадлежности вектора х множеству решений задачи N0 для 
него справедливо условие (45), в силу которого ЦНЦ^^ = 7 + ё. Из ска­
занного следует, что вектор х и матрица Н принадлежат множеству 
решений задачи JV3: ^ (х ) - • min, x G J T ( A , b , H ) , ||Н||^)(/3 ^ 7 + ё, 
полученной из задачи N3 отбрасыванием условия у (х) ^ М. При этом 
задача N3 разрешима при любом положительном значении параметра ё. 
Что же касается задачи JV3, то для ее разрешимости при произвольном 
ё > 0 необходимо и достаточно выполнения условия у (х) ^ М. Не­
сложно показать, что задача N3 разрешима и при ё = 0 в случае, когда 
нижняя грань целевой функции в задаче С достигается. В этом случае 
задача N3 разрешима тогда и только тогда, когда у (х) ^ М. 

Пусть в дополнение к уже сделанным предположениям выполняется 
условие ё = к — 7 + е, где параметр к определяется соотношением (43), 
параметр 7 определяется соотношением (44), а е — некоторое положи­
тельное число. Нетрудно заметить, что сделанные предположения по­
зволяют использовать теорему 2.1.2, в силу которой в данном случае 
вектор х может быть найден как решение задачи JV2. 

Заметим, что для любого ё > 0 в силу следствия 2.1.1 справедливо 
неравенство у (х) ^ Rj. Предположим, что задача N3 разрешима. Тогда 
</j(x) ^ М. Отсюда следует, что Rs ^ ^ (х ) ^ М. Поэтому неравенство 
Rs ^ М является необходимым условием разрешимости задачи JV3. 

Предположим, что задача N3 не имеет решения. Как было пока­
зано выше, это возможно тогда и только тогда, когда у (х) > М. По­
скольку вектор х является решением задачи N0, можно воспользоваться 
условием у(х) < +оо, полученным в ходе доказательства теоремы 2.1.1, 
и заключить, что задача N3 действительно может быть сделана разре­
шимой увеличением параметра М. С другой стороны, в силу того, что 
для вектора х справедливо условие (45), несложно показать, что задача 
N3 может быть сделана разрешимой увеличением параметра ё или со­
гласованным увеличением параметров М и ё. 
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З А М Е Ч А Н И Е . Приведенная выше теорема, несмотря на свою схема­
тичность, может быть использована в качестве основы для построения 
вычислительных алгоритмов регуляризации решения изначально несов­
местной системы линейных алгебраических уравнений при коррекции 
матрицы ее коэффициентов. Очевидно, что при этом детали реализации 
данных алгоритмов могут различаться из-за необходимости учитывать 
особенности конкретных векторных норм </?(•) и ф(-). В то же время 
можно предположить, что основные вычислительные трудности в боль­
шинстве случаев будут связаны не с построением матрицы Н , а с опре­
делением вектора х. 

Рассматриваемая теорема предлагает два способа решения послед­
ней задачи, один из которых по своей постановке является более об­
щим и сводится к нахождению условного экстремума с ограничением 
в форме равенства (задача N0). Второй способ сводится к минимакс­
ной задаче без ограничений (задача А 2 ) . Он является менее общим, так 
как применим при определенных ограничениях на параметр S. В то же 
время численный алгоритм решения задачи N2 (построенный, например, 
по схемам, предложенным в [7]) может оказаться более простым и эф­
фективным, чем соответствующий численный алгоритм решения за­
дачи N0. 

2.2. Регуляризация решения изначально несовместной сис­
т е м ы линейных алгебраических уравнений вида (1) при кор­
рекции расширенной м а т р и ц ы ее коэффициентов 

По аналогии с п. 2.1 сначала рассмотрим некоторые вспомогатель­
ные задачи. Прежде всего отметим, что результаты, полученные при 
анализе задачи А, будут использоваться и в настоящем разделе. 

З а д а ч а В', (р min, х G Argmint/>(b — А х ) . Минимальное х" 
. 1 . 

значение целевой функции в данной задаче (обозначим его через г]') до­
стигается либо в силу теоремы Вейерштрасса (если Argmin ф(Ъ — А х ) — 

замкнутое и ограниченное множество), либо в силу следствия из этой 
теоремы (в противном случае). Заметим, что в силу самой постановки 
задачи В' и свойства (9Ь) выполняется условие г]' > 0. 

Таким образом, в рассмотрение можно ввести величину 

к1 = - . (50) 

Следующая задача была подробно исследована при доказательстве 
теоремы 1.2.1. 
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З а д а ч а С". 

ф([А | - b ] z ) -+ inf, ф) = 1, zn+1 ф О, (51) 

где z G ffin+1. 
Не делая специальных предположений о достижимости нижней гра­

ни целевой функции в задаче С", положим, что ее значение равно j ' , 
причем в силу (9а) 

i ~2 0. (52) 

Рассмотрим еще одну вспомогательную задачу. 
З а д а ч а D. 

ф([А | - b ] z ) -> sup, ф) = 1, zn+1 ф 0, (53) 

где z G ffin+1. 
Заметим, что конечная верхняя грань целевой функции в задаче D 

существует в силу теоремы Вейерштрасса (ф([А \ — b]z) — непрерывная 
функция, множество {z | (f(z) = 1} С Жп + 1 компактно), но необязательно 
достигается из-за условия zn+i ф 0. Не будем высказывать никаких 
предположений о достижимости верхней грани величины ф([А | —b]z), 
которую обозначим через 7"- Заметим лишь, что в силу условий (11), 
(13) и (53) для любого вектора z £ Mn + 1 такого, что (f(z) = 1, справед­
ливо неравенство ф([А \ — b]z) ^ ||[А | — Ь ] ! ^ ^ , которое можно исполь­
зовать для оценки параметра j " . 

Величины 7', т " и к' связаны между собой соотношением 

7 4 «' ^ 7", (54) 

которое можно получить как следствие следующего утверждения. 

Л е м м а 2 .2 .1 . Пусть несовместной системе линейных алгебраичес­
ких уравнений поставлены в соответствие задачи С" и D, а 7 ' и 7" — 
значения соответственно нижней и верхней граней целевой функции ука­
занных задач. Тогда для любого вектора х £ Жп справедливо нера­
венство 

ф(Ъ — А х ) 
1 ^ / r x i x ^ 7"• (55) КМ) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 

Случай А. Пусть для некоторого вектора х £ Жп неравенство (55) 
нарушается таким образом, что оказывается справедливым неравенство 

ф(Ь - А х ) < у _ 
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На основе вектора х построим векторы z , z £ Mn + 1 следующим образом. 

Пусть z = и z (р (z) • z. Нетрудно убедиться, что при этом 

справедливы условия <-p{i) = 1, VK[A | — b]z) < 7'? ч т о противоречит 
определению параметра j ' . 

Случай В. Пусть для некоторого вектора х £ Жп неравенство (55) 
нарушается таким образом, что выполняется неравенство 

ф(Ь - А х ) 

Ч> 
> 7 • 

Здесь рассуждения аналогичны приведенным выше, только противоре­
чие получаем с определением параметра j " . 

Рассмотрим основные задачи данного раздела. 
х" 

З а д а ч а NQ. <p 1 —> mm при условии 

ф(Ь - А х ) 

<Р 
l' + S, (56) 

где 6 > О 

З а д а ч а N[. <~p 

некоторое число 
X 
1 mm при условии ^ ь - ^ л ^ 7 , + ^ , г д е ^ > 0 -

некоторое число. 

З а д а ч а NL max \ ^ - , , -2- ^ « ^ 1 к,+£, , ¥> m m . 

И наконец, проблема регуляризации решения изначально несовмест­
ной системы вида (1) будет нами рассматриваться как 

З а д а ч а N%. При заданных параметрах М > 0 и ё > 0 найти вектор 
х £ Жп и матрицу [Н | - h ] £ Mm x(n + 1) такие, что х £ X ( A , b , H , h ) , 
||[Н | - Ь / Щ ^ ^ 7 ' + <*N P(x) —> min, р(х) ^ М , где р(-) — некоторая 
векторная норма. 

Пусть Х'0, Х' : , Х'2 — множества решений задач NQ, N[, N'2, а ^>'0, ф[, 
<̂ '2 — соответствующие оптимальные значения целевых функций. 

Т е о р е м а 2 .2 .1 . Пусть несовместной системе линейных уравнений 
вида (1) поставлены в соответствие задачи А, В', С", NQ И N[, причем 
выполняется условие 

i < 7", (57) 
а последние две задачи предполагают выполнение условия 

i < i + s < 7". (58) 
Тогда задачи N'0, N[ разрешимы, Х'0 = Х' : ф 0 и ф'0 = ф[ > 0. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 1. Применяя условия (57), (58) и технику, ис­
пользованную при доказательстве теоремы 1.2.1, можно показать, что 
решение задачи N^ при соблюдении указанных условий существует. 

2. Используя непрерывность функции <р( 
1 и то, что на мно­

жестве Х'0 данная функция может неограниченно возрастать, в силу 

достигает следствия из теоремы Вейерштрасса заключаем, что cpl 

своего минимума на множестве Х'0. 
3. Покажем, что при выполнении условий (57) и (58) задача N[ 

разрешима и для любого ее решения х** £ Жп справедливо равенство 

ф(Ь - Ах** 
Ч> х 

7' + <5 

Для этого задачу N[ перепишем в виде 

ф(Ь - А х 

1 (59) 

Ч> х"" 
1 mm, J' + S ^ ч> тс 

и заметим, что в силу условий (41), (52) и (58) функция ^- ,, с огра-
• ф(Ъ-Ах) 

ничена снизу и своей нижней грани достигает: mm v , f ' 

j' + S 

7'+* , где 
в — оптимальное значение целевой функции в задаче А. 

4. Сопоставляя формулы (56) и (59) и учитывая исследованные выше 
условия разрешимости задач N'0 и N[, убеждаемся, что для любого ё > О, 
удовлетворяющего условию (58), справедливо условие Х'0 = Х'15 т. е. 
множества решений задач NQ И N[ совпадают. В то же время в силу 
формул (56) и (59) выполняется условие ф'0 = ф[. 

С л е д с т в и е 2 .2 .1 . Для любого решения х** задачи N[ с параметром 
S, 0 < ё < 7" — l', выполняется условие 

¥>(х**) ^ Rs Г+ 6' 
(60) 

где 9 — минимальное значение целевой функции в задаче А, 7 ' — зна­
чение нижней грани целевой функции в задаче С". 

Т е о р е м а 2.2 .2 . Пусть несовместной системе линейных уравнений 
вида (1) поставлены в соответствие задачи А, В', С", D, N[, N'2, причем 
выполняется условие j ' < к' < 7", в задаче N[ величина ё = к' — 7 ' + £, 
где е, 0 < е < 7" — к ' ; — некоторый параметр, к' определяется из соот­
ношения (50), а 7 ' и ) " порождаются задачами С" и D. Тогда задача N'2 

разрешима, Х' : = Х'2 и ф[ = ф'2. 
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терии (р 

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2.1.2. 
Прежде чем перейти к основной теореме, рассмотрим некоторые до­

полнительные условия, которые позволят согласовать между собой кри-

) —> min и /о(х) —> min и тем самым при решении задачи 

N% позволят использовать результаты, полученные при решении задач 
N^ и N[. 

Итак, пусть </?(•) — векторная норма, определенная на множестве 
вещественных (га + 1)-мерных векторов. 

Рассмотрим функции р(х) и </3(z), где х 6 1 " я z £ Жп+1, определен­
ные как 

где Q : G Ж(п + 1)х г 

Qi 

(61) 
(62) 

(63) 

(64) 

К х ) = ^ ( Q i x ) , 
ф{х) = <yC5(Q2z), 

и Q 2 G ж( п + 1 ) х ( п + 1 ) , причем 

'In 
О 

Q 2 = [Qi о], 
где I„ — единичная матрица порядка га. 

Из формул (61) и (62) следует, что </3(z) = р(х) , если для вектора 
Г х 1 

z справедливо блочное представление z = а , где а £ Ж — произ­
вольное число. Несложно показать, что функция </3(z) является век­
торной полунормой в пространстве Жп+1, т. е. функцией, удовлетво­
ряющей аксиомам (9а), (10), (11). При этом нуль-подпространством 
или ядром данной полунормы (т. е. в соответствии с [14] множеством 
Z0 = {z £ Жп + 1 | ¥>(z) = 0}) является множество (га + 1)-мерных век­
торов, первые га компонент которых — нулевые. Но, как известно (см., 
например, [14]), любая полунорма на Жп + 1 становится нормой на любом 
подпространстве Zi С Жп+1, удовлетворяющем условию Z0 П Zi = {0}. 
Очевидно, что в качестве Zi можно выбрать множество (га + 1)-мерных 
векторов, (га + 1)-я компонента которых — нулевая, т. е. для векторов 
вида z = о . Но тогда получаем, что, с одной стороны, </3(z) — вектор­
ная норма в подпространстве Z l 7 а с другой — для любого z, принадле­
жащего Zi , выполняется условие <^(z) = р(х) . Таким образом, р(х) — 
векторная норма на Жп. 

Предположим, что функции р(х) и y(z) обладают некоторым до­
полнительным по отношению к аксиомам векторных норм свойством. 
А именно пусть для любых двух (га + 1)-мерных векторов вида 

X 
а 

У 
а 

(65) 
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выполняется условие 

К х ) > Р(У) & ¥ > Ы > <p(z2), (66) 

где a £ Ж — некоторое число и х, у £ Жп — векторы. Поскольку функции 
р(х) и y(z) связаны друг с другом посредством соотношений (61) и (63), 
условие (66) фактически является дополнительным условием, наклады­
ваемым только на функцию (f(z). Покажем, что подобные векторные 
нормы существуют. Для этого достаточно рассмотреть нормы Гёльдера 
с показателем р, 1 ^ р < +оо. Действительно, используя определение 
нормы Гёльдера с показателем р и формулы (61)—(65), убеждаемся, что 
утверждение (66) принимает вид 

а • Х>'-п > Х>м &С£,ыр + нр) > x>,f 
Рассмотрим теперь видоизмененную задачу iV{ в следующей форму­

лировке. 

З а д а ч а N[. р(х) —> min, ^л г~ ^ ^ г)' -\- 6, гД е <*> > О — некоторое 

число, а функция />(•) строится по формулам (61), (63) и удовлетворяет 
условиям (65), (66). 

Пусть Х[ — множество решений этой задачи. Пользуясь соотноше­
ниями (65) и (66), а также результатами теоремы 2.2.1, можно показать, 
что справедлива следующая 

Л е м м а 2.2 .2 . Пусть задача N'0 разрешима. Тогда разрешима за­
дача N[, причем множества решений обеих задач совпадают, т. е. 

х'о = х ; Ф 0 . (67) 

Соотношение (67) позволяет сводить задачу N[ к задаче N[, а с при­
менением теоремы 2.2.1 и к задаче NQ, ЧТО И используется в приводимой 
ниже теореме. 

Т е о р е м а 2 .2 .3 . Пусть некоторой несовместной системе линейных 
алгебраических уравнений вида (1) поставлены в соответствие задачи 
А, В', С, D', N'0, N[, N[, N2 и N3 с параметрами М > 0, 7" > т ' 
и 0 < ё < 7" — 7'- Тогда справедливы следующие утверждения. 

1. Для разрешимости задачи N^ необходимо выполнение условия 

R's ^ M, (68) 

где R's определяется формулой (60). 



72 В. И. Ерохин 

2. Задача N3 разрешима при любом ё, 0 < ё < 7" — l', если убрать 
ограничение <р[ 1 ] ^ М или, что эквивалентно, положить М = +оо. 

Модифицированную разрешимую задачу будем называть задачей N%. 
3. Если задача N3 разрешима (или рассматривается задача N3), то 

для того чтобы вектор х £ Жп и матрица [Н | —h] £ IRmx(n+1) были ее 
решением, достаточно, чтобы вектор х был решением задачи NQ С па­
раметром ё, 0 < ё < 7" — l', а матрпна [Н | — h] была одноранговой 
и строилась по формуле 

[Н | - h ] = (Ь - Ах)у т , 

где у £ Жп + 1 — вектор, двойственный вектору х относительно нормы 
<-р{-)- В том же случае, когда дополнительно выполняется условие ё = 
к' — 7 ' + £, где к' задается соотношением (50), 7 ' — соотношением (52), 
а е > 0 — некоторая константа, вектор х может быть определен как 
решение задачи N'2. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Заметим, что по теореме 2.2.1 задача N'0 разре­
шима при любом ё, 0 < ё < 7" — т'- Пусть вектор х — некоторое ее 
решение. Тогда в силу леммы 2.2.2 и теоремы 2.2.1 х является реше­
нием задачи N[. Кроме того, в силу леммы 2.2.2 вектор х — решение 
задачи N[. 

Из леммы 1.2.2 следует, что существует одноранговая матрица 
[Н | — h] такая, что ||[Н | — h ] ! ^ ^ = / Г. т\ • Так как х £ Х'0, то 

1 

| [H | -h ] |U = 7 ' + tf. 
ч>\ 

справедливо условие (56), в силу которого 
Таким образом, показано, что вектор х и матрица [Н | — h] принад­

лежат множеству решений задачи N'3: р(х) —> min, x £ X ( A , b , H , h ) , 
||[Н | — h]||^i4> ^ 7 ' + 7̂ полученной из задачи N'3 отбрасыванием условия 
</j(x) ^ М. При этом задача N3 разрешима при любом значении пара­
метра ё, удовлетворяющем условию 0 < ё < 7" — 7''• Что же касается 
задачи JV3, то для ее разрешимости при 0 < ё < 7" — 7 ' необходимо 
и достаточно выполнения условия у (х) ^ М. 

Дальнейшие выкладки аналогичны соответствующим выкладкам из 
доказательства теоремы 2.1.3. 

З А М Е Ч А Н И Е . Теорема 2.2.3, так же как и аналогичная ей теоре­
ма 2.1.3, может быть использована в качестве основы для построения 
вычислительных алгоритмов регуляризации решения изначально несов­
местной системы линейных алгебраических уравнений при коррекции 
расширенной матрицы ее коэффициентов. Все основные утверждения 
и замечания к теореме 2.1.3 остаются справедливыми и в данном 
случае. 
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3. Оптимальная матричная коррекция 
несовместных систем линейных алгебраических 

уравнений с условием н е о т р и ц а т е л ь н о с т и 
переменных и регуляризация их решений 

Заметим, что дополнительное условие неотрицательности перемен­
ных, которое отличает систему (1) от системы (2), не меняет сути боль­
шей части выкладок, использовавшихся в разделе 1. Так, соответству­
ющие теоремы о достаточных условиях достижимости нижней грани 
нормы || • Ц^^ матрицы коррекции для задач (5), (6) оказываются спра­
ведливыми и для задач (7), (8), только в их формулировках должна до­
полнительно учитываться неотрицательность переменных. Аналогич­
ное замечание можно сделать относительно задач JV3 и N%, рассмотрен­
ных в разделе 2. Поскольку изменения, которые должны происходить 
в текстах теорем, достаточно очевидны, новые формулировки мы при­
водить не будем, а сконцентрируем свое внимание на новой, еще не за­
трагиваемой в настоящей работе проблеме. 

Предположим, что несовместная система вида (2) формально опи­
сывает допустимую область некоторой несобственной задачи линейного 
программирования, записанной в стандартной форме, причем несобствен­
ность задачи линейного программирования как раз и обусловлена несо­
вместностью системы (2). Данная ситуация естественным образом под­
водит к необходимости исследования задач коррекции коэффициентов 
в уравнениях, задающих допустимую область данной задачи линейного 
программирования. В чем же отличие этих новых задач от тех, ко­
торые были исследованы в разделах 1 и 2? Оно заключается в том, 
что для большей части практических приложений, породивших задачу 
линейного программирования, важно, чтобы ее допустимая область не 
только была непустой, но и обеспечивала ограниченность оптимального 
решения. Напомним, что рассмотренные в разделах 1 и 2 методы в об­
щем случае такого свойства скорректированным системам не гаранти­
руют. Правда, в некоторых случаях, попадающих под действие тео­
рем 1.1.2, 1.2.2 и их следствий, гарантируется, что скорректированная 
допустимая область задачи линейного программирования будет состо­
ять из единственной точки, что, безусловно, обеспечивает ограничен­
ность оптимального решения задачи линейного программирования. 

Оказывается, основываясь на некоторых полезных свойствах одно­
ранговых матриц коррекции, рассмотренных в разделах 1 и 2, можно 
дополнить список методов коррекции, гарантирующих ограниченность 
допустимой области задачи линейного программирования, и, следова­
тельно, ограниченность ее оптимального решения. Сделаем это, рас­
смотрев следующие две теоремы. 
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Т е о р е м а 3 .1 . Пусть матрица коэффициентов А £ ж т х п несовмест­
ной линейной системы вида (2), формально описывающей допустимую 
область некоторой несобственной задачи линейного программирования, 
корректируется с помощью некоторой одноранговой матрицы Н £ Ж т х п , 
причем соответствующая система вида (1) также является несовмест­
ной. Тогда для того, чтобы множество ^ Г + ( А , Ь , Н ) было ограничен­
ным, достаточно, чтобы в разложении Н = p q T , где р £ Ж т , q £ Жп, 
вектор q состоял только из положительных компонент и существовал 
вектор х £ Жп такой, что х £ ^ Г + ( А , Ь , Н ) , у (х ) < +оо, х ^ 0, где 
</?(•) — некоторая векторная норма. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть х £ Жп — такой вектор, что х ^ О, 
х ф О, у (х ) < +оо. Тогда по лемме 1.1.1 существует одноранговая 
матрица Н £ ж т х п такая, что х £ j3T(A,b ,H) . Поскольку Н — од­
норанговая матрица, для нее справедливо представление Н = p q T , где 
в соответствии с формулой (15) можно положить р = (Ь — А х ) £ Ж™. 
Тогда в силу формулы (15) вектор q £ Жп должен удовлетворять усло­
вию q T x = 1. Очевидно, что для произвольного ненулевого неотрица­
тельного вектора х соответствующий положительный вектор q всегда 
существует. Таким образом, матрица Н и вектор х, удовлетворяющие 
условию теоремы, всегда существуют. 

Исследуем множество ^ Г + ( А , Ь , Н ) . Возможны два случая: 
1) ^ Г + ( А , Ь , Н ) состоит из одного элемента — вектора х. Тогда 

теорема справедлива в силу условия у (х ) < +оо; 
2) ^ Г + ( А , Ь , Н ) содержит другие векторы кроме вектора х. Пусть 

х + А х £ ^Г+(А, Ь, Н ) , где А х £ Жп — некоторый вектор. В силу опре­
деления множества ^ Г + ( А , Ь , Н ) должны выполняться условия 

х ^ О , (69) 
х + А х ^ О . (70) 

Кроме того, как было показано при доказательстве теоремы 1.1.2, вы­
полняется условие 

Н А х = О О Ь т А х = 0. (71) 

Из (71) и положительности компонент вектора q следует, что вектор 
А х имеет хотя бы одну отрицательную компоненту. Но тогда в силу 
ограниченности вектора х и условий (69), (70) заключаем, что выпол­
няется условие </j(x + Ах) < +оо. А так как выбор вектора А х был 
произвольным, это означает ограниченность множества ^ Г + ( А , Ь , Н ) . 
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Т е о р е м а 3 .2 . Пусть расширенная матрица коэффициентов [А | —Ь] 
G Mm x( n + 1) несовместной линейной системы вида (2), формально опи­
сывающей допустимую область некоторой несобственной задачи линей­
ного программирования, корректируется с помощью некоторой одноран­
говой матрицы [Н | —h] G Штх(п+1\ причем соответствующая система 
вида (1) также является несовместной. Тогда для того, чтобы мно­
жество Х + ( А , b , H , h) было ограниченным, достаточно, чтобы в раз­
ложении Н = p q T , где р G Ж™, q G Жп, вектор q состоял только из 
положительных компонент и существовал вектор х £ Жп такой, что 
х £ Х + ( А , b , H , h) , у (х ) < +оо, х ^ 0, где </?(•) — некоторая вектор­
ная норма. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть х £ Жп — такой вектор, что х ^ О, 
х ф О, у (х ) < +оо. Сформируем (га + 1)-мерный вектор z = 1 . 
Вектор удовлетворяет условиям леммы 1.2.1, в соответствии с кото­
рой на основе вектора z может быть построена одноранговая матрица 
[Н | - h ] £ Mm x( n + 1) такая, что х £ X ( A , b , H , h ) . Так как х ^ 0, то 
х £ Х + ( А , b , H , h) . Поскольку rank [H | —h] = 1, справедливо разло­
жение [Н | —h] = p q T , где р £ Ж™, q £ Жп + 1 — некоторые векторы. 

Г ч 1 Разобьем вектор q на два блока: q = q , где q £ Жп, g n + 1 £ Ж. 
Тогда матрица Н , которая, как и [Н | — h], является одноранговой, мо­
жет быть представлена в виде Н = p q T , причем в силу формулы (29) 
можно положить р = [А | —b]z = b — А х , а вектор q, в отличие от тео­
ремы 3.1, можно выбрать произвольным (в том числе положительным), 
так как кроме соответствующего ограничения, наложенного на вектор 
q, существует и степень свободы, связанная с выбором компонента qn+\. 
Таким образом, вектор х и матрица Н , удовлетворяющие условию тео­
ремы, всегда существуют. 

Исследуем множество Х + ( А , b , H , h) . Возможны два случая: 
1) Х_|_(А, b , H , h) состоит из одного элемента — вектора х. Тогда 

теорема верна в силу условия у (х ) < +оо; 
2) Х_|_(А, b , H , h) содержит другие векторы кроме вектора х. Пусть 

х + А х £ Х_|_(А, b , H , h) , где А х £ Жп — некоторый вектор. В силу 
определения множества ^ Г + ( А , Ь , Н ) должны выполняться условия 

х ^ О , (72) 
х + А х ^ О . (73) 

Кроме того, как было показано при доказательстве теоремы 1.2.2, вы­
полняется условие 

Н А х = О О q T A x = 0. (74) 
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Дальнейшие рассуждения полностью аналогичны соответствующим 
выкладкам из доказательства теоремы 3.1. 

Автор выражает признательность организаторам конференции 
«Дискретный анализ и исследование операций» (DAOR'2002) за возмож­
ность представления предварительных результатов данной работы 
и участникам секции линейного программирования этой конференции 
за высказанные замечания. 
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