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Для конечного множества Q = {1, 2, . . ., </} рассматриваются 
g-цвётные графы, получающиеся в результате раскрашивания ребер 
полного неориентированного графа в q цветов. Проводится исследова­
ние ранее определенных регулярных композиций наследственных клас­
сов g-графов. Найдены нижняя и верхняя оценки значений энтропии 
этих классов. Введено понятие правильной композиции наследствен­
ных классов и доказано, что каждая регулярная правильная компо­
зиция является минимальным по включению классом среди компози­
ций с заданным значением энтропии. Охарактеризованы минималь­
ные по включению регулярные (к + 1)-композиции, содержащие за­
данную регулярную fc-композицию. Найдена взаимосвязь между про­
стыми и сложными композициями, т. е. композициями, хотя бы одна 
секция которых сама является композицией наследственных классов. 
Установлено, что в области допустимых значений энтропии фрагмент-
но замкнутых классов g-графов при q > 2 существует бесконечное 
множество точек сгущения. 

Введение 

В настоящей статье продолжается начатое в [2] исследование наслед­
ственных классов цветных графов и развиваются основные результаты, 
полученные в [3] для композиций наследственных классов цветных гра­
фов. 

В [2] было введено понятие цветного графа, или q-графа. Такой 
граф возникает в результате раскрашивания ребер полного неориенти­
рованного графа в q цветов. Точнее, если Q = {1, 2 , . . . , q} — множество 
цветов, то q-графом с множеством вершин V называется пара 

G = {V,g), тдед-.VW^Q, 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 00-01-00601). 
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a У1-2-1 — множество всех неупорядоченных пар различных элементов 
множества V. Если д(х,у) = а, то пара (х,у) называется ребром цвета 
a, a £ Q. Для произвольного непустого множества М С Q через б'^(М) 
будем обозначать класс таких g-графов, что g(V^) С М. 

Обыкновенный граф можно рассматривать как 2-граф. Некоторые 
термины, применяемые для обыкновенных графов, естественным обра­
зом распространяются на цветные графы. Это относится, в частнос­
ти, к понятиям изоморфизма, порожденного подграфа и наследственного 
класса. 

Два цветных графа называются изоморфными, если существует би-
екция между множествами их вершин, сохраняющая цвета ребер. 

Подграф G' цветного графа G = (V,g), порожденный множеством 
V С У , — это цветной граф (V',g'), где д' — ограничение д на V. Этот 
подграф обозначается через G {V). 

Класс J T W g-графов называется наследственным (или фрагментно 
замкнутым), если в нем содержится каждый g-граф, изоморфный порож­
денному подграфу графа G £ J T ^ . 

Если V ж U — непересекающиеся множества, то двудольным q-гра-
фом с неупорядоченными долями V и U [2] называется тройка 

(V,U,g),Tneg:VxU^Q. 

Иначе говоря, двудольный цветной граф возникает в результате раскра­
шивания ребер полного двудольного графа в q цветов. Для непустого 
Р С Q множество всех двудольных g-графов, для которых g(V x P ) C P , 
будем обозначать через 3§^{Р). Определения изоморфизма, порожден­
ного подграфа и наследственного класса распространяются на двудоль­
ные цветные графы очевидным образом. Двудольный подграф заданного 
g-графа G, порожденный долями V и U, V, U С V(G), V П U = 0 и удале­
нием всех ребер, принадлежащих одной и той же доле, будем обозначать 
через G {V, U). 

Пусть J T ^ и <3f(q) — произвольные наследственные классы д-графов 
и двудольных g-графов соответственно. Как правило, верхний индекс 
^ в обозначении таких классов будем опускать. Обозначим через Жп 

совокупность g-графов ю 5Г с множеством вершин { 1 , . . . , г а } , а через 
$^ 1 П 2 — множество двудольных g-графов из &, в которых 

V = { 1 , 2 , . . . , n i } , U = {п1 + 1,п1 + 2,...,п1 + п2}. 

Рассмотрим последовательности 
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В [2] и [3] доказано, что если классы J и f бесконечны, то вели­
чины hn(.^) и hnin2(W) монотонно не возрастают (причем hnin2(W) 
монотонно не возрастает по каждому индексу) и существуют пределы 

Ц,Г) = lim К(,Г) и Ь,я{&) = lim Kun,{W), 
п—юо n i ^°° 

называемые энтропиями классов Ж и W соответственно. В частности, 
h{G{M)) = log? \М\ и кя{@{Р)) = log? | P | . 

В [1] было установлено, что при описании области допустимых зна­
чений энтропии наследственных классов обыкновенных графов опреде­
ляющую роль играют классы ^j всех графов, в каждом из которых 
множество вершин можно разбить на i + j секций, среди которых г 
секций порождают полные, a j секций — пустые подграфы, i,j £ Z+. 
Оказалось, что классы <^-, где i -\- j = к, являются минимальными (по 
включению) среди наследственных классов обыкновенных графов с эн­
тропией h = 1 — 1/k, к Е Z+, причем допустимые значения энтропии 
исчерпываются только числами указанного вида. 

После этого в [3] были исследованы специальные фрагментно замкну­
тые классы д-графов, названные композициями наследственных классов 
цветных графов, которые являются обобщением классов ^j на случай 
произвольного числа цветов д. 

Композиции наследственных классов цветных графов определяются 
следующим образом. Пусть для каждой пары (i,j), где 1 ^ г ^ j ^ к 
и к ^ 2, при г = j выбран некоторый бесконечный наследственный 
класс J T " д-графов, а при г ф j — некоторый бесконечный наследствен­
ный класс JT8J двудольных д-графов. Положим JT j4 = ^T8J при лю­
бых i < j . Множество всех выбранных классов обозначим через J T ^ . 
Тогда к-композицией C(3£W) = \\%~ij\\itj=1 наследств енных классов 

q-графов из Ж^ [3] называется совокупность таких д-графов G, что 
множество вершин в G можно разбить на непересекающиеся подмно­
жества Vi,...,Vk (некоторые из них могут быть пустыми) так, что 
G{Vi) £ ЗС", G{Vi,Vj) £ ^ i j при всех i ф j , i,j = J _ , . . . , £ ; . Классы 
J T 1 1 , . . . , J T " называются секциями /г-композиции C{J%^). 

Каждой /г-композиции С( J T ^ ) соответствует симметрическая квад­
ратная матрица Н^ = Н = (/i8J) порядка к, в которой 

h" = h(,ru) и W = кя{3£"), 1фз, i,j = l,...,k, 

называемая матрицей энтропии /г-композиции С( J T ^ ) . Каждая компо­
зиция наследственных классов д-графов определена с точностью до ну­
мерации секций. Поэтому матрица ее энтропии определена с точностью 
до одновременных перестановок строк и столбцов. 
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В [3] установлено, что проблема вычисления энтропии любой компо­
зиции наследственных классов цветных графов сводится к задаче поиска 
максимума квадратичной формы с линейными ограничениями. Точнее, 
справедлива 

Т е о р е м а 1 [3]. 

h (с(^(к))\ = max (F(x) = х т Я х | 1 т х = 1, х ^ 0} , 

где х = {хи...,хк}т, 1 = 1(к) = {l,...,l}Jk), 0 = 0(к) = { 0 , . . . , 0 } ^ ) ; 

а запись х ^ 0 означает, что каждая компонента вектора х неотрица­
тельна. 

Для описания решения полученной задачи квадратичного програм­
мирования в [3] потребовалось ввести понятие регулярных и нерегуляр­
ных композиций наследственных классов g-графов. Пусть Н — матрица 
энтропии /г-композиции С(,^^) наследственных классов g-графов из 
3£(h\ a Q — матрица размера к X (к — 1), в столбцах которой записаны 
векторы произвольного базиса линейного пространства решений урав­
нения 1 т х = 0. Тогда С(^Г(-&-)) называется регулярной к-композицией 
[3], если 

(1) матрица QTHQ является отрицательно определенной (требова­
ние максимальности); 

(2) R~x\ > 0, т. е. каждая компонента вектора R~x\ положительна 
(условие внутренней допустимости). 

Если хотя бы одно из условий (1), (2) не выполняется, то С( JT^-1) назы­
вается нерегулярной /г-композицией. 

Решением указанной выше задачи квадратичного программирова­
ния с линейными ограничениями является 

Т е о р е м а 2 [3]. Энтропия каждой регулярной k-композиции наслед­
ственных классов q-графов вычисляется по формуле 

h ( С ( ^ ) ) ) = 1Тд_п = с т [Я - HQ(QTH QYlQTH] с, 

где с — произвольная точка из Rk такая, что 1 т с = 1, причем у соответ­
ствующей задачи квадратичного программирования имеется единствен­
ная точка максимума 

х° = 1fff1_1
11 = [E(k) - Q(QTHQ)-1QTH] с, 

являющаяся внутренней точкой допустимой области 

& = {xei* | iTx = 1, х^ о} 
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этой задачи. Любая нерегулярная композиция не является минимальньгм 
(по включению) классом среди наследственных классов q-графов с за-
данньгм значением энтропии, энтропия нерегулярной композиции равна 
максимальной энтропии целиком содержащейся в ней композиции с мень­
шим количеством секций. 

Одним из важных следствий из этой теоремы является 
З А М Е Ч А Н И Е 1 (замечание 2 из [3]). Если /i8J = 0 хотя бы для одной 

пары (i,j), i ф j , то C{J%^) — нерегулярная /г-композиция. 
В [2] показано, что область значений энтропии бесконечных наслед­

ственных классов двудольных g-графов исчерпывается только числами 
вида 

О = b g g 1, logg 2, . . . , logg(g - 1), logg q=l. 
Поэтому с учетом замечания 2 из [3] в дальнейшем рассматриваются 
только такие /г-композиции наследственных классов д-графов, что 

h': e { l o g ? 2 , l o g ? 3 , . . . , l o g ? ( g - 1) ,1} , 1ф j , i,j = l,...,k. 

Также в [3] были введены понятия порожденной и порождающей ком­
позиций наследственных классов цветных графов, /г-композиция 

ay 11 oy~l,i-l av~l,i+l av~l,k + l 

Сг(^( k + Щ 
ay-i-1,1 

ari+i,i 

av~i — l,i 

iari+i,i 

-l 

-l 

av~i-l,i+l 

<&~i + l,i + l 

av~i-l,k + l 

<&~i + l,k + l 

ay-k + 1,1 ayk + l,i-l oy~k + l,i+l <ягк + 1,к + 1 

называется композицией, порожденной удалением г-й секции из (к + 1 
композиции 

С(ЗС( к + 1)) 
3tl ОУ~1,к + 1 

/ЯГк + 1,к + 1 аг-к + 1,1 

или просто порожденной композицией, i= 1 , . . . , к-\-1. Класс С(^Г(-&+1-)) 
называется композицией, порождающей к-композицию C{J%^). 

В [3] установлена взаимосвязь между матрицами энтропии компо­
зиций, одна из которых порождается удалением некоторой секции из 
другой (см. формулы (3.1)—(3.8) из теоремы 3 [3]), и доказано, что лю­
бая регулярная /г-композиция порождается удалением одной из секций 
некоторой регулярной (к + 1)-композиции (теорема 5 [3]). 

Основные результаты, полученные в [3], указывают на перспектив­
ность направления, связанного с более детальным изучением регуляр­
ных композиций наследственных классов цветных графов. Целью этой 
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работы является продолжение исследования регулярных композиций. Их 
изучение может дать определенное представление относительно устрой­
ства области допустимых значений энтропии наследственных классов 
g-графов. 

Основными результатами настоящей статьи являются определение 
минимальных по включению наследственных классов среди компози­
ций с заданным значением энтропии, характеризация регулярных 
(к + 1)-композиций с наименьшей энтропией, содержащих заданную ре­
гулярную /г-композицию, определение значений энтропии сложных ком­
позиций, т. е. композиций, хотя бы одна секция которых сама явля­
ется композицией некоторых наследственных классов, а также доказа­
тельство существования в области значений энтропии фрагментно замк­
нутых классов g-графов при g > 2 бесконечного множества точек сгу­
щения. 

Статья построена следующим образом. В § 1 устанавливаются ниж­
няя и верхняя оценки значения энтропии произвольной регулярной ком­
позиции наследственных классов g-графов в зависимости от энтропии ее 
порождающих классов однодольных и двудольных g-графов. В § 2 вво­
дится понятие правильной композиции наследственных классов и дока­
зывается, что каждая регулярная правильная композиция является ми­
нимальным по включению классом среди композиций с заданным зна­
чением энтропии. В § 3 содержится основной результат работы: здесь 
получены необходимые и достаточные условия для регулярности (к-\-1)-
композиций, содержащих заданную регулярную /г-композицию, доказано 
существование и приведена характеризация минимальных по включе­
нию среди таких композиций. В § 4 исследуются сложные композиции 
наследственных классов g-графов и доказывается, что энтропия каждой 
сложной композиции совпадает с энтропией некоторой определенным 
образом связанной с ней композиции с большим числом секций. На­
конец, в § 5 вводятся понятия монотонно возрастающей последователь­
ности наследственных классов g-графов, минимальной верхней границы 
и точки сгущения энтропии и устанавливается, что в области допусти­
мых значений энтропии фрагментно замкнутых классов g-графов при 
g > 2 существует бесконечное множество точек сгущения. 

§ 1. Н и ж н я я и верхняя оценки э н т р о п и и 
регулярных композиций 

В следующей теореме устанавливаются нижняя и верхняя оценки 
энтропии регулярных композиций наследственных классов цветных гра­
фов, зависящие от значений энтропии ее порождающих однодольных 
и двудольных классов. 
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Т е о р е м а 3 . Пусть C ( J T ^ ) — регулярная k-композиция наслед 
ственных классов q-графов из ^ ( k \ Тогда ее энтропия h lC(.^(k^ 
удовлетворяет неравенствам 

max max hag( .JL, ) . 
i=i,...,k \ J ъф] 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Н матрица энтропии композиции 
С(уГ^), а е (*) 
Тогда по теореме 1 при любом i = 1 , . . . , к имеем 

h (с($Г(к))) = max { x T t f х | 1 т х = 1, х ^ 0 } > 

i-ж столбец единичной матрицы порядка к. 

hu, ) т Яе г ' 

причем неравенства выполняются строго, так как точки е лежат на 
границе допустимой области и, следовательно, по теореме 2 не являются 
точками максимума. Из этих неравенств следует нижняя оценка для 
энтропии. 

Докажем справедливость верхней оценки. Пусть 

a= max h{3C"), Ъ = m a x / i ^ 3 t : i j ) . 

Рассмотрим /г-композицию С(^ (-&- )), целиком содержащую С(^Г(-&-)) 
(т. е. JT8J С &гз при любых i,j = 1,...,к) и имеющую матрицу эн­
тропии 

. Ь 

Я 

а Ъ 
Ь а 

Ь Ь 

bl(k)ljk) ~ (Ь ~ а)Е(к)-

Легко видеть, что h ( С(^Г(-&-)) J ^ h ( С(^ (-&- ))). Действительно, если 
х° и у0 — точки из области 9) = {х £ Шк | 1 т х = 1,х ^ 0}, на ко­
торых достигаются наибольшие значения функций х т Нх и х т Н х со­
ответственно, то по теореме 1 и в силу неотрицательности элементов 
матрицы Н имеем 

h (C(JT ( к)- х ° ) т Я х ° <; ( х ° ) т Я х ° <; ( у ° ) т Я у ° = h [C{W{ (ку 

Предположим, что композиция С(^(-&-)) не является регулярной. 
Тогда по теореме 2 имеем 

h (с(^(к))) = h (с(^(к-Г)) h(fy11) = a<h[C(^k>)). 
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Противоречие. Значит, С(^ к)> регулярная композиция. Вычислим 
ее энтропию. Возьмем матрицу Qkx(k-i) = Q, столбцами которой явля­
ются базисные векторы линейного пространства решений уравнения 
1 т х = 0, в форме 

1 
- 1 
0 

0 

1 .. 
0 .. 

- 1 .. 

0 .. 

1 
. 0 
. 0 

-1 

Из отрицательной определенности матрицы 

Q0
THQ0 = -(Ь - а)(Е(к) + l(k)ljk)) 

следует, что а < Ь. Далее вычисляем матрицу 

Я " 1 1 
a + (k-l)blwlM-Ew Ъ — а 

и вектор-столбец 

Я _ 1 1 ( * ) = а+(к-1)Ь-
Теперь по теореме 2 находим, что 

1 а+(к-1)Ь 
h[C{^(k)\ 

l ^ - 1 ^ ) к <ь. 

Отсюда вытекает верхняя оценка для энтропии композиции C{J%^). 
Теорема 3 доказана. 

§ 2. О минимальных по включению композициях 
наследственных классов ц в е т н ы х графов 

Так же как в [1] для наследственных классов обыкновенных гра­
фов, при исследовании фрагментно замкнутых классов цветных графов 
можно поставить две основные проблемы: установить область допус­
тимых значений энтропии этих классов и в множестве наследственных 
классов цветных графов с заданным значением энтропии найти так на­
зываемые минимальные элементы, т. е. классы, являющиеся минималь­
ными по включению. Частично ответ на первый вопрос дает теоре­
ма 2, причем из ее формулировки видно, что энтропия наследственных 
классов g-графов принимает более разнообразные значения по сравнению 
с числами вида 1 — 1/к (она равна отношению некоторых двух многочле­
нов с рациональными коэффициентами не обязательно от рациональных 
энтропии ее порождающих однодольных и двудольных классов). Кроме 
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того, выявлено, что никакая нерегулярная композиция наследственных 
классов g-графов не является минимальным элементом. В этом пара­
графе частично будет получен ответ на вопрос о минимальных по вклю­
чению классах в множестве композиций фрагментно замкнутых классов 
д-графов. 

Композицию С(^Г(-&-)) = | |^r8 J | | f= 1 назовем правильной к-компози-
цией, если JT J J = ff(Mjj), JT8J = 3§{Мц~) при некоторых непустых 
MJJ С Q, Mij С Q, i ф j , г, j = 1 , . . . , к. 

Справедлива следующая 

Т е о р е м а 4. При любом натуральном к ^ 2 каждая правильная ре­
гулярная k-композиция наследственных классов q-графов является ми­
нимальным элементом в множестве k-композиций с соответствующим 
значением энтропии. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть C{!%(k)) = \\^ij\\ij=1 — произвольная 
правильная регулярная /г-композиция наследственных классов JT8J 

g-графов, имеющая матрицу энтропии Н. Рассмотрим любую к-компо-
зицию С(^ (* ) ) = \\fy^\\lj=1, собственно содержащуюся в С(^Г(-&-)), т. е. 
W^ С ^T8J при любых г и j , 1 ^ г, j ^ /г, причем существуют такие 
i°,j°, что ^{°j° С ^{°j°. Положим 

/ i (^ ' 0 j ' ° ) , если г° =j°, 

Покажем, что Ji{&i0'°) < й(^Г г '^°). 
Пусть i° = j " . Так как 'W1 ъ С ?£ъ г , то найдется такое нату­

ральное п0, что W^ г С S^n ъ = ^По(Мг'ого). Тогда в силу монотон­
ного невозрастания последовательности {hn(Wl г ) | n £ N} и того, что 
\0п(М{о{о)\ = |Мг-ог-о|и), имеем 

log |Мг-=г-=|^ - 1 
h {Wl°l°) <; KS^l°l°) ^ ^ щ '- < log, |M,-o,-o| = h ( J T 

Аналогично рассматривается случай г° ф j°. 
Таким образом, матрицу энтропии Н композиции С{%/^) можно 

представить в виде Н = Н — АН, где АН — матрица с неотрицатель­
ными элементами, причем хотя бы один ее элемент положителен. Дока­
жем, что h (С(Й^&))) < h (С( J T ^ ) J. Пусть х° и у0 — точки из области 

f = {х £ R* 1 т х = 1,х ^ 0 } , на которых достигаются наибольшие 
значения функций х т Н х и х т Н х соответственно. Тогда по теореме 1 
получаем, что 

h (C(&WJ) = ( у ° ) т Я у ° = ( у ° ) т Я у ° - ( у ° ) т А Я у ° . 
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Предположим, что С(^к^) — нерегулярная композиция. Тогда из 
доказательства теоремы 2 следует, что точка у0 лежит на границе до­
пустимой области 3). Из регулярности композиции С(^Г(-&-)) вытекает, 
что х° является внутренней точкой из 9). Значит, х° ф у 0 , откуда в силу 
единственности точки х° получаем, что 

h ( с ( ^ ) ) = (у°)тЯу° - (у°)тАЯу° 

^ (у°)ТНу° < (х°)тЯх° = h (с{1%(к) 

Пусть теперь С(^к^) — регулярная композиция. Тогда по теоре­
ме 2 у0 является внутренней точкой из 9, т. е. каждая ее компонента 
положительна. Следовательно, в силу отмеченных свойств матрицы АН 
имеем 

h (С{¥(^)) = ( у ° ) т Я у ° - ( у ° ) т А Я у ° 

<; ( х ° ) т Я х ° - ( у ° ) т А Я у ° < h \С{^{ку)\ . 

Таким образом, вне зависимости от регулярности композиции С(^(-&-)) 
справедливо неравенство h(C{^^)\ < h lC(^(ky)j. Отсюда заклю­
чаем, что класс С(^^) является минимальным элементом среди 
/г-композиций с заданным значением энтропии. Теорема 4 доказана. 

§ 3 . О минимальных по включению регулярных 
(к + 1) -композициях, с о д е р ж а щ и х з а д а н н у ю 

р е г у л я р н у ю fc-композицию 

При изучении регулярных композиций наследственных классов цвет­
ных графов можно поставить вопрос о том, как устроены минимальные 
по включению регулярные (к + 1)-композиции, содержащие заданную 
регулярную /г-композицию. В этом параграфе приводится частичная 
характеризация таких (к + 1)-композиций. 

Следующая теорема представляет собой критерий регулярности 
(к + 1)-композиции, содержащей заданную регулярную /г-композицию. 

Т е о р е м а 5. Пусть Н — матрица энтропии регулярной к-композиции 
тт к 

С(^(кУ) наследственных классов q-графов из 3?(h\ а Н — , т , — 

матрица энтропии (к-\-1)-композиции С( JT^-1-1)), порождающей С( J T ^ ) . 
Тогда для того чтобьг С( JT^"1"1-1) являлась регулярной композицией, не­
обходимо и достаточно выполнение неравенств 

1 т Я " 1 Ь - 1 > 0 , Ь т Я - 1 Ь - / г > 0 , 
( ^ Я ^ Ь - h)H~ll - ( 1 Т Я " 1 Ь - l)H~lh > 0. ' ' 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Необходимость выполнения указанных нера­
венств непосредственно следует из формул (3.3) и (3.6) теоремы 3 из 
[3], устанавливающей взаимосвязь между порожденной и порождающей 
композициями. Докажем, что выполнение этих условий достаточно для 
регулярности композиции С( JT^"1"1-1). 

Используя представление 

Н 1 
1 

bTH-th-h 
iJH^h - /г)Я"11 - ( 1 Т Я" 1 Ь - l j t f - 1!! 

1 т Я " 1 Ь - 1 

теоремы 3 из [3], заключаем, что выполнение неравенств (3.1) обусло­
вливает внутреннюю допустимость композиции С(JT^"1"1-1). Убедимся, 
что из (3.1) также следует выполнение условия максимальности. 

В качестве матрицы Q(kx(k-i)), столбцами которой являются коор­
динаты базисных векторов линейного пространства решений уравнения 
1 т х = 0, возьмем определенную ранее матрицу Q0. Тогда 

Q (0 + l)xfc) Q0 
Q0 e1 

0 Т - 1 

где 0 = Ofk-i), a e1 = ejk) = { 1 , 0 , . . • , 0 } m . Отсюда (*)" 

Q0HQ0 
QlEQo 

{Не1 - h ) T g c 

QjiHe'-h) 
,1\T 7T„1 He1 -2(e1)Th + h 

Вычислим det(Q0 HQ0) как определитель блочной матрицы: 

d e t ( Q ^ # Q 0 ) = det(QjHQ0) 
X [ ( ( e 1 ) 1 ^ 1 - 2 ( e 1 ) T h + h) - (He1 - h ) T Q 0 ( Q ] H Q 0 ) - l Q ] ( H e 1 - h)] 

= det(QjHQ0) 
X { ( Я е 1 - h ) T [ Я " 1 - QoiQjHQ^Qj] (He1 - h) - (b^H^h - h)} 

= det(QjHQ0) 
X {(H-'h - ev)T [H - HQ^QjHQ^QjH] ( t f ^ h - e1) 

- (l^H^h-h)}. 

tf-ih-e1 

Применяя соотношение (2.7) из [3] при с 

det(Q0HQ0) = det(Q]HQ0)x 

1 т Я - 1 Ь - 1 ' 

^H-'h-l? 

получим 

1 Т Я - 1 ! 
h ' t f ^ h - Z i ) 

det^H
1
(^o) [(1тя-11)(ьтя-1ь -h)- (Гя^ь - i)2] 
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Домножая третье (векторное) неравенство из (3.1) слева на строку 
1 Т , обнаруживаем, что 

( 1 Т Я - 1 1 ) ( Ь Т Я - 1 Ь -h)> ( 1 Т Я " 1 Ь - I ) 2 + ( 1 Т Я " 1 Ь - 1), (3.2) 

т . е . выражение в квадратных скобках положительно. Отсюда и из отри­
цательной определенности матрицы QjHQ0 следует, что Q0 HQ0 также 
является отрицательно определенной матрицей. Значит, С(^Г(-&+1-)) — 
регулярная (к + 1)-композиция. Теорема 5 доказана. 

З А М Е Ч А Н И Е 2. Использование теоремы 5 позволяет получить более 
простое доказательство теоремы 5 из [3]. 

Эта теорема утверждает, что любая регулярная к-композиция на­
следственных классов q-графов порождается удалением одной секции 
из некоторой регулярной (к + X)-композиции. 

Н h 
Действительно, если Н и Н h матрицы энтропии ре­

гулярной /г-композиции С(^Г(-&-)) и ее порождающей (к + 1)-композиции 
C(r^(k+iyj соответственно, то нетрудно видеть, что при h = 1 и при 
любом 0 ^ h < 1 неравенства (3.1) выполняются 

l^H^h -h = 1 Т Я " 1 1 - h > 1 Т Я " 1 1 - 1 = ——Х— - - 1 > 0, 
h С(^(кУ) 

(hTH~1h - / г )Я" 1 1 - ( 1 Т Я " 1 Ь - 1 ) Я _ 1 Ь 
= ( 1 Т Я " 1 1 - / г )Я" 1 1 - ( 1 Т Я " 1 1 - 1 ) Я _ 1 1 = (1 - / г )Я" 1 1 > 0. 

Следовательно, С(^Г(-&+1-)) является регулярной композицией. 
З А М Е Ч А Н И Е 3. Неравенство h T H ~ 1 h — h > 0 является следствием 

неравенств 

1 т Я " 1 Ь - 1 > 0 и ( Ь т Я - 1 Ь - / г ) Я - 1 1 - ( 1 Т Я " 1 Ь - 1 ) Я " 1 Ь > 0. 

Справедливость этого утверждения непосредственно вытекает из 
формулы (3.2). 

С л е д с т в и е 1. Для регулярности (к-\- V)-КОМПОЗИЦИИ С(^(к+1У), по­
рождающей регулярную к-композицию С(^^), необходимо и доста­
точно выполнение неравенств 

1 т Я " 1 Ь - 1 > 0 и ( Ь т Я - 1 Ь - / г ) Я - 1 1 - ( 1 т Я - 1 Ь - 1 ) Я - 1 Ь > 0. (3.3) 

С л е д с т в и е 2. Если Н Н h 
h T h матрица энтропии регуляр­

ной (к + 1)-композиции С(^(к+1У), порождающей регулярную 
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k-композицию C{J%^) с матрицей энтропии Н, то величина hTH 1h 
удовлетворяет неравенствам 

' 1 Т Д " Ы ' - 1 < 1 . т * - 1 . < < £ » (3.4) 1ТН-П ^ 1ТН-П 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДЛЯ обоснования верхнего неравенства из фор­

мулы (3.4) воспользуемся положительностью величины lTH~1h, регу­
лярностью композиции С(^Г(-&-)) и теоремами 1 и 2, а именно 

iTtf"1!! = (H-'hVHiH-'h) = (^H-'h) tf^h \ т 
Л Т Я - ! Ь 

<; (1 Т Я" 1 Ь) 2 max { х т Я х | х G Шк, 1 тх = 1} 

Я 1 Т Я-!Ь 

^ Я ^ Ь ) max 

; 1 т я Л ) 2 / 1 с ( г ( 

{ х т Я х | х ^ 0 , 1 т х = 1} 
И Т Я - 1 ^ 2 

(*)• 
1ТН-П 

Докажем теперь нижнее неравенство. Домножая слева векторное 
неравенство 

(hTtf-1!! - h)H~ll - (1 Т Я" 1 Ь - l)H~l\i > О 
на матрицу Н, элементы которой неотрицательны и в каждой строке 
которой есть положительные элементы, получим 

( h ^ ^ h - h)l - (1 Т Я" 1 Ь - l )h > 0. 
Из данных неравенств следует, что скалярное произведение их левых 
частей положительно, т. е. 

(iTtf-1!! - / г)2(1 тЯ"11) - 2(ЬТЯ" 1Ь - / г)(1 тЯ" 1Ь - 1)(1ТЯ"1Ь) 
+ ( 1 Т Я - 1 Ь - 1 ) 2 ( Ь Т Я - 1 Ь ) > 0 . 

Отсюда 

( Ь т Я - 1 Ь - / г ) ( 1 т Я - 1 1 ) 'iJH^h-h) 
^H-'h) 1 

1ТН-Ч 
+ h(lTH-1h-lf > О, 

следовательно, 

Ь Т Я " 1 Ь > '^н-'ъ.) 1 h 
1ТН-Ч 1ТН-Ч 

Согласно формуле (3.7) из [3] имеем 

1ТН~11 lTH-l\v) 1 
bJH^h-h 

l ' t f " 1 ! bTH-th-h 
ГЦ-1! 1 

> 0. 
h I C( J T ^ 1 ) ) 

Это обосновывает справедливость нижнего неравенства из (3.4). След­
ствие 2 доказано. 

Далее установим существование и дадим характеризацию минималь­
ных по включению регулярных (/г + 1)-композиций, целиком содержащих 
заданную регулярную /г-композицию. 
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Т е о р е м а 6. Регулярные (к-\- 1)-композиции с наименьшим возмож­
ным значением энтропии, целиком содержащие заданную регулярную к-

-77 Н h 
композицию, существуют. Кроме того, если h = h матрица 

энтропии регулярной (к + 1)-композиции С(^^к+1У), порождающей ре­
гулярную композицию С(^^кУ) с матрицей энтропии Н, то для того 
чтобьг С(^^к+1У) имела наименьшую возможную энтропию среди всех 
композиций, порождающих С( JT^-1), необходимо, чтобы h = 0. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Существование регулярной (к + 1)-композиции 
C(r^(k+iyj, порождающей /г-композицию С(^^кУ), непосредственно вы­
текает из теоремы 5 [3]. Рассмотрим (к + 1) -КОМПОЗИЦИЮ О ( ^ЛУ* К 

порождающую С(^Г(-&-)) и имеющую матрицу энтропии 

Я h 
h T 0 

Легко проверить, что из регулярности композиций C{S£^ 
и С(.^У(к+1^) следует выполнение условий (3.3) для композиции С (Ж* 
Действительно, 

1 Т Я " 1 Ь - 1 > 0, ( Ь Т Я - 1 Ь ) Я " 1 1 - ( 1 Т Я " 1 Ь - 1 ) Я _ 1 Ь 
= (hTH~1h - / г )Я" 1 1 - ( 1 Т Я " 1 Ь - 1 ) Я _ 1 Ь + hH-1! > 0. 

Значит, ПО е Л в Д е Т В И Ю 1 С ( ^ЛУ^ 

формуле (3.8) из [3] имеем, что 
1 1 

Я 

- регулярная композиция. Тогда по 

1 т Я " 1 Ь - 1 ) 2 

h(C(,r}K+l>) O+i)-

> 
1 

h (с(1г(кУ 
'lTH-l\Y-lf 
bTH-th-h 

1 

h[C(^(k+iy) 

Таким образом, h (c{^k+l))\ <: h (с{ЗИУ(к+1У)\. 

Теперь среди всех регулярных композиций С(.$У* 
Н h 
h T О 

матрицу энтропии Н 
имеющих 

, выберем такие, для которых вели-
'lTH-l\i-l) 

чина принимает минимальное возможное значение в за-
висимости от вектора h. Это значение существует, так как компоненты 
вектора h являются элементами конечного множества {log 2,log 3 , . . . , 
log (q — 1), 1} (см. введение). Очевидно, что энтропия именно этих ком­
позиций является наименьшей среди энтропии всех регулярных (к + 1)-
композиций, порождающих С(^^кУ). Теорема 6 доказана. 
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З А М Е Ч А Н И Е 4. Из теоремы 4 и доказательства теоремы 6 можно 
установить, как устроены некоторые минимальные по включению ре­
гулярные (к + 1)-композиции, порождающие заданную регулярную 
/г-композицию. 

Действительно, из всех регулярных (/г + 1)-композиций, построенных 
при доказательстве теоремы 6, выберем правильные композиции. Тогда 
по теореме 4 они являются минимальными по включению элементами 
среди композиций с заданным значением энтропии. 

Отметим, что пока нельзя исключать и возможность существования 
неправильных композиций, являющихся минимальными по включению 
элементами среди регулярных (к + 1)-композиций, порождающих задан­
ную регулярную /г-композицию. 

Я h° 
_ :ь°)т о 

гулярной композиции С(.^о ) , имеющей наименьшую возможную эн­
тропию среди всех (к + 1)-композиций, порождающих регулярную 
k-композицию С(^Г(-&-)), то вектор h° удовлетворяет условиям h° £ &, 
где 

^ > = { h | 1 т Я " 1 Ь - 1 > 0 , ( Ь т Я - 1 Ь - / г ) Я - 1 1 - ( 1 т Я - 1 Ь - 1 ) Я " 1 Ь > 0 , 

V'k+1 £ {logg 2,log? 3 , . . . , log?(g - 1), 1}, j = 1 , . . . , k) , 

и 
. ( 1 т Я " 1 Ь - 1 ) 2 ( 1 т Я - 1 Ь ° - 1 ) 2 

mm 

С л е д с т в и е 3 . Если Н матрица энтропии ре-

Т е о р е м а 7. Пусть Н матрица энтропии регу-

ъёя h T t f - i h (h.oyH-lh.<> ' 
Еще одну характеризацию регулярных (к + 1)-композиций с наи­

меньшим возможным значением энтропии, содержащих заданную регу­
лярную /г-композицию, дает 

Я h° 
~ > ° ) т О 

лярпой композиции С(.^о ) , имеющей минимально возможную эн­
тропию среди всех (к + 1)-композиций, порождающих регулярную 
к-композицию C{J%^). Тогда при любом таком векторе h высоты к 
с компонентами из множества {log 2, log 3 , . . . , log (q — 1), 1}, что h ^ h° 
и h ф h° , (k + 1)-композиция C(^i-k+1^) с матрицей энтропии Н = 

Н Ъ. . , ^ 
, т ие является регулярной, т. е. h ^ £Ж. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть A h = h° - h, Д Я = Н - Я . По условию 
A h ^ 0, A h ф 0. Обозначим через х° и х* точки из области 

9 = {х £ Rk+1 | 1 т х = 1 , х ^ 0} , 



94 С. В. Сорочан 

на которых достигаются наибольшие значения функций х Я х и х Нх 
соответственно. 

Предположим, что (к + 1)-композиция С( JT^"1"1-1) является регуляр­
ной. Тогда по теореме 2 каждая компонента вектора х* строго положи­
тельна. Следовательно, пользуясь теоремой 1, получаем, что 

h (C(^(k+iy)) = ( х * ) т Я х * = (х*) т Я°х* - ( х * ) т А Я х * 

к 
<: ( х ° ) т Я ° х° - 2х*к+1 Y, x*Ahs < h (С(^к+1У 

Это противоречит тому, что С(^"0 ) имеет наименьшую возможную 
энтропию среди всех композиций, порождающих С( JT^-1). Следователь­
но, С(^Г^ + 1 ^) не является регулярной композицией, т. е. h ^ &. Тео­
рема 7 доказана. 

§ 4. О с л о ж н ы х композициях 
наследственных классов 

/г-композицию наследственных классов g-графов (к ^ 2) будем назы­
вать сложной композицией, если хотя бы одна секция, ее порождающая, 
является композицией некоторых наследственных классов. Следующая 
теорема устанавливает взаимосвязь между сложной регулярной компо­
зицией и некоторой определенным образом связанной с ней композицией 
с большим числом секций. 

Т е о р е м а 8. Пусть 

С{ЗС( k + l)) 

X21 
X12 

X22 

av~lk 
ay-'Zk 

ar~l,k + l 
ЯУ-2,к + 1 

% к! JT к'2 % кк % к,к + 1 

% fc + 1,1 JT fc + 1,2 JT к + 1,к % к + 1,к + 1 

регулярная (к + 1)-компознция наследственных классов q-графов, (к-\-1)-я 
секция которой сама является регулярной m-композицией наследствен­
ных классов: 

#y-k + l,k + l __ rU(W(m)\ 
w11 

w21 

ay mi 

W12 . 
g/22 

y r a 2 

Otflm 
<jy2m 

(jymm 
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Тогда класс q-графов 

С ((St(k+1\{Stk+1'k+1}) U &(т) 

St11 

St21 
St12 . 
X22 . 

ay-Ik 

or Ik 

av~l,k + l 

ay-'2,k + l 

av~l,k + l 

ay-'2,k + l 

av~l,k + l 

ay-2,k + l 

St k\ St k2 St kk qy~k,k + l ar~k,k + l qy~k,k + l 

ay-k + 1,1 

ay-k + 1,1 

ay-k + 1,2 

ay-k + 1,2 

qy~k + l,k 

ay~k + l,k 
&11 

w21 <w12 
qt/12 

auim 

<7j/2m 

ЯУ"к + 1,1 тг"к + 1,2 ЯУ"к + 1,к (Шт\ (Шт2 (Штт 

является регулярной (к + т)-композицией, энтропия которой равна эн 
тропии композиции C(St(k+1)). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть Я, (*) Я и Я, О) я матрицы эн­
тропии /г-композиций C(St^) и С(^(-&-)) соответственно (композиция 
C(St^) порождается удалением (к + 1)-й секции из С( JT^"1"1-1)), h ^ = 
h — вектор-столбец, j '-я координата которого равна h:>'k+1 = hag(St:>'k+1), 
j = l,...,k, h = h (С(^к+1У) > 0, 1 4*) 1, 1 (m) 1, 1 (k-\-m) 1, 

0(fc) — 0, 0(m) — 0, Q(k+m) 0, e ^ P i P i _ p i 

Представим матрицу энтропии Н(к+т^ = Я композиции 

С ((St(k+1\{Stk+1'k+1}) U ̂ ( т ) ' 

в блочном виде: 

Я Я 
Я 

Докажем, что матрица Я удовлетворяет условиям максимальности 
и внутренней допустимости. 

Пусть Q s x( s_!) — матрица размера s X (s — 1), столбцами которой 
являются векторы произвольного базиса линейного пространства, зада­
ваемого уравнением l(~s)X(s) = 0. Положим Q = Qkx(k-i), Q = Qmx(m-i)-
Возьмем матрицу Q(k+m)x(k+m-i) в форме 

Q 
Q О 
О Q 

Тогда Q HQ = 
QTHQ О ̂  

О QTHQ 
[He1-h)TQ ((Ьте1)1-Яё1)тд 

_ дт(Яе1-Ь) 
дт((ьте1)1-яё1; 

(е1)ТПе1-2ЪТе1 ; п т Не1 
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Легко видеть, что подматрица 

QTHQ О ^ 
О QTHQ 

этой матрицы является отрицательно определенной. Следовательно, для 
того чтобы доказать отрицательную определенность матрицы Q HQ, 
достаточно убедиться, что signdet(g HQ) = ( — \^к+т~1. 

Вычислим det(Q HQ) как определитель блочной матрицы: 

det(Q # Q ) = det(Q' #Q)de t (Q ' HQ) 

((е'УНе1 - г ^ е 1 + (е1)'7 Не1) - (Не1 - h)T Q(QT HQ)~1QT (He1 - h) 

-((^е1)! - яё1)тд(дтяд)-1дт((ьте1)1 - Не1)]. (4.1) 
tf^h-e1 

Применяя соотношение (2.7) из [3] при с 

и учитывая, что QT1 = 0, получим 

(Яе 1 - h)TQ(QTHQ)-1QT(He1 - h) 

1 т Я " 1 Ь - 1 и с 

((^е1)! - He1)TQ(QTHQ)-1QT((hTe1)i - Не1) 
: {(hTH~1h - г ^ е 1 + (е'УНе1) 
(н^ъ - е1)"1"̂  - яд(дтяд)-1дтя](я-1ь - е1)} 

i'VHe1 ; i \ T [H-HQ(QTHQ)-1QTH](e1 

( (е 1 ) т Яе 1 - г ^ е 1 + (ev)TНе1' 
1 Т Я " 1 Ь - 1) 

1Тн-п 
1 

Поскольку С(?У( т)) 
iTH-n< 

регулярная композиция, то по теореме 2 

1 

(4.2) 

h (C(?y(m))) =h 
1ТН-Ч 

Учитывая это и подставляя (4.2) в (4.1), получим 

det(Q HQ) 

= det(gTHQ) det(gTHQ) 1 Т Я " 1 Ь - 1) 
1 Т Я - 1 ! 

det(gT#g)det(gT#g) Ь ' Я - 1 ! ! - / * 
1 Т Я-!1 f F ' l 

Vrt-fc) 
( 1 т Я ~ 1 Ь - 1 ) 2 

" bTH-th-h 
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Так как С(^^к+1^) — регулярная композиция, то по формулам (3.3) 
и (3.7) из [3] 

ьтя-41-л>о, 1тя-Ч - ^ " l h - У = — - 1 - > i . 

Следовательно, 

s i g n d e t ( Q T # Q ) = - s i g n d e t ( Q T # Q ) s i g n d e t ( Q T # Q ) 
/ 1 ~\* — I f i \ m — 1 / i \ fc+m — 1 

т. е. матрица Н удовлетворяет требованию максимальности. Покажем, 
что для нее выполняется также и условие внутренней допустимости. 
Для этого рассмотрим блочное представление матрицы Н . Можно 
проверить, что 

н~1 = 
тт_х (1тя-11)я-1ььтя-1 я-1ь1тя-1 

н ( 1 Т Я " 1 1 ) ( Ь Т Я - 1 Ь ) - 1 ( 1 Т Я - 1 1 ) ( Ь Т Я " 1 Ь ) 1 

н-Ч^н-1 ~_1 (ьтя-1ь)я-111тя-1 

л ( 1 Т Я " 1 1 ) ( Ь Т Я - 1 Ь ) - 1 ( 1 Т Я " 1 1 ) ( Ь Т Я - 1 Ь ) - 1 
(4.3) 

причем по формуле (3.3) из [3] 

( 1 Т Я - 1 1 ) ( Ь Т Я - 1 Ь ) - 1 = h\vTH-l\v -h)>0. 

Представление (4.3) является обобщением соотношения (3.4) из [3]. По­
множая (4.3) справа на столбец 1, получим 

( 1 Т Я " 1 1 ) ( Ь Т Я - 1 Ь ) - 1 

1 Т Я - 1 1 ) ( Ь Т Я - 1 Ь ) - 1 Я " 1 ! - ( 1 Т Я " 1 1 ) ( 1 Т Я - 1 Ь - l j t f - 1!! 

( 1 Т Я - 1 Ь - 1 ) Я " 1 1 

(4-4) 
Поскольку С(^Г(-&+1-)) и С(^ (- т- )) — регулярные композиции, то, ис­

пользуя формулы (3.1) и учитывая связь h = l / ( l T i 7 _ 1 l ) , получаем, 
что 

1 Т Я - 1 1 ) ( Ь Т Я - 1 Ь ) - ll Н-1! - ( 1 Т Я - 1 1 ) ( 1 Т Я - 1 Ь - l)H~l\v 

= ( l T i f - 1 l ) [{\vTH-l\v - h)H~ll - ( 1 Т Я " 1 Ь - ^ t f ^ h ] > О, 



98 С. В. Сорочан 

( 1 Т Я " 1 Ь - l j t f - 1 ! > 6. 

Тогда из (4.4) следует, что Н 1 > 0, т. е. матрица Н удовлетворяет 
условию внутренней допустимости. 

Значит, С((^(к+1'>\{.З^к+1'к+1})и'¥(тУ) является регулярной компо­
зицией. 

Осталось показать, что 

h (c{{H{k+l)\{^k+l'k+l}) U &{тУ)\ = h (c{H{k+l))\ . 

Действительно, домножая (4.4) слева на строку 1 и применяя соотно­
шение (3.8) из [3], получим 

1 /h ( с ( ( . Г ( * + 1 ) \ { . Г * + 1 ' * + 1 } ) U &{тУ)\ 

I'FT=№i-№i- а-я-h-i) г Т - F F - l -

;1тя-11)(ьтя-1ь)- i 
iTg"i-(hT

Trhh:1/=i/"(g'yw)) 
Теорема 8 доказана. 

§ 5. М и н и м а л ь н ы е верхние границы 
и точки сгущения э н т р о п и и 

наследственных классов ц в е т н ы х графов 

Пусть {^(1\ЗГ(2\...,ЗГ(к-1\ЗГ(к\ЗГ(к+1\..:} — некоторое се­
мейство бесконечных наследственных классов g-графов. Фрагментно 

оо 
замкнутый класс JT* = \J Х^ назовем минимальной верхней грани-

к = 1 

цей последовательности Ж^1\ ХУ^2\ . . . , 3?(h\ ... 
Будем говорить, что последовательность |^Г(&) : к £ N} фрагментно 

замкнутых классов монотонно возрастает, если 

JT1-1-1 С JT1-2-1 С • • • С JT^-1-1 С JT^-1 С Jr^-1-1"1 С . . . 

Монотонно возрастающую последовательность {$У(к\к £ N} назо­
вем нетривиальной, если 

h{ЗГ(1У) < к{.^{2У) <•••< h{3C^) <•••< h(3t*). 

Минимальную верхнюю границу нетривиальной монотонно возрас­
тающей последовательности наследственных классов g-графов также 
будем называть нетривиальной. 
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Поскольку последовательность значений энтропии классов нетриви­
альной монотонно возрастающей последовательности монотонно не убы­
вает и ограничена сверху, она сходится. Значение h* = /i( JT*) энтропии 
нетривиальной минимальной верхней границы JT* назовем точкой сгу­
щения, если оно совпадает с пределом последовательности h(^^) при 
к -> ос: h{3C*) = lim h(ЗС^). 

к^со 
Из данных определений, а также из основного результата работы 

[1] следует, что в области значений энтропии наследственных классов 
обыкновенных графов существует единственная точка сгущения h* = 1, 
которой соответствует только одна нетривиальная минимальная верх­
няя граница — класс всех 2-графов ^ 2 ) . Действительно, рассматривая 
упомянутые во введении классы ^ ,-, обнаруживаем, что 

©0,1 С ©0,2 С • • • С &0,к С • • • С № \j &a,ki 
k=i 

0 < 2 < 
1 1 , / 1-

< 1 - - < - - - < 1 = lim 1 - т-
К к^со \ К, 

Убедимся, что при q > 2 имеется заведомо большее количество как 
нетривиальных минимальных верхних границ, так и точек сгущения 
энтропии. Начнем с более простых примеров. 

Для произвольного непустого множества М С Q, \М\ = т рассмот­
рим классы @(М) и £$(М), определенные во введении. Вспомним, что 
h(ff(M)) = logg то, ]гм(ЩМ)) = logg то. Справедлива 

Л е м м а 1. При 2 ^ \М\ = то ^ q каждый класс @(М) является 
нетривиальной минимальной верхней границей; соответственно каждое 
значение вида log то, то = 2 , . . . , q является точкой сгущения энтропии. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Д Л Я каждого к = 2 , 3 , . . . рассмотрим к-компо-
зицию 

С(к\а,М) 

М М ) 

мм) еа 

ЩМ) 
ЩМ) 

где a £ М. 

щм) щм) ... еа 
Матрица энтропии этой композиции равна 

Я = logg то (l(fc)ljfe) ~ Е(к)) . 

Легко убедиться, что при Q = Q0 матрица 

QjHQ0 = - logg m ( l ( J : _ i ) l T
t _ 1 ) + Е(к_Г)) 
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является отрицательно определенной, а 

1 Я " 1 

log m V к — 1 

1(Ю11к) . -, log. m 
Е(к)), Н-11 = - ^ - 1 > 0 , к-\ 

т. е. каждая композиция С-кЦа, M) является регулярной и ее энтропия 
равна 

h {CV°\a, M)) = j^pii ={1~1) lo^ m ' к = 2,3,... 

Очевидно, что 
со 

\JC(k\a,M) = 6{M), 
к = 2 

h(0(M)) = lim h (С(к\а, M)) = loga то. 

Лемма 1 доказана. 
Отметим, что если \М\ = q, то @(М) — это класс всех д-графов; 

ему соответствует точка сгущения энтропии h* = 1. 
Определим теперь количество точек сгущения в области значений 

энтропии наследственных классов д-графов. Ответ на поставленный во­
прос дает 

Т е о р е м а 9. В области допустимых значений энтропии фрагментно 
замкнутых классов q-графов при q > 2 существует бесконечное мно­
жество точек сгущения. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . При любом k ^ 2 рассмотрим произвольную ре­
гулярную (к + 1)-композицию 

С*{Ж(к+1),М) 

(к + 1)-я секция которой есть класс @(М), причем 2 ^ \М\ ^ q — 1 
(т. е. 0 < h(&(M)) < 1), а /г-композиция, порожденная удалением из нее 
класса @(М), регулярна (из доказательства теоремы 5 [3] следует, что 
такая композиция существует). Возьмем любое a £ М и рассмотрим мо­
нотонно возрастающую последовательность композиций {С(^^к'т\ М) | 

ir11 . 

atrki 

ЯУ-к + 1,1 

OV~\k 

Otrkk 

ОУ~к + 1,к 

ау~1,к + 1 

Я>Гк,к + 1 

G(M) 
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т £ Н } , в которой 

С{Ж(к'т\М) 

Ж11 

Я¥~к1 

/ЯГ к+ 1,1 

ЯУ-к + 1,1 

% Ik <яг!,к + 1 <яг!,к + 1 

оукк ОУ~к,к + 1 ОУ~к,к + 1 

ЗГк+1>к ба . . . ЩМ) 

grk+i,k f ( M ) . . . еа 

По построению имеем 
со 

с*(3г(к+1\м)= (J с(3г(к'т\м), 
m = l 

т. е. класс С*(^^к+1\М) является минимальной верхней границей для 
последовательности {С(^^к'т\М) \ т £ N}. 

Каждому классу С{^<-к,т\ М) поставим в соответствие (к-\- 1)-ком-
позицию 

С(ЗГ(к+1\М,т) = 

зс11 

ir21 

ОУ~к1 

/Яг~к + 1,1 

(к + 1)-я секция которой 

r^k+i,k+i = с({0а,&(М)}, 

зс 12 

ОУ~22 

/Яг~к2 

/Яг~к + 1,2 

т) = 
ЩМ) 

ЩМ) 

/аг!к 
/Яг~2к 

а>гкк 

ay~k + l,k 

ЩМ) .. 

ЩМ) .. 

Яу~1,к + 1 

/Яг~2,к + 1 

ау~к,к + 1 

ОУ~к + 1,к + 1 

. ЩМ) 

. ЩМ) 

0а (т) 

является то-композицией. Покажем, что С(,^^к+1\ М, то) — регулярная 
композиция. 

Пусть Л"(д.) = Н — матрица энтропии композиции С(^^) = 
\\S^lJ \\к -=1, полученной удалением (к + 1)-й секции из C*(,^^k+l\ M ) , 
h(fc) = h — вектор-столбец, j '-я координата которого равна h:>'k+1 = 
hsg(,r^k+1),j = l,...,k, h = h(0(M)) = logq\M\. 

По лемме 1 S^^+1'k+1 — регулярная композиция, причем h(S^^+1'k+1) = 
(1 — l/m)h. Следовательно, матрица энтропии Л ^ + 1 ) = Н композиции 
С(3^(к+1\М,т) имеет вид 

Я h 
h T (1 - l/m)h 
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Так как С*(^^к+1\ М) — регулярная композиция, то по формулам (3.1) 

1 т Я " 1 Ь - 1 > 0 , Ь т Я - 1 Ь - / г > 0 , 
{\iTH-l\i - h)H~ll - ( 1 Т Я " 1 Ь - ^ t f ^ h > 0. 

Легко видеть, что в силу регулярности композиции С(^Г(-&-)) анало­
гичные соотношения выполняются и для класса C(,^^k+l\ M, то). Дей­
ствительно, 

1 т Я " 1 Ь - 1 > 0 , Ь т Я - 1 Ь - ( 1 - l/m)h> О, 

(hTtf- 1 ! ! - (1 - 1/то)/г)Я"11 - ( 1 Т Я " 1 Ь - l j t f"1!! 

= Uh'H-'h - h)H~ll - ( 1 Т Я " 1 Ь - l)H~lh\ + -H~ll > 0. 
то 

Следовательно, по теореме 5 C(,^^k+l\ M, то) — регулярная компо­
зиция. Так как класс ^^+1'к+1 = C({ffa, £$(М)}, то), порождающий ее 
(/г + 1)-ю секцию, является регулярной то-композицией, то по теореме 8 
(к + то)-композиция С(^^к'т\ М) также регулярна, причем 

1 1 

h (c(^(k'm\M)) h (с(ЗГ<-к+1\ М, то)) 

Г Я 1 = 1 Т Я ~ 1 1 - , T r
v ~ " " — ^ ^ т - (5-1) 

_ T ^ - I ^ , т „ , . (^H-'h-l) 
Ь т Я - 1 Ь - ( 1 - 1/то)/г' 

Найденные значения h ( С(^Г(-&,т-), М ) ) , очевидно, не совпадают 
между собой при различных значениях то. Следовательно, класс 
С*(^(к+1\М) является нетривиальной минимальной верхней границей 
монотонно возрастающей последовательности {С(^^к'т\М) | то £ N}. 

Применяя теорему 2 и соотношение (3.7) из [3], находим, что 

/г(с*(^г(&+1),м)) 

Сравнивая (5.1) и (5.2), заключаем, что 

1г(с*($Г(к+1\М)) = lim / i f c ( 5 ? ( J ; ' m ) , M ) ) , 

т. е. значение h*k+1 = h lC*(^(k+1\M)j является точкой сгущения эн­
тропии. 
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Убедимся, что существует бесконечно много таких значений. Для 
этого рассмотрим монотонно возрастающую последовательность ре­
гулярных композиций {С*( Jr(-&+r-), М) | г £ N}, в которой 

С*{Ж(к+г\М) 

Ж11 

ЯУ-к + 1,1 

a>rk+r,i 

% Ik % 1,к + 1 

ОУ~кк ОУ~к,к + 1 

ЯУ~к+г,к ЯУ~к+г,к + 1 

% 1,к+г 

Oi^k^+r 

Otrk + l,k+r 

G{M) 

причем 2 ^ \М\ ^ q — 1, а композиция С( JT^-1), порожденная удалением 
из нее последних г секций, является регулярной (существование такой 
последовательности вытекает из доказательства теоремы 5 [3]). В силу 
регулярности по формуле (3.8) из [3] энтропии любых двух соседних 
членов этой последовательности не совпадают. С другой стороны, по 
доказанному каждый класс из данной последовательности является не­
тривиальной минимальной верхней границей некоторой монотонно воз­
растающей последовательности {С(^'•к+г~1,т\ М) \ т £ N}, причем 

lim h(c($r(k+r-1'm),M)) =h(c*{^(k+r\M) 

Поэтому множество значений {h(C*(^^k+r\ М)) \ г £ N} энтропии клас­
сов С*(^(к+Г\ М), г £ N образует бесконечное множество точек сгуще­
ния. Теорема 9 доказана. 

Таким образом, в статье 

• установлены нижняя и верхняя оценки значения энтропии произ­
вольной регулярной композиции наследственных классов д-гра-
фов в зависимости от энтропии ее порождающих классов одно­
дольных и двудольных д-графов; 

• введено понятие правильной композиции наследственных клас­
сов и доказано, что каждая регулярная правильная композиция 
является минимальным по включению классом среди компози­
ций с заданным значением энтропии; 

• найден критерий регулярности (к + 1)-композиций, содержащих 
заданную регулярную /г-композицию, доказано существование 
и приведена характеризация минимальных по включению среди 
таких композиций; 
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• исследованы сложные композиции наследственных классов 
g-графов и доказано, что энтропия каждой регулярной слож­
ной композиции совпадает с энтропией некоторой определенным 
образом связанной с ней регулярной композиции с большим чис­
лом секций; 

• введены понятия монотонно возрастающей последовательности 
наследственных классов g-графов, минимальной верхней грани­
цы и точки сгущения энтропии и установлено, что в области 
допустимых значений энтропии фрагментно замкнутых классов 
g-графов при g > 2 существует бесконечное множество точек 
сгущения; данный результат существенно отличается от ситуа­
ции при q = 2. 
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