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Исследуется минимальное число цветов, достаточное для (&,/)-
раскраски инциденторов любого мультиграфа степени А при разных 
значениях к и /. Получены новые верхние оценки для этого числа. 

Введение 

Пусть G = (V, Е) — ориентированный мультиграф без петель с мно­
жеством вершин V и множеством дуг Е. Через А ( С ) , А + ( С ) и А~(бг) 
обозначаются соответственно его максимальная степень и максималь­
ные исходящая и входящая полустепени. Пусть Е' С Е. Подграф 
G' = (V,Er) называется 2-фактором, если A(G") ^ 2. Отметим, что 
в отличие от традиционного определения 2-фактора в этом определении 
не требуется однородности мультиграфа G'. Подграф G' = (V,Er) на­
зывается линейным фактором, если A+(G") ^ 1 я A~(G") ^ 1. Ясно, 
что любой линейный фактор является 2-фактором. Обратное, вообще 
говоря, не верно. Будем говорить, что подграф G' покрывает вершину 
v £ V, если ее степень в G' больше нуля. 

Если дуга е £ Е инцидентна вершине v £ V, то упорядоченная пара 
(v,e) называется инцидентором. Инцидентор (v,e) удобно трактовать 
как половину дуги е, инцидентную вершине v. Будем также говорить, 
что инцидентор (v,e) примыкает к вершине v. Каждая дуга е = uv 
имеет два инцидентора: начальный инцидентор (и, е) и конечный ин­
цидентор (v,e). Эти два инцидентора называются сопряженными по 
отношению друг к другу. Два инцидентора называются смежными, 
если они примыкают к одной вершине. Множество всех инциденторов 
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мультиграфа G обозначим через / . Раскраской инциденторов называ­
ется произвольное отображение / : / —> Z+, где Z+ — множество це­
лых положительных чисел (цветов). Для дуги е = uv будем писать 
/ ( e ) = (а,Ь), если f(u,e) = а и f(v,e) = Ь. Раскраску инциденторов 
называем правильной, если любые два смежных инцидентора окрашены 
в разные цвета. Правильная раскраска инциденторов называется (&,/)-
раскраской, где 0 ^ k ^ /, если разность цветов конечного и начального 
инциденторов каждой дуги лежит в интервале [к,1]. Наименьшее число 
цветов, необходимое для (к, /)-раскраски инциденторов мультиграфа G, 
называется (к,1)-хроматическим числом и обозначается через Xk,i(G). 

Заметим, что в случае к = I = 0 мы имеем дело с обычной задачей 
реберной раскраски мультиграфов и Xo,o(G) = x'(G) — это реберное 
хроматическое число мультиграфа G. Впервые задача раскраски ин­
циденторов сформулирована в работе [10]. В ней было доказано, что 
Хо,оо(С) = А(бг). Случай к = 1, / = оо рассмотрен в работе [13], где было 
установлено, что Xi,oo(C) = max{A(G) , Д+(бг) + 1, А~(бг) + 1}. В ней же 
была высказана гипотеза, что для раскраски смешанного мультиграфа 
требуется т а х { х ' ( С ) , А(С) + 1} цветов. Для кубических мультигра­
фов эта гипотеза доказана в [15]. Окончательно случай / = оо изучен 
в 1999 г. в кандидатской диссертации автора, где было доказано, что 

X*,oo(G9 = max{A(G) , A+(G) + к, A " ( G ) + А;}. (1) 
Различные доказательства этой формулы можно найти в работах 
[2, 4, 16]. 

Понятия (к, /)-инциденторной раскраски и (к, /)-хроматического 
числа были введены в работе [6]. В ней найдены значения и оценки 
(к, /)-хроматического числа для некоторых к и /, в частности показано, 
что Xo,i(G9 = A(G) . 

Положим х^ ; (А) = max{x f c;(6r)| G — мультиграф степени А } . Из 
(1) вытекает равенство x f c o o (A) = к + А. Очевидно, что 

к + А ^ x*,i+i(A) ^ Х м ( Д ) ^ X*+i,i(A). (2) 
Нижняя оценка в (2) получается при рассмотрении мультиграфа, имею­
щего источник или сток степени А. В [6] была высказана гипотеза, что 
для любого к существует такое /, что 

Хм(Д) = х*,оо(Д). (3) 
Так как Ход(Д) = А? т о П Р И к = 0 гипотеза верна. Заметим, что при 
/ = 0 равенство Хо,о(Д) = Хо,оо(Д) н е выполняется, так как из формулы 
Шеннона [12] следует, что Хо,о(Д) = [3A./2J. Таким образом, при к = 0 
искомое / равно 1. В [11] было показано, что 

Г к + 4, если к = I = 0 или к = I = 1; 
Х*ДЗ)= ̂  

{ к + 6 в противном случае. 
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Существенное продвижение в изучении (к, /)-хроматического числа 
было сделано в работе [4]. В ней доказаны формулы Xk,k(G) = Хк,00(G) 
при к ^ Д ( С ) — 1 и Xk,A(G)-i(G) = Хк,00(G). Более того, построены 
примеры, показывающие, что при / < А(С) — 1 последнее равенство 
может не выполняться. Это означает, что если в гипотезе (3) заме­
нить х ( Д ) н а x(G), то она будет неверна. Тем не менее из указанных 
результатов не следует справедливость гипотезы (3), так как в ней / не 
должно зависеть от А. В [4] были также уточнены некоторые оценки для 
(к, /)-хроматического числа, полученные в [6], в частности показано, что 
Х 1 1 (А) ^ [ЗА/2] . Основным инструментом для получения перечислен­
ных результатов является теорема Визинга о линейном факторе, которая 
приведена в следующем разделе. 

Отметим также некоторые работы, в которых изучались другие 
виды раскрасок инциденторов. К ним относятся предписанная [1] (для 
каждой дуги задается допустимое для окраски ее инциденторов мно­
жество цветов), тотальная [2, 7] (одновременно красятся инциденторы 
и вершины мультиграфа), интервальная [3, 5] (при каждой вершине ис­
пользованные цвета должны образовывать интервал) и обобщённая [9] 
(для некоторых дуг помимо инциденторов красятся также и средние час­
ти) инциденторные раскраски. 

В настоящей статье техника разбиения ориентированного мульти­
графа на 2-факторы и линейные факторы используется для получения 
новых верхних оценок для (к, /)-хроматического числа при различных 
ограничениях на к и /. 

1. Р а з б и е н и е ориентированного м у л ь т и г р а ф а 
на 2-факторы и линейные факторы 

Существенным подспорьем в изучении раскраски инциденторов яв­
ляется теорема Петерсена [14] о разбиении любого мультиграфа сте­
пени А ^ 2t на t непересекающихся 2-факторов. Это связано с тем, 
что для 2-фактора легко построить раскраску инциденторов / , исполь­
зующую только 3 цвета а, б и с , где а < Ь < с. Действительно, для 
каждого цикла (компоненты связности) 2-фактора зададим некоторое 
направление обхода и положим / ( e ) = (а,Ь), если дуга е сонаправлена 
обходу, и / ( e ) = (6, с) в противном случае. Нетрудно убедиться, что 
/ является (к, /)-раскраской инциденторов, где к = min{6 — а, с — Ь} 
и / = т а х { 6 — а, с — Ь}. Такую раскраску 2-фактора будем называть 
канонической. Отметим два свойства канонической раскраски, кото­
рые используются в дальнейшем: во-первых, цвет Ь используется при 
каждой вершине, во-вторых, цвет а используется для окраски только 
начальных, а цвет с — только конечных инциденторов. Ясно, что при 
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канонической раскраске линейного фактора достаточно лишь двух цве­
тов. Поэтому полезным дополнением к теореме Петерсена является сле­
дующее утверждение из [4]. 

Т е о р е м а В и з и н г а (о линейном факторе). В любом ориентирован­
ном мультиграфе степени А существует линейный фактор, покрываю­
щий все вершины степени А. 

Нам потребуются два следствия из этой теоремы. 

Л е м м а 1. В любом ориентированном мультиграфе степени А су­
ществует линейный фактор, покрывающий все вершины степени А, ком­
понентами которого являются только пути длины не более двух. 

Для доказательства достаточно рассмотреть линейный фактор, 
удовлетворяющий условиям теоремы Визинга и имеющий наименьшее 
число ребер. Далее такие линейные факторы будем называть минималь­
ными. 

Л е м м а 2. Любой ориентированный мультиграф G = (V, Е) степени 
А можно разбить на (А — к) 2-факторов и (2к — А) линейных факторов, 
где A^k^ [ A / 2 ] . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Применяя 2к — А раз подряд теорему Визинга, 
получаем 2к — А линейных факторов, после удаления которых остается 
мультиграф степени не более 2А — 2к. По теореме Петерсена этот муль­
тиграф можно разбить на А — к 2-фактора. Лемма 2 доказана. 

С помощью леммы 2 можно расширить множество тех к и /, для 
которых достигается нижняя оценка в неравенстве (2). 

Т е о р е м а 1. Если к ^ [ А / 2 ] , то Х м ( Д ) = к + А. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть G = (V,E) — мультиграф степени А. 

При к > А утверждение было доказано в работах [4, 11]. Пусть [А/2] ^ 
к ^ А. По лемме 2 имеем Е = Ех U . . . U Ек, где Ei образует 
2-фактор при i = 1 , . . . , А — к ж линейный фактор при остальных зна­
чениях i. Каждый 2-фактор Ei раскрасим канонически цветами г, к + г 
и 2к + г (г = 1 , . . . , А — к), а линейный фактор Ej — цветами j и j + к 
(j = А — к-\-1,... , к). Нетрудно убедиться, что такая (к, /г)-раскраска бу­
дет правильной, а наибольшим использованным цветом является А + к. 
Теорема 1 доказана. 

В дальнейшем мы будем часто пользоваться следующей леммой. 

Л е м м а 3 . Если при некоторых натуральных t,p,k и I, где к <^ I, 
верно неравенство Xk,i(2t) ^ Р, то ПРИ любых натуральных s п г выпол­
няются неравенства 

1) Xk,i(2tr) ^ Pr'i 2 ) Xks,n('lts) ^ Ps'i 3 ) Xks,n('ltsr) ^ Psr-
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . 1. Пусть G — мультиграф степени 2tr. По 
теореме Петерсена он разбивается на tr непересекающихся 2-факторов. 
Объединяя их в группы по / штук, получим разбиение графа G на г 
подграфов степени не выше 2t. Раскрасив каждый из них в р цветов, 
получим (к, /)-раскраску графа G в рг цветов. 

2. Пусть G — мультиграф степени 2ts. Как и в предыдущем слу­
чае, разобьем G на s мультиграфов степени не выше 2t. Обозначим 
их через Gi,... ,GS. Пусть fj — (к, /)-раскраска графа Gj в р цветов 
(j = 1 , . . . , s). Построим (ks, /з)-раскраску / инциденторов мультиграфа 
G следующим образом. Рассмотрим произвольный инцидентор г. Тогда 
г £ Gj для некоторого j = 1 , . . . , s. Положим / (г ) = s(fj(i) — l)+j. Ясно, 
что / (г ) ^ s(p — 1) + s = sp для любого инцидентора г. Покажем, что 
/ является (ks, /з)-раскраской. Пусть ix и г2 являются соответственно 
начальным и конечным инциденторами некоторой дуги е £ Gj. Тогда 
f(i2) — f{i\) = s(fj(i2) — fj{i\)) G [ks,ls]. Предположим, что / не явля­
ется правильной раскраской, т. е. f{i\) = Лъ) Для некоторых смежных 
инциденторов i1 £ Gjl и i2 £ GJ2. Тогда s(fjl(i1) - fj2(i2)) = Ъ ~ ji-
Так как \j2 — ji\ < s, то j \ = j 2 . Следовательно, fj1(ii) = fj1(i2), что 
противоречит правильности раскраски fj1. 

3. Получается последовательным применением оценок 1 и 2. Лемма 3 
доказана. 

Верхнюю оценку х 1 1 ( А ) ^ [ЗА/2] из [4] теперь нетрудно обобщить 
на случай произвольного к. 

Т е о р е м а 2. При любом к ^ 1 справедливо неравенство Хк,к(А) ^ 
[ЗА/2] + к - 1. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Так как Xi,i(2) = 3, то по лемме 3 имеем 
Xk,k(2kt) ^ 3kt при любых натуральных t ж к. Пусть А = 2kt + то, где 
0 < т о < 2 / г , а б г — мультиграф степени А. Если то = 1, то по теореме 
Визинга мультиграф G разбивается на линейный фактор и мультиграф 
степени не более 2kt. Этот мультиграф красим в 3kt цветов и добав­
ляем каноническую (к, /г)-раскраску линейного фактора цветами 3kt + 1 
и 3kt + к + 1. Если то = 2, то к > 1, так как то < 2к. Применяя теорему 
Визинга дважды, разобьем G на два линейных фактора и мультиграф 
степени не более 2kt. Этот мультиграф раскрасим в 3kt цветов, первый 
линейный фактор — цветами 3kt + 1 и 3kt + к + 1, а второй — цветами 
3kt + 2 и 3kt + к + 2. Так как к > 1, эта раскраска будет правильной. 

Если то ^ 3, то [ЗА/2] = 3kt + [Зга/2] ^ 3kt + га + 2. Применяя 
к мультиграфу G теорему Петерсена и в случае нечетного га теорему 
Визинга, разобьем G на два мультиграфа Gi и G2, степень первого из 
которых не превосходит 2Ы, а второго — га + 1. По доказанному имеем 
Xk,k(Gi) ^ 3kt. Так как га + 1 ^ 2к, то по теореме 1 имеем Xk,k(G2) ^ 
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га + 1 + к. Значит, Xk,k(G) ^ 3kt + га + 1 + к ^ [ЗА/2] + к — 1. Теорема 2 
доказана. 

В случае / > к верхнюю оценку для (к, /)-хроматического числа 
можно улучшить. 

Т е о р е м а 3 . При к ^ 1 и любых натуральных t и га справедливо 
неравенство Xfc,(2m+i)fc ((4га + 2)&i) ^ (4га + 3)kt. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ПО лемме 3 достаточно доказать, что Xi,2m+i 
(4га + 2) ^ 4га + 3 при любом га. Пусть G = (V, Е) — мультиграф 
степени 4га + 2. Можно считать, что он однороден. По теореме Петер-

2т + 1 
сена Е = [j Ei, где каждый мультиграф (V,Ei) является однородным 

г = 1 

2-фактором. Раскраска графа G осуществляется в два этапа: сначала 
строятся канонические (1,1)-раскраски каждого из 2-факторов (объеди­
нение этих раскрасок может не быть правильной раскраской G), а затем 
они преобразуются в ( 1 , 2 г а + 1)-раскраску мультиграфа G. 

На первом этапе для каждого г = 1 , . . . , 2га + 1 канонически раскра­
сим 2-фактор Ei цветами 2г — 1, 2г и 2г + 1. Ясно, что раскраска муль­
тиграфа G, полученная в результате объединения этих (1,1)-раскрасок 
2-факторов, может не быть правильной, поскольку смежные инциден-
торы дуг, принадлежащие Ei и Ei+i для некоторых г, могут получить 
одинаковые цвета. Рассмотрим произвольную вершину v и 2-фактор 
Ei, где г £ { 1 , . . . , 2га + 1}. Вершине v инцидентны два инцидентора 
дуг из Ei. Заметим, что один из них обязательно раскрашен цветом 
2г, а другой — либо цветом 2г — 1, либо цветом 2г + 1. Будем говорить, 
что 2-фактор Ei является красным при вершине v, если этот инцидентор 
окрашен цветом 2г — 1, и синим при вершине v в противном случае. Ясно, 
что все четные цвета из множества {2, 4 , . . . , 4га + 2} использованы при 
v ровно по одному разу. Нечетный цвет 2г + 1 назовем плохим, если им 
окрашены два инцидентора при вершине v, и свободным, если не окра­
шен ни один. Непосредственно из определения канонической раскраски 
2-фактора следует, что 

1) если 2-фактор Ei синий при вершине v, то примыкающий к ней 
инцидентор дуги этого 2-фактора, окрашенный нечетным цветом, явля­
ется конечным, а если Ei красный при вершине v, — то начальным; 

2) цвета 1 и 4га + 3 не могут быть плохими; цвет 1 свободен тогда 
и только тогда, когда 2-фактор Ei является синим, а 4га + 3 — когда 
-E-2m+i является красным; 

3) для всякого г £ { 1 , . . . , 2га} цвет 2г + 1 свободен тогда и только 
тогда, когда Ei красный, a Ei+i синий; 

4) при г £ { 1 , . . . , 2га} цвет 2г + 1 является плохим тогда и только 
тогда, когда Ei синий, a Ei+i красный; 
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На втором этапе осуществляется перекраска плохих цветов при каж­
дой вершине мультиграфа. Пусть цвета а^ < а2 < • • • < ар являются 
плохими при вершине v. Все эти цвета нечетные, т. е. a,j = 2ij + 1 
при каждом j = 1 , . . . ,р. Покажем, что найдутся такие свободные цвета 
& ! < • • • < bp+i, что bi < (i{ < bi+i для каждого г = 1 , . . . ,р. 

Действительно, если Е\ синий, то Ь\ = 1. В противном случае, так 
как Eil синий, найдется такое число j £ [1, н — 1], что Ej является крас­
ным, a Ej+i — синим. Но тогда цвет 2j + 1 < cii свободен и можно 
положить Ь\ = 2j + 1. Аналогично находится цвет bp+i. Наконец, для 
всякого s = 1,...,р— 1 2-фактор Eis+i является красным, a Eis+1 — 
синим. Следовательно, для некоторого j £ [is + l,is+i — 1] 2-фактор Ej 
будет красным, a Ej+i — синим. Тогда цвет 2j + 1 свободен и удовлетво­
ряет соотношению as < 2j + 1 < as+i. Следовательно, можно положить 
bs+1 = 2j + l. 

Выберем число q таким образом, что aq < 2m + 2 < ag + 1 (если 
di > 2m + 2 или ар < 2m + 2, то считаем, что q = 0 или q = p соответ­
ственно). Для г = l,...,q начальный инцидентор цвета аг- перекраши­
вается в цвет bi. Так как цвет сопряженного конечного инцидентора не 
превосходит 2т + 2, то разность цветов конечного и начального инци-
денторов каждой дуги не будет превосходить 2т — 1. Аналогично для 
каждого j = q-\-1,... ,р конечный инцидентор цвета а, перекрашивается 
в цвет bj+i. 

Заметим, что так как перекрашиваются только инциденторы нечет­
ного цвета, ни у какой дуги не могут быть перекрашены оба инциден­
тора. Следовательно, осуществив такую перекраску для каждой вер­
шины v, получим (1 , 2т + 1)-раскраску мультиграфа G в Am + 3 цвета. 
Теорема 3 доказана. 

Таким образом, верхняя оценка [ЗА/2] для x fcfc(A) из теоремы 2 
при / = (2га + l)k обобщается до [(4га + 3)А/(4га + 2)] (с точностью до 
аддитивной константы, зависящей только от к и га). Проиллюстрируем 
это утверждение для случая к = га = 1. 

Следствие . Если А ф 5 (mod 6), то х 1 3 ( А ) ^ [7А/6] . 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть А = Ы + s, где s < 5. Рассмотрим про­

извольный мультиграф G степени А. Случай s = 0 рассмотрен при 
доказательстве теоремы 3. 

Если s = 1, то в G существует линейный фактор, покрывающий все 
вершины. Раскрасим его в два цвета, а оставшийся мультиграф степени 
не более Ы раскрасим в It цветов и получим искомую раскраску. 

Если s = 2, то G разбивается на 2-фактор и мультиграф степени не 
более 6£; первый из них красится в три цвета, а второй — в It цветов. 

При s = 3 мультиграф G представим в виде G = G\ U G2 U G3, 
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где A(Gi) ^ 6/, А(бг2) ^ 2, a G3 является линейным фактором. По тео­
реме 3 мультиграф Gi красим цветами 1 , . . . , 7 / , 2-фактор G2 — цветами 
7/ + 1,7/ + 2, 7/ + 3, а линейный фактор С 3 — цветами ж и 7/ + 4. Да­
лее каждый инцидентор цвета ж перекрашиваем в цвет из множества 
{It + 1 , 7 / + 2, It + 3}, отсутствующий при вершине, к которой примы­
кает данный инцидентор. Получим (1,3)-раскраску инциденторов муль-
тиграфа G. 

Наконец, если s = 4, то G = G\ U G2 U G3, где A(Gi ) ^ 6/, a G2 и G3 

являются 2-факторами. Мультиграф Gi красим цветами 1 , . . . , 7 / , С 2 — 
цветами 7/ + 1 , 7 / + 2, 7/ + 3, а С 3 — цветами ж, 7/ + 4, 7/ + 5, после чего 
перекрашиваем все инциденторы цвета ж в свободные цвета из множест­
ва {7/ + 1 , 7 / + 2, 7/ + 3} так же, как в предыдущем случае. Следствие 
доказано. 

Доказательство этой оценки при А ф 5 (mod 6), к сожалению, не 
получается, хотя для А = 5 она доказывается в следующем разделе (тео­
рема 5). Это доказательство, однако, требует более тщательного выбора 
линейного фактора и более тонких способов построения раскраски. 

2. Использование минимального 
линейного фактора 

В этом разделе доказываются две теоремы с применением минималь­
ных линейных факторов для мультиграфов малой степени. 

Т е о р е м а 4. Справедливо соотношение Xi,2(4) = 5. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Ввиду оценки (2) достаточно доказать, что 

Xi,2(4) ^ 5. Пусть G = (V, Е) — мультиграф степени 4. Можно считать, 
что G однороден. Тогда по теореме Петерсена в G найдется однородный 
2-фактор F. По лемме 1 в мультиграфе G\F существует минимальный 
линейный фактор, покрывающий все вершины (так как G \ F является 
однородным мультиграфом степени 2, то компонентами связности этого 
минимального линейного фактора будут пути длины один и два). Мно­
жество его ребер обозначим через Е±. Легко видеть, что множество 
ребер Е2 = G \ (Ei U F) является паросочетанием. 

Будем строить (1,2)-раскраску / в два этапа. 
1. Пусть е = uv E Ei. Если вершине v инцидентны две дуги из 

Ei (и, следовательно, ни одной дуги из Е2), то полагаем / ( e ) = (2,4) . 
В противном случае красим / ( e ) = (1,2) . Для каждой дуги е £ Е2 

положим / ( e ) = (4,5) . Канонически раскрасим 2-фактор F цветами ж, 3 
и у, где ж < 3 < у. При этом все инциденторы, окрашенные цветом ж, 
будут начальными, а цветом у — конечными. 

2. Для каждой вершины v перекрасим примыкающий к ней инциден­
тор цвета ж (цвета у) в свободный при этой вершине цвет из множества 
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Ах = {1,2} (множества А2 = {4,5}). Покажем, что такая перекраска 
возможна. Действительно, если вершине v инцидентно по одной дуге из 
Ei и Е2, то при ней использовано ровно по одному цвету из множеств 
Ах и А2. В противном случае вершине v инцидентны две дуги из Е\ 
и свободными являются цвета 2 и 5. 

Нетрудно проверить, что полученная раскраска является (1,2)-рас-
краской мультиграфа G. Теорема 4 доказана. 

Заметим, что из теоремы 4 и леммы 3 следует неравенство Xk,2k 
(Akt) ^ 5kt, откуда с точностью до аддитивной константы, зависящей 
только от к, получается оценка Хк,2к(А) ^ |~5Д/4]. 

Теперь докажем теорему об (1,3)-раскраске мультиграфов степени 5. 

Т е о р е м а 5. Справедливо равенство Х1,з(5) = 6. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Ввиду оценки (2) достаточно доказать, что 
Х1,з(5) ^ 6. Пусть G = (V,E) — однородный мультиграф степени 5. 
Применим три раза подряд лемму 1, т. е. обозначим через Ei, Е2 

и Е3 множества ребер минимальных линейных факторов в мультигра-
фах G, G \ Ei и G \ (Ei U Е2) соответственно. Тогда мультиграф 
F = G\(EiUE2UE3) является 2-фактором. Пусть С, = (V,Ei), г = 1,2,3. 
Будем говорить, что вершина v имеет тип (ai,a2,a3), если ее степень 
в подграфе С, равна аг- (г = 1,2,3). По выбору линейных факторов 
имеем di ^ 1, di + a2 ^ 2 и cii + a2 + а3 ^ 3 для любой вершины v типа 
(ai,a2,a3). Будем искать (1,3)-раскраску / инциденторов мультиграфа 
G в три этапа. 

На первом этапе красятся инциденторы дуг из множеств Ei, E2 и Е3. 
Сначала введем терминологию. Для всякого г = 1,2,3 дугу е G Ei на­
зовем простой, если она принадлежит пути длины один в Е,. Пусть 
uvw — путь длины два в Е,. Дугу uv будем называть начальной, a vw — 
конечной дугой пути uvw. Раскраска строится следующим образом (см. 
рисунок). 

Раскраска Е±. Полагаем / ( e ) = (1,2) для каждой простой или ко­
нечной дуги е G Ei. Пусть uv является начальной дугой пути в Е±. 
Если вершина v покрыта и G2, и С 3 , то полагаем f(uv) = (1 ,2) . Если 
v покрыта С 2 , но непокрыта С 3 , то полагаем f(uv) = (1 ,3) . Наконец, 
положим f(uv) = (2,5) в случае, если v непокрыта G2. 

Раскраска Е2. Полагаем / ( e ) = (5,6) для каждой простой или на­
чальной дуги е G Е2, а также для тех конечных дуг, которые исходят 
из вершин, покрытых С3- Для каждой конечной дуги е £ Е2, которая 
исходит из вершины, непокрытой С 3 , полагаем / ( e ) = (4,6) . 
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1 2 1 2 1 2 1 3 1 2 2 5 1 2 
Ел '. *- • *- • *- • *-

V V V 

0-2 > 0, а3 > О а2 > О, а3 = О а2 = О 

5 6 5 6 5 6 5 6 4 6 3 4 3 4 3 4 
Е 9 : •- • •• • •- Е 3 : •- • •• 

V V V 

а3 > О а3 = О 

Вершина v имеет тип (а1, а2, а3) 

Раскраска Е3. Полагаем / ( e ) = (3,4) для всех дуг е £ Е3. 
Пусть Ах = {1 ,2} , А2 = {5,6} и А3 = {3 ,4} . Заметим, что пос­

ле первого этапа получается правильная (1,3)-раскраска мультиграфа 
G \ F. Действительно, цвета из А± использованы только для раскраски 
инциденторов дуг из Е±. Цвета из А2 используются при каждой вер­
шине либо для раскраски инциденторов дуг из Е2, либо при отсутствии 
таких дуг для раскраски инциденторов дуг из Е±. Наконец, цветами из 
А3 красятся инциденторы дуг из Е3, а при их отсутствии цвет 3 может 
использоваться для раскраски инциденторов дуг из Ei, а цвет 4 — для 
раскраски инциденторов дуг из Е2. Отметим также, что если вершине 
v инцидентна ровно одна дуга е £ Е,, то при этой вершине использо­
ван ровно один цвет из множества Аг- {г = 1,2,3), причем им окрашен 
инцидентор (v,e). Докажем еще одно полезное утверждение: 

если степень вершины v в 2-факторе F равна 2, 
то при v существуют свободные цвета ж £ А 1 7 у Е А2 и z Е А3. 

Действительно, пусть степень вершины v в 2-факторе F равна 2, а ее 
тип есть (а1? а2, аз)- Тогда ai + а2 + а3 = 3. Рассмотрим все возможные 
типы вершины v. Если ai = а2 = а3 = 1, то при v использовано ровно по 
одному цвету из Аг- для окраски примыкающего к v инцидентора дуги 
из Ei для каждого г = 1,2,3. Если ai = 2, а2 = 1, а3 = 0, то при v 
использованы цвета 1, 3 и один цвет из А2. Если ai = 2, а2 = 0, а3 = 1, 
то при v использованы цвета 1, 5 и один цвет из А3. Наконец, если 
ai = 1, а2 = 2, а3 = 0, то при v использованы цвета 4, 6 и один цвет из 
Ах- Утверждение (4) доказано. 

На втором этапе канонически раскрасим 2-фактор F цветами ж, у 
и z такими, что х < z < у. Далее при каждой вершине v использованные 
цвета ж, у и z заменяем на свободные при ней цвета из множеств Ai, A2 

и А3 соответственно, если такая возможность имеется. Нетрудно про­
верить, что если указанная перекраска удалась при всех вершинах, то 
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получится искомая (1,3)-раскраска инциденторов мультиграфа G. В про­
тивном случае переходим к третьему этапу. 

На третьем этапе по очереди рассматриваются все вершины, при 
которых после второго этапа не удалось перекрасить инцидентор цвета 
ж, у или z. Пусть v — одна из таких вершин, имеющая тип (cii,a2,a3). 
Ввиду (4) di + а2 + аз = 4. Рассмотрим все возможные типы. 

(a) Если v является вершиной типа (2,2,0), то ей инцидентны дуги 
UiV,vwi £ Ei, u2v,vw2 £ E2 и е £ F, причем f(uiv) = (1,3) , f(vwi) = 
(1 , 2), f(u2v) = (5, 6), f(vw2) = (4, 6) и f(v, e) = z. Так как цвет 2 свобо­
ден при v, то можно осуществить перекраску f(uiv) = (1 , 2), f(v, e) = 3. 

(b) Если v — вершина типа (2,0,2), то ей инцидентны дуги UiV, vwi £ 
Ei, u2v,vw2 £ E3 и е £ F, причем f(uiv) = (2,5) , f(vwi) = (1,2) , 
f(u2v) = f(vw2) = (3,4) и f(v,e) = z. Так как цвет 6 свободен при v, то 
можно осуществить перекраску f(u2v) = (3 ,6) , f(v,e) = 4. 

(c) Пусть тип вершины v есть (2,1,1). Тогда ей инцидентны дуги 
UiV,vwi £ Ei, e2 £ Е2, е3 £ Е3 и е £ F, причем f(uiv) = f(vwi) = 
(1 , 2), / ( f , e2) = а £ А2, f(v, е3) = /3 £ А3 и /(г;, е) = ж. Обозначим через 
7 Ё 1 З свободный при v цвет из А3 и положим f(uiv) = (1,7)7 f(v> e) = 2. 

(d) Пусть v имеет тип (1,2,1). Хогда, ей инцидентны дуги UiV, vw\ G 
Е2, ei £ Ei, e3 E Е3ж e E F, причем f(uiv) = f(vvji) = (5 ,6) , f(v,ei) = 
a £ Ai, f(v,e3) = (3 £ A3 и f(v,e) = у. Обозначим через 7 £ A3 

свободный при f цвет из А3 и положим f(vwi) = (7 ,6 ) , f(v,e) = 5. 
(e) Наконец, вершине типа (1,1,2) инцидентны дуги UiV, vwi 

ei £ -Ei, e2 £ _Е2 и е £ F, причем f(uiv) = f(vvji) = (3 ,4) , f(v,ei) = 
а £ Ai, f(v,e2) = (3 £ A2 и f(v,e) = z. Обозначим через 7 £ A2 

свободный при v цвет из А2 и положим f(uiv) = (3 ,7 ) , / ( w , e ) = 4. 
Заметим, что на третьем этапе ни у одной дуги из Ех, Е2 или Е3 

не перекрашиваются оба инцидентора. Это следует из того, что пере­
краске могут подвергнуться либо начальные инциденторы цвета 5, либо 
конечные инциденторы меньшего цвета. Следовательно, после третьего 
этапа получается искомая (1,3)-раскраска инциденторов мультиграфа G. 
Теорема 5 доказана. 

В заключение приведем сводку результатов, касающихся мульти-
графов степеней А = 4 и А = 5. 

Из теорем 1 и 4 следует, что Хм(4) = к -\- А при к ^ 1 и / > 1. При 
к = I = 1 имеем оценку 5 ^ Хм(4) ^ 6. Для всякого / ^ 3 по теореме 1 
имеем Хз,;(5) = 8 и 7 ^ Х2,;(5) ^ 8, а из теоремы 5 следует, что Xi,z(5) = 6. 
По теореме 2 выполняются неравенства 7 ^ Х2,г(5) ^ 9 и 6 ^ Xi,i(5) ^ 8, 
а из теоремы 4 следует оценка 6 ^ Xi,2(5) ^ 7. 

Автор выражает благодарность рецензенту В. Т. Визингу за ценные 
замечания. 
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