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О СЛАБОПОВТОРНЫХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЯХ 
В ОДНОМ ПРЕДЭЛЕМЕНТАРНОМ БАЗИСЕ 

И. К. Шаранхаев 

Рассматриваются слабоповторные булевы функции в предэлемен-
тарном базисе {•, V, —, 0, 1, х1(х2 V ж3ж4) V х5(х3 V x2xi)}. Дано полное 
описание слабоповторных булевых функций в этом базисе по отноше­
нию обобщенной однотипности. 

Введение 

Слабоповторные булевы функции используются при сравнении ба­
зисов по сложности реализации булевых функций формулами. А именно 
добавление к базису слабоповторной функции позволяет не просто рас­
ширить его, но и сделать расширение минимальным, что дает возмож­
ность исследовать базисы по сложности формульных представлений [9]. 
Следует отметить, что задача полного описания структуры всех базисов 
сводится к нахождению слабоповторных функций. 

Слабоповторность булевых функций тесно связана с таким поня­
тием, как неразделимость булевых функций, важность изучения кото­
рого следует из известного результата А. В. Кузнецова [3] о том, что 
любая булева функция представляется бесповторной формулой над мно­
жеством неразделимых функций «почти» однозначно. 

Первым результатом в изучении слабоповторных функций был ре­
зультат В. А. Стеценко [7] об описании всех обобщенных типов функ­
ций, слабоповторных в базисе {•, V, —, 0 ,1} . Следующим был результат 
Н. А. Перязева [5] об описании всех слабоповторных функций в базисе 
{©, •, V, —,0,1}. Затем К. Д. Кириченко [1] нашел слабоповторные бу­
левы функции для двух серий предзлементарных базисов. 

В настоящей статье продолжены исследования в этом направлении 
и получено полное описание слабоповторных булевых функций в одном 
предзлементарном базисе. 

Изложению основных результатов предпошлем необходимые опреде­
ления. Все неопределяемые ниже понятия можно найти, например, в [6]. 

Рангом булевой функции / (обозначение rang / ) называется число 
ее существенных переменных. 
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Булевы функции от 0, 1 и 2 переменных называются соответственно 
константными, унарными и бинарными. Бинарные функции, за исклю­
чением линейных функций хфу и xQyQl, называются элементарными. 

Функция, получаемая из функции / заменой некоторых переменных 
константами 0 и 1, называется остаточной подфункцией функции / . 

Функция / называется бесповторной в базисе В, если ее можно пред­
ставить в этом базисе формулой, в которой каждая переменная встреча­
ется не более одного раза. В противном случае / называется повторной 
в В. 

Функция / называется слабоповторной в базисе В, если каждая 
остаточная подфункция функции / является бесповторной, а / повторна 
в базисе В. 

Базис В0 = {V, •, — ,0 ,1} называется элементарным, а базис В = 
В0 U { /} , где / — слабоповторная функция в В0, называется предэле-
ментарным. 

Функция /(cD) называется разделимой, если возможно разбиение мно­
жества переменных UJ на такие непересекающиеся множества й и v, что 
й ф 0 , \v\ > 1, и найдутся функции g(u,z) и h(v) такие, что f(u,v) = 
g(u,h(v)). При этом множество переменных v будем называть выде-
лимым, а множество й — основным. В противном случае функция / 
называется неразделимой. 

Связь слабоповторных и неразделимых функций устанавливает сле­
дующая теорема, полученная Н. А. Перязевым [4]. 

Т е о р е м а 1. Булева функция f является неразделимой тогда и толь­
ко тогда, когда она либо существенная и элементарная, либо существует 
базис, в котором она слабоповторна. 

Для определения того, является ли некоторое множество переменных 
выделимым или основным в / , можно использовать следующий крите­
рий из [3]. 

Т е о р е м а 2. I. Множество переменных v функции f(u,v) является 
выделимым тогда и только тогда, когда среди остаточных подфункций 
функции f no v найдется не более двух различных. 

П. Множество переменных й функции / ( й , v) является основным тог­
да и только тогда, когда каждая остаточная подфункция функции f по 
v, равна либо константе, либо некоторой функции t(v), либо t(v). 

Множество переменных v функций / i ( u , v) и /^(й, v) будем называть 
совместно выделимым, если имеются функции gi(u,z), g2(v,,z), h(v) та­
кие, что / i ( u , v) = g^u, h(v)) и / 2 (u , v) = g2(u, h(v)). 

Множество переменных й функций / i ( u , v) и f2{u, v) будем называть 
совместно основным, если имеются функции g(u,z), hi(v), h2(v) такие, 
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что / i ( u , v) = д(щ hiiv)) и / 2 (й , г;) = #(и, /г2(«))-
Для определения того, является ли некоторое множество переменных 

выделимым или основным в / , также можно использовать следующий 
критерий [2]. 

Т е о р е м а 3 . I. Множество переменньгх v функции f(ii,v) является 
вьщелимьгм тогда и только тогда, когда имеется переменная у £ й такая, 
что v совместно выделпмо в f° п J 1 . 

П. Множество переменных й функции / ( й , v) является основным тог­
да и только тогда, когда имеется неременная у £ v такая, что й является 
совместно основным в f° и J 1 . 

Введем обозначение 

Г ж, если (7 = 1, 
жст = < 

[ ж, если (7 = 0. 

Функции / и g называются однотипными, если / ( ж 1 5 . . . ,ж„) = 
д(х°*,..., ж^"), где ( г 1 ? . . . , гп) — произвольная перестановка чисел от 1 
до п. 

Функции / и д называются обобщенно однотипными, если / одно­
типна с g или д. Очевидно, что на множестве булевых функций отноше­
ние обобщенной однотипности является отношением эквивалентности. 

Базис В* будем называть приведенным для базиса В, если каждая 
неразделимая и бесповторная в В функция содержится в В*. 

Для нахождения приведенного базиса В* необходимо проделать сле­
дующие шаги: 

1) для каждой функции / £ В надо добавить к В все ее остаточные 
подфункции, получим В'; 

2) для каждой функции / £ В' добавим к В' все функции обобщенно 
однотипные с / , получим В"; 

3) исключим из В" все разделимые функции, получим В*. 

Обозначим через В~ наибольший из базисов В'" С В* такой, что не­
разделимая функция g £ В не реализуется бесповторно в В'". Очевидно, 
что при введенном порядке базис В~ непосредственно предшествует ба­
зису В. Функция g является слабоповторной в В~ так как для каждой 
остаточной функции g' = gl функция д не является бесповторной в базисе 
В~ U {<?'}. Поэтому функция д' должна быть бесповторной в В~. 

Все слабоповторные функции над элементарным базисом описывает 
следующая 
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Т е о р е м а 4. Система булевых функций 

Х\уХ2 V Х^) V Ж3Ж4.} 

Х\уХ2 V Ж3Ж4) V ^ 5 ( ^ 3 V Х<2,Х^\^ 

Xi(x2 V • • • V жп) V х2 • . . . • жп, п ^ 3, 
^ 1 ( ^ 2 V Ж3 * . . . * Хп) V ^ 2 ' ^ з * . . . * Хп^ 71 ^ О, 

«Лу 1 • • • «Лу ^л V МУ 1 • • • «Лу ^л » / с / .^^ ^ ; » 

является полной системой представителей классов эквивалентности по 
отношению обобщенной однотипности для булевых функций, слабопов­
торных в базисе В0. 

Будем использовать следующий критерий бесповторности в В0, по­
лученный Б. А. Субботовской [8]. 

Т е о р е м а 5. Функция f является бесповторной в базисе В0 тогда 
и только тогда, когда для всех д, где либо g = f, либо g — остаточная 
подфункция функции / , вьгполняется следующее свойство: для любой 
существенной переменной у функции g среди остаточньгх функций д° 
и д1 ровно одна имеет фиктивньге переменньге, которьге являются су-
щественньгми в д. 

Представление булевой функции в виде бесповторной суперпозиции 
неразделимых функций является в некотором смысле единственным, т. е. 
при фиксации определенного порядка переменных, например по возрас­
танию индексов, при бесскобочной записи для ассоциативных функций, 
когда отрицание встречается только над переменными, получаем кано­
нический вид для представления функции в виде бесповторной суперпо­
зиции неразделимых булевых функций. Этот факт следует из теоремы 6, 
доказанной А. В. Кузнецовым [3]. 

Формулы Ф и Ф над базисным множеством В будем называть близ­
кими (обозначение Ф ~ Ф), если существует последовательность фор­
мул <&i,..., Ф т такая, что Ф = Ф ь Ф = Ф т и Фк+i получается из Фк 

(к = 1,... ,т — 1) применением одного из следующих тождеств 
близости: 

1) f(xi,..., Xi,..., xn) ~ g(xi,... ,x~i,..., xn) для любых функций / , 
д таких, что f(x1,...,xi,...,xn) = д(хи ..., xt,..., хп); 

2) f(xi,..., xn) ~ g(xi,..., хп) для любых функций / , д таких, что 
j\Х\,..., xnj — д\Х\,..., xnj, 

3) f(xi,..., xn) ~ g(xi1,..., xin), где %i,..., in перестановка элемен­
тов 1 , . . . , га, для любых функций / , д таких, что / ( ж 1 7 . . . , хп) = g(xil, 

4) f(f(x, у), z) ~ f(x, f(y, z)) для любых бинарных функций / таких, 
что f(f(x,y),z) = f(x,f(y,z)); 
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Т е о р е м а 6. Две бесповторные формулы над множеством некон­
стантных неразделимых функций эквивалентны тогда и только тогда, 
когда они являются близкими. 

Представление функции бесповторной формулой в В0 будем назы­
вать нормальным, если отрицание встречается только над переменными. 
По теореме 6 нормальное представление функции единственно с точ­
ностью до коммутативности и ассоциативности конъюнкции и дизъюнк­
ции. Кроме того, если переменная у входит в нормальное представление 
/ в степени г, то в нормальное представление любой остаточной под­
функции функции / переменная у будет входить в степени т. 

Если v, = {ui,..., uk}, то обозначим (&й) = Ui • ... • uk и (Vu) = 
Ui V • • • V uk. 

Для функций, слабоповторных в небинарных базисах, К. Д. Кири­
ченко [1, 2] были получены следующие результаты. 

Т е о р е м а 7. Для любой булевой функции / , слабоповторной в В 
и неслабоповторной в В~ такой, что rang / > rang В* + 2 и rang g = 
rang В* = п, найдется обобщенно однотипная с ней функция h, которая 
может бьгть задана одной из следующих формул: 

1) h(uu ..., щ, хъ ..., xn_k) = p((Vui) V • • • V (Vu*), ( & u i ) , . . . , (feu*), 
хъ . . . , xn_k), где p ( l , г / i , . . . , yn) = g{yh,..., yin); 

2) h(Xi,..., xk, xk+i,..., xk+n) = tyX\,..., xk, g{xk+i,..., xk+n), 
s(xk+i,..., xk+n)), где функция t(xi,..., xk, zx, z2) такова, что для лю­
бого i ^ k переменная zx фиктивна в остаточной функции t°x , a z2 — 
в остаточной функции t]. . 

Л е м м а 1. Пусть функция g слабоповторна в В0 и для любой пе­
ременной у и константы т остаточная функция дт является существен­
ной, если некоторая функция f повторна в В0 и бесповторна в В0 U {д}, 
и обе остаточные подфункции функции f по некоторой переменной бес­
повторны в В0. Тогда эти остаточные подфункции являются существен­
ными. 

Л е м м а 2. Пусть f(xi,..., хп) бесповторна в В0, f° = t(xi,..., жг-_1, 
xi+i,..., xn) — существенная остаточная функция и Xj1,..., Xjk — все 
фиктивные переменные функции f° . Тогда найдется такой набор кон­
стант T i , . . . ,T fc , ЧТО j(Xi,...,Xn) = X°t(Xi, . . . , Жг-_!, Жг'_|_!, . . . , Хп) V 
Xi ^х,\ ,..'., х,, \ Ж Ь • • • •> x i - l i x i + li • • • i х' п) • 

Через Sg обозначим множество булевых функций, слабоповторных 
в В, но неслабоповторных в В~. 

Л е м м а 3 . Пусть функция / £ Sa
B и f представляется в виде 2 тео­

ремы 7. Тогда rang / ^ 2 rang В*. 
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1. Н е к о т о р ы е свойства бесповторных булевых 
функций в п р е д э л е м е н т а р н ы х базисах 

Сначала докажем несколько вспомогательных утверждений. 

Л е м м а 4. Пусть функция д слабоповторна в В0. Тогда если неко­
торая функция f повторна в В0 и бесповторна в В0 U {g} и обе оста­
точные подфункции функции f по некоторой переменной у бесповторны 
в В0, то эти остаточные подфункции являются одновременно либо су­
щественными, либо несущественными, причем фиктивные переменные 
у них различны. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Заметим, что из теоремы 4 только для слабопов­
торных в В0 функций, обобщенно однотипных с функциями Ж!(ж2 V ж3) V 
ж3ж4 и Xi(x2\/x3)\/x2x3, найдется такая переменная, что остаточные под­
функции по этой переменной несущественны и имеют по одной различ­
ной фиктивной переменной. Для остальных типов слабоповторных в В0 

функций остаточные подфункции по любой переменной существенны. 
В представление / функция g не может входить более одного раза, 

иначе по любой переменной ж одна из остаточных функций / J или / J 
повторна в В0, что не удовлетворяет условию леммы. 

Функцию / представим в виде t(ii0,g(hi(iii),.. .,hn(iin))). Из сказан­
ного выше следует, что функции t(u0, z), hi,... ,hn бесповторны в В0. Из 
теоремы 5 следует, что у (£ щ, иначе либо fj, либо fj повторна в В0. 

Пусть у £ щ. Если hi — неунарная, то одна из остаточных функций 
fy или fy повторна в В0, что невозможно. Если же hi — унарная, то 
очевидно, что лемма справедлива. Лемма 4 доказана. 

Для функций, повторных в В0, но бесповторных в В = В0 U {g}, где 
д равна Xi(x2 V ж3) V ж3ж4 или Xi(x2 V ж3ж4) V ж5(ж3 V ж2ж4), нормальным 
представлением будем называть такую формулу, в которую каждая пе­
ременная входит не более одного раза и отрицание встречается только 
над переменными. Это определение корректно, так как легко проверить, 
что всегда можно избавиться от отрицания над функцией д. 

Л е м м а 5. У всякой функции / , бесповторной в В = В0 U {д}, где 
функция g = Xi(x2 V ж3) V ж3ж4 или g = Xi(x2 V ж3ж4) V ж5(ж3 V ж2ж4), 
степени переменньгх в нормальном представлении остаточных функций 
fy и f^ равны. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . И З теоремы 6 следует, что если некоторая пе­
ременная входит в нормальное представление функции /, бесповторной 
в В0, в некоторой степени т, то для любой остаточной подфункции функ­
ции / эта переменная будет входить в нормальное представление в сте­
пени т. 
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Докажем от противного, что предыдущее свойство справедливо 
и для любой функции, однотипной с д. Заметим, что нормальное пред­
ставление каждой остаточной подфункции функции g(xi,... ,жп) не со­
держит отрицаний. Пусть р однотипна с д, т. е. р = g(xi

 n , . . . , жг
ст"*). 

Допустим, имеется такая переменная xik, что степени переменных в нор­
мальном представлении остаточных функций рх и р ' различны. Из 

гк гк 

вида остаточных подфункций функции д следует, что существует такая 
константа г, что рт

х имеет два нормальных представления, в которых 
гк 

степени переменных различны. Это невозможно, так как рх и р ' бес-
гк гк 

повторны в В0. 
Так как любая функция, бесповторная в В, представляется в виде 

бесповторной суперпозиции функций, каждая из которых бесповторна 
в В о или д, то с учетом изложенного выше следует, что для любой 
функции / , бесповторной в В, нормальное представление любой оста­
точной подфункции содержит переменные в тех же степенях, в которых 
они входили в нормальное представление функции / . Лемма 5 доказана. 

Л е м м а 6. Пусть функцияд слабоповторна в базисе В0, В = B0U{g}, 
функция / — существенная и бесповторная в В и для некоторой пере­
менной у и константы т остаточная функция fL существенна и повторна 
в В0. Тогда если остаточная функция fL бесповторна в В0, то она несу­
щественна. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Как и в лемме 4, отметим, что из теоремы 4 
только для слабоповторных в В0 функций, обобщенно однотипных 
с функциями Xi(x2 V ж3) V ж3ж4 и Xi(x2 V ж3) V ж2ж3, найдется такая пере­
менная, что остаточные подфункции по этой переменной несущественны 
и имеют по одной различной фиктивной переменной. Для остальных ти­
пов слабоповторных в В0 функций остаточные подфункции по любой 
переменной существенны. 

Функцию / представим в виде t(v,0,g(hi(v,i),... , / i„(u„))) . Докажем 
от противного, что t(u0,z) не может быть обобщенно однотипна с д. 
Пусть / = ga(u0,g(hi(ui),..., hn(iin))). Переменная у не принадлежит 
щ, 1 ^ i ^ га, иначе /J' и /J' повторны в В0, что не удовлетворяет усло­
виям леммы. 

Если у Е й0, то либо fy и /J' повторны в В0, либо /J' несущественна, 
что невозможно по условиям леммы. Итак, t(u0,z) бесповторна в В0. 

Пусть у G щ. У остаточной функции tT(u0,z) переменная z должна 
быть фиктивна, в противном случае обе остаточные функции /J' и / г по­
вторны в В0. Фиктивность переменной z означает, что в данном случае 
лемма справедлива. 

Пусть у (£ щ, т. е. у £ щ, где 1 ^ i ^ га. Докажем, что hi бесповторна 
в В, причем hi — неунарная функция и hf — константа. Если hi — 
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унарная, то имеем следующее: 
— остаточные функции fj и fj либо одновременно повторны в В0, 

либо одновременно бесповторны в В0, что невозможно; 
— остаточная функция fj несущественна, что не удовлетворяет ус­

ловиям леммы. 
Если hiT не является константой, то остаточные функции fj и fj 

повторны в В0. Лемма 6 доказана. 
Л е м м а 7. Пусть функция g(xi,.. .,хп) слабоповторна в базисе В0 

и В = В0 U {д}. Если остаточная функция fL = g(hi,..., hn), где hi бес­
новторна в В0 для любого г, а остаточная функция /J' = g(hi,.. ., /ij_i, <т, 
hj+i,..., hn), где a — некоторая константа, то f бесповторна в В. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Функция / = yTg(h1,.. .,hn)\/yfg(h1,.. .,hj_1,a, 
hj+1,...,hn). При (7 = 0 функция / = g(h1,...,yT -hj,...,hn), при a = 1 
функция / = g(hi,..., ут V hj,.. .,hn). Лемма 7 доказана. 

Л е м м а 8. Пусть функция g(xi,.. .,хп) слабоповторна в базисе В0 

и не является обобщенно однотипной с функцией zx ® z2 и В = В0 U {g}. 
Если f — существенная функция ранга п-\-1 и для некоторой переменной 
у остаточная функция fL обобщенно однотипна eg, то f бесповторна 
в В тогда и только тогда, когда либо остаточная функция / г является 
константой, либо существуют переменная z и константа а такие, что 
if £то 

Jy — Jy z • 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Необходимость. Функция / может принимать 
вид (xlkga(x^,.. .,х^)У или ga(x^,..., (х^х^)6,.. -,х^). Отсюда сле­
дует, что в эту сторону лемма верна. 

Достаточность. Не уменьшая общности, можно считать, что /J' = 
g(xi,..., хп). Тогда /J' равна либо 0, либо 1, либо g(xi,..., жг-_1, ст, 
xi+i,..., хп). В первом случае / = ут • g(xi,..., хп), во втором / = 
yfV g(x1,...,xn), в третьем случае / = д(хъ ..., жг-_ь ут • х{, xi+1,..., хп) 
при a = 0 и / = g(xi,..., жг-_1, ут V жг-, ж г + 1 , . . . , хп) при a = 1. Лемма 8 
доказана. 

2. Слабоповторные булевы функции 
в одном п р е д э л е м е н т а р н о м базисе 

В этом разделе получено полное описание слабоповторных булевых 
функций в одном предэлементарном базисе. Основным утверждением 
является 

Л е м м а 9. Для булевой функции g(xi,..., х5) = Xi(x2Vx3x4:)Vx5(x3\/ 
ж2ж4) и базиса В = В0 U {д} булева функция f слабоповторна в В и не-
слабоповторна в В0 тогда и только тогда, когда f обобщенно однотипна 
с одной из следующих функций: 
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1) Ж;[ (Д Ж2, Ж3, Ж4, Ж5, Ж§ J V XiX^iX'jXq. V X^XQ]', 

ZJ X\ Ж2(Д Ж3, Ж4, X§, XQ , X*j J V Ж](Ж4 V Ж5(Жб V Ж7(Ж2 V Ж 3П). 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Достаточность. Непосредственной проверкой 

легко убедиться в том, что все остаточные подфункции указанных функ­
ций являются бесповторными в В, а сами функции повторны в В в силу 
леммы 6. 

Необходимость. Функция д обладает следующими очевидными свой­
ствами: 

1 ) g(Xi, Ж 2 , Ж 3 , Ж 4 , Ж 5 ) = £ » ( ж 2 , Ж]., Ж 5 , Ж 4 , Ж 3 ) = д(Х3, Ж 5 , Ж]., Ж 4 , Ж 2 ) = 

д(х5, ж3, ж2, ж4, Ж!); 
2) <?(ж1, ж2, ж3, ж4, ж5) = g(x~ii ж5, ж3, ж4, ж2). 
Это означает, что всегда можно избавиться от отрицания над функ­

цией д, а обобщенная однотипность совпадает с однотипностью. 
Выпишем все остаточные подфункции функции g(xi,.. . ,ж5) по од­

ной переменной: 

9Х1 = ж5(ж3 V ж2ж4) 

9х2
 = ж з ( ж 1 ж 4 V Ж5) 

дХз = x2(xi V ж4ж5) 

9xi = х\х2 V ж3ж5; 
9х5

 = Х1\Х2 V Ж 3 Ж 4 ) 

9хх 

al3 
9l3 
9l4 
9l5 

== X2 V x^ix^. V Xty)'^ 
== X\ V X^yX1^ V X^.)'^ 
== Ж5 V X\yX2 V X^.)'^ 

= (x1 V ж5)(ж2 V ж3); 
= Ж3 V Ж2(Ж^ V X^.). 

Из вида остаточных подфункций функции д следует, что нормаль­
ное представление остаточных подфункций функции, обобщенно одно­
типной с д, записывается формулами определенных видов. Например, 
если нулевая остаточная подфункция по некоторой переменной представ­
ляется в виде формулы $ i ( $ 2 V Ф3Ф4), то единичная — в виде фор­
мулы $ ! V Ф2(Ф3 V Ф4). Далее, если известно нормальное бесповторное 
в В0 представление одной остаточной подфункции по любой перемен­
ной, то можно построить ровно две функции, однотипные с д, которые 
имеют такую остаточную подфункцию. Например, пусть / однотипна 
с 9 и fy = ^1(^2 V ж3ж4). Задача состоит в расстановке переменных. 
В силу свойства 1 функции д фиксируем переменную у на первой по­
зиции. Из вида остаточных подфункций функции д переменная хх на 
пятой позиции, ж2 — на третьей. Так как ж3 и ж4 симметричны в оста­
точной функции /J", получаем два варианта для / : д(ут, ж3, ж2, ж4, Xi) 
И 9{УТ 7 X4i x2i x3i xl)-

Для любой функции / , слабоповторной в В ж неслабоповторной в В0, 
rang / > 5 потому, что / имеет остаточную подфункцию, бесповторную 
в В, но повторную в В0. Поочередно будем искать слабоповторные функ­
ции рангов 6, 7 и ранга больше 7. 



88 И. К. Шаранхаев 

Найдем слабоповторные функции ранга 6. Имеется существенная 
переменная у такая, что fj = gcr{x'Jl

1,..., Жд6). Тогда функция h(y, ж 1 ? . . . , 
ж5) = fa{y\xl\...,xl5) такова, что h°y = д(хи ..., ж5). 

Для любых хк и (7 в h°Xk все переменные входят без отрицаний. 
Поэтому в силу леммы 5 все переменные входят в h1 без отрицаний. 

Очевидно, что либо h1 = g(xil,... ,жг-6), либо h1 существенна и бес­
повторна в В0, либо h1 несущественна и бесповторна в В0. 

Пусть h1 = g(xil,.. . ,жг-6). Рассмотрим остаточную функцию hXi = 
y(xix2 \/ж3ж5) У уд°х (ж г 1 , . . . , жг-6). Из вида остаточных подфункций функ­
ции д следует, что h = yg(xi,..., ж5) V yg(xil, жг-2, жг-3, ж4, жг-6). Учиты­
вая свойство 1 функции д, остается проверить на слабоповторность в В 
функции hi = уд(хи . . . , ж5) V уд(хъ ж2, ж5, ж4, ж3), h2 = уд(хъ . . . , ж5) V 
yg{xii ж з , ж2, ж4, ж5), Яз = У9\х17 • • • 1 хъ) V yg[Xi, ж3, ж5, ж4, ж2), я 4 = 
г/#(жь . . . , ж5) V уд(х!,х5, ж2, ж4, ж3) и h5 = уд(хъ . . . , ж5) V уд(хх,х5, ж3, 
ж4, ж2). Следующие остаточные подфункции функций hi,..., h5 повтор­
ны в В, так как они слабоповторны в В0 и необобщенно однотипны с д: 
киЛЛ* = ж1(ж2 V у) V ж2г/, /г 2^° 4° 6 = уж2 V г/ж3, /гз^°4°6 = Р г V г/ж3, 
hil2°XiL = Ух^ v ^ ж з , h5l2°Xi°X5 = P i V г/ж3. 

Отметим, что и в дальнейшем проверка функций на слабоповтор­
ность в В будет сводиться к нахождению остаточных подфункций, сла­
боповторных в В о и необобщенно однотипных с д, т. е. повторных в В, 
так как это означает, что сами функции неслабоповторны в В. 

Пусть h = yg(xi,..., ж5) Vyt(xi,..., ж5), где функция t — существен­
ная и бесповторная в В0. Выпишем остаточные функции hx = ух5(х3 V 
ж2ж4) V yt°Xi, hl

Xi = y(x2 V ж3(ж4 V ж5)) V ytl
Xi, h°2 = ух3(х1х4 V ж5) V yt°X2, 

К2 = У(х1 v ж5(ж3 V ж4)) V ytl2. 
Функция t бесповторна в В0. По теореме 5 для любой переменной жг-

либо tx. = tT
x (т. е. ж г фиктивна в t), либо если tx. ф tT

x , то только одна 
из этих остаточных функций существенна. У функции t нет фиктивных 
переменных, поэтому только одна из остаточных функций tx и tx су­
щественна. Аналогичная ситуация ctx и tx . Рассмотрим случаи, когда 
каждая из этих остаточных функций существенна, и выясним, какой вид 
она имеет. 

Пусть tx существенна. Остаточная функция hx либо бесповторна 
в В0, либо однотипна с д. Если hx бесповторна в В0, то по теореме 5 
имеем tx = ж5(ж3 V ж2ж4). Если hx однотипна с д, то либо tx = ж2 V 
ж3(ж4 V ж5), либо tx = ж4 V ж3(ж2 V ж5). 

Пусть tx существенна. Если hx бесповторна в В0, то tx = ж2 V 
ж3(ж4 V ж5). Если h]. однотипна с д, то либо tx = ж5(ж3 V ж2ж4), либо 
^ j = ж4(ж3 V ж2ж5). 

Пусть tx существенна. Если hx бесповторна в В0, то по теореме 5 
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имеем tx = Жз(ж!Ж4 V ж5). Если hx однотипна с д, то либо tx = xx V 
ж5(ж3 V ж4), либо tx = ж4(ж!Ж3 V ж5). 

Пусть ^ существенна. Если hx бесповторна в В0, то по теореме 5 
имеем ^ = Xi V ж5(ж3 V ж4). Если /г* однотипна с д, то либо ^ = 
ж3(ж!Ж4 V ж5), либо ^ = ж4(ж!Ж3 V ж5). 

Учитывая, что нормальное представление функции, бесповторной 
в В0, очень схоже с нормальным представлением существенной остаточ­
ной функции по любой существенной переменной, можно легко найти 
вид самой функции. Например, рассмотрим остаточную подфункцию 
tx = ж5(ж3 V ж2ж4). Очевидно, что / может быть равна одной из следую­
щих функций: Xi V ж5(ж3 V ж2ж4), x5(xi V ж3 V ж2ж4), (xi V ж5)(ж3 V ж2ж4), 
ж5(ж3\/(ж1\/ж2)ж4), ж5(ж3\/ж2(ж1\/ж4)). Так как известен вид существенной 
остаточной функции по ж2, остается только функция хх V ж5(ж3 V ж2ж4). 

После рассмотрения всех случаев имеются следующие функции: Х\ V 
ж5(ж3 V ж2ж4), ж2 V ж3(ж!Ж4 V ж5) и ж4(ж!Ж3 V ж2ж5). Остается проверить на 
слабоповторность в В функции h\ = yg(xi,..., ж5) V y(xi V ж5(ж3 V ж2ж4)), 
h2 = yg(xi,..., ж5) V у(х2 V ж3(ж!Ж4 V ж5)), h3 = уд(х1, . . . , ж5) V ух^х^з V 
ж2ж5). Легко заметить, что hi(y, ж1? ж2, ж3, ж4, ж5) = h2(y, ж2, ж1? ж5, ж4, ж3), 
а остаточная функция hix x = Xi(y V ж3) V ж3ж5 повторна в В0. Поэтому 
hi неслабоповторна в В, a h3 — функция первого типа. 

Пусть h = yg(xi,..., ж5) V yt(xi,..., ж5), где функция / — несущест­
венная и бесповторная в В0. Все переменные не являются одновременно 
фиктивными в /, иначе h бесповторна в В. 

Пусть фиктивна одна переменная. Из свойства 1 функции д следует, 
что достаточно рассмотреть случаи, когда фиктивны хх и ж4. 

Пусть h = yg(xi,..., ж5) V yt(x2, ж3, ж4, ж5). Рассмотрим функцию 
hx = ух5(х3 V ж2ж4) V yt(x2, ж3, ж4, ж5). Функция hx является либо бес­
повторной в В0, либо однотипной с д. Если hx бесповторна в В0, то 
по теореме 5 функция / равна ж5(ж3 V ж2ж4), что невозможно, так как 
t — остаточная подфункция функции д по одной переменной. Поэтому 
h бесповторна в В по лемме 8. Если hx однотипна с д, то функция / 
равна либо ж2 V ж3(ж4 V ж5), либо ж4 V ж3(ж2 V ж5). В первом случае / — 
остаточная подфункция функции д по одной переменной. Поэтому h бес­
повторна в В. Во втором случае нужно проверить на слабоповторность 
в В функцию h = yg(xi,... ,хъ)У у(хАУ х3(х2\/ хъ)). Остаточная функция 
h x x x = ух\ V ухА повторна в В, т. е. h неслабоповторна в В. 

Пусть h = yg(xi,..., ж5) V yt(xi,x2,x3,x5). Рассмотрим функцию 
hx = y(xix2 V ж3ж5) V yt(xi, ж2, ж3, ж5). Если hx бесповторна в В0, то по 
теореме 5 функция / равна Ж!Ж2 V ж3ж5, т. е. является остаточной под­
функцией функции д по одной переменной. Поэтому по лемме 8 функция 
h бесповторна в В. Если hx однотипна с д, то функция / равна либо 
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(а?! V ж5)(ж2 V ж3), либо (а?! V ж3)(ж2 V ж5). В первом случае / — оста­
точная подфункция функции д по одной переменной, что невозможно 
по лемме 8. Во втором случае проверяем на слабоповторность в В 
функцию h = yg(xi,.. . ,ж5) V y(xi V ж3)(ж2 V ж5). Остаточная функция 
hx х х = ух\ V ух2 повторна в В. 

Пусть фиктивны две переменные. Обозначим их через й. Тогда всег­
да имеются наборы констант г и а такие, что функции дт

й и д? сущест­
венны и различны. Остаточные функции h\ = удт

й V yt и /г~ = уд? V yt 
бесповторны в В0, по теореме 5 функция / одновременно равна дт

й и ^ , 
что невозможно. 

Пусть фиктивны три переменные. Тогда либо все аналогично пре­
дыдущему случаю, либо возможно следующее: имеются две фиктивные 
переменные (обозначим их через v) и набор констант г такие, что оста­
точные функции hl° и hJ-1 имеют ровно по одной различной фиктивной 
переменной, а по теореме 5 это противоречит бесповторности в В0 оста­
точной функции hT~. 

Пусть фиктивны четыре переменные. Из свойства 1 функции д дос­
таточно проверить на слабоповторность в В функции hi = yg(xi,..., 
ж5) V yxi и h2 = yg(xi,.. . ,ж5) V ухА. Остаточные функции hix х х = 
Xi(x3 V у) V х3у и h2x х = yxi V ухА повторны в В. 

Нахождение слабоповторных функций ранга 6 завершено. 
При дальнейших рассуждениях понадобится следующее свойство. 

Пусть функция / — существенная и бесповторная в В ранга 6, но повтор­
ная в В0. Очевидно, что / равна либо xi

 tlg{xi " 2 , . . . , xi ' 6 ) , либо xi
 n V 

g(x1l2,..., ж^ 6 ) , либо gixll1,..., xa
k
kx°3,..., ж^ 6 ) , либо д(х°^ ,...,ха

к
к V 

х°3,..., жг-б'6). Пусть переменная у такова, что / r i / т — существен­
ные и бесповторные в В0. Из вида остаточных подфункций функции д 
можно сделать следующий вывод. Во-первых, нормальное представле­
ние функций fy и fy не может быть задано формулами z • Ф и z V Ф 
соответственно, во-вторых, нормальные представления /J' и /J' одновре­
менно не имеют подформул zxz2 и Z\ V z2 соответственно. 

Будем искать слабоповторные функции ранга 7. Пусть функция / — 
слабоповторная в В ж неслабоповторная в В0. Тогда имеются переменная 
у и константа г такие, что либо /J' = (ха

к
и • ga(xi^1,..., жг-б'6))'5, либо 

fy = gix^1,..., (ха-3 • х^1" У,..., жг-б'6). Тогда имеется такая функция /г, 
обобщенно однотипная с / , что либо h° = Xig(x2, • • •, ж6), либо h° = 
д\Х\Х2^ ж 3 , . . . , ж6), либо hy = д[Хз, ж4, ж5, Ж!Ж2, ж6). 

Обозначим через t(xi,.. .,х6) функцию hy. Так как любая оста­
точная функция (hy)l't не содержит переменных с отрицаниями, в нор­
мальном представлении остаточной функции tTJ. также отсутствуют 
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переменные с отрицаниями. В силу леммы 5 в нормальном представле­
нии функции / отсутствуют переменные с отрицаниями. 

Пусть функция / повторна в В0. Очевидно, что / не имеет фиктив­
ных переменных, т. е. не представима в виде g(xil,..., жг-6). Иначе либо 
одна из остаточных подфункций функции h° по фиктивной переменной 
существенна, что противоречит лемме 6, либо h разделима и по тео­
реме 1 неслабоповторна. Тогда / может принимать один из следующих 
видов: 1) Xi1g(Xi2,..., жг-6); 2) х,1 V д(ж г-2 , . . . , жг-6); 3) (/цж^ж^, жг-3,..., жг-6); 
4) 9i{xi1 V жг-2, жг-3,..., жг-6), где gi получается из д перестановкой перемен­
ных. 

Пусть h° = х1д(х2,..., ж6). Тогда h = ух1д(х2,..., x6)\Jyt(xu..., ж6). 
Докажем, что функция / не представима в виде 3 и 4. Одна из перемен­
ных xil или жг-2 отлична от ж ь пусть для определенности xil. Возьмем 
остаточную функцию hx. , где при т = 1 функция / принимает вид 3 
и при т = 0 — вид 4. Тогда (hT

x. У однотипна с д, a (hT
x. )° существенна 

и бесповторна в В0, что противоречит лемме 6. 
Функция / не представима в виде 1. Так как при i1 = 1 функция 

h разделима и по теореме 1 неслабоповторна, а при i1 ф 1 остаточная 
функция h°x равна = д(х2,... ,х6) и h*x существенна и бесповторна 
в В0, что противоречит лемме 6. 

Остается вид 2. Если ix ф 1, то h°Xi однотипна с д, a h]jXi су­
щественна и бесповторна в В0, что аналогично предыдущей ситуации. 
Если ii = l , то, рассмотрев остаточную подфункцию функции h no xk, 
где к ф 1, убеждаемся в том, что hx. существенна и повторна в В0 

гк 

ранга 6, остаточные функции h°T
x и hlT

x существенны и бесповторны 
У if, У ij, 

в В 0 и представляются формулами Xi • Ф и Xi V Ф соответственно, что 
невозможно. 

Аналогично рассматриваются случаи h° = д(ж!Ж2, ж3, ж4, ж5, ж6) 
И У = 9\X3l Ж 4 5

 ж 5 5 Ж1Ж 2 , Ж 6 ) . 

Пусть функция / бесповторна в В0. Пусть h° = Xig(x2,..., ж6). 
Тогда /г = yxig(x2,..., ж6) V yt(xi,..., ж6). Очевидно, что переменные 
ж 2 , . . . , ж6 одновременно не являются фиктивными в /. 

Пусть Xi фиктивна в /. Рассмотрим остаточную функцию hx = 
уд(х2,..., ж6) V yt(x2,..., ж6). По лемме 8 функция / равна либо ж6(ж4 V 
ж3ж5), либо ж3 V ж4(ж5 V ж6), либо ж2ж3 V ж4ж6, либо (ж2 V ж6)(ж3 V ж4). Да­
лее проверяем на слабоповторность в В функции hi = yxig(x2,..., ж6) V 
ух6(х4 V ж3ж5), h2 = ух1д(х2,..., ж6) V ух3 V ж4(ж5 V ж6), /г3 = ух1д(х2,..., 
ж6) V ух2х3 V ж4ж6, /г4 = yxig(x2,..., ж6) V г/(ж2 V ж6)(ж3 V ж4). Остаточ­
ные функции h1

1
X2

1
X3

1
Xi = ж6(ж! V у) V у ж ь /г2£2Щ6 = ж4(ж! V у) V г/ж3, 

^ з Ц ^ = О з V ж6)(ж! У у) У xrf, /м£ а Щ 6 = у(ж3 V ж4) V ж4ж: повторны 
в В. 
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Пусть Xi существенна в /. Рассмотрим функцию hx = уд(х2, • • •, 
ж6) V ytx . Из леммы 8 остаточная функция tx равна либо константе, 
либо остаточной подфункции функции д(х2,..., ж6) по одной переменной. 

Пусть tx — константа. Тогда h = yxig(x2, • • •, ж6) V y(xi V 
р ( ж 2 , . . . , ж6)), где р не является константой. Пусть функция р имеет 
фиктивные переменные щ если р — существенная, то й — любая пе­
ременная. Тогда имеется набор г такой, что остаточные функции h°T

u 
и Щт

и существенны и бесповторны в В0, различны и представимы в виде 
Xi • Ф и Xi V Ф соответственно, что невозможно. 

Если tx является остаточной подфункцией функции д(х2,..., ж6), то 
tx равна либо ж6(ж4 V ж3ж5), либо ж3 V ж4(ж5 V ж6), либо ж2ж3 V ж4ж6, либо 
(ж2 V ж6)(ж3 V ж4). 

Известно, что функция t бесповторна в В0, нормальное представ­
ление t не содержит отрицаний и нормальное представление единич­
ной остаточной подфункции функции t. Отсюда функция t равна одной 
из следующих функций: 1) Ж!Ж6(ж4 V ж3ж5), 2) ж6(ж!Ж4 V ж3ж5), 
'^) XQ\X4 V Ж1Ж3Ж5К 4) \Х\ V X2\XQ[X4 V Ж3Ж5), О) XQ[X4[XI V Х2\ V Ж3Ж5), 
О) XQ\X4 V \Х\ V Ж2)ЖзЖ5), I ) Ж^Жз V Х4[Х^ V Ж§), О ) ЖЗ V XiX4[X§ V Ж§), 
9) ж3 V ж4(ж5 V XiX6), 10) ж3 V ж4(ж5 V XiX6), 11) (xi V ж2)ж3 V ж4(ж5 V ж 6), 
12) Жз\/ж4(ж!\/ж2)(ж5\/ж6), 13) Жз\/ж4(ж5(ж1\/ж2)\/ж6), 14) Жз\/ж4(ж5\/ж6(ж1\/ 
Ж 2 П , l O j Х\Х2Хз V X4ХQ ^ 1 0 ) (Ж^ V Х§\Х2Хз V X4XQ^ 1 ( J \X\X2 V ЖбДЖз V Ж4), 

18) ((ж! V ж5)ж2 V ж6)(ж3 V ж4). 
Соответственно нужно проверить на слабоповторность в _В функции 

"-1 = Ух\9\х'2л • • • 1 хб) V г/Ж!Ж6(ж4 V ж3ж5), h2 = ух\д\х2^..., ж6) V г/ж6(ж!Ж4 V 
жзж5)5 "-з = yxig(x2,..., х6) V ух6(Х4 V XiX3x5), h4 = yxig[x2,... ,х^) V 
г/(ж! V ж2)ж6(ж4 V ж3ж5), /г5 = ух1д(х2,..., ж6) V г/ж6(ж4(ж! V ж2) V ж3ж5), 
К = ух1д(х2,..., ж6) V г/ж6(ж4 V (х1 V ж2)ж3ж5), /г7 = ух1д(х2,..., ж6) V 
г/(ж!Ж3 V ж4(ж5 V ж6)), /г8 = ух1д(х2,..., ж6) V г/(ж3 V Ж!Ж4(ж5 V ж6)), /г9 = 
ух1д(х2,..., ж6) V г/(ж3 V ж4(ж5 V ж ^ е ) ) , /г10 = ух1д(х2,..., ж6) V г/(ж3 V 
ж4(ж5 V Ж!Ж6)), hn = ух1д(х2,.. . ,ж6) V у((х1 V ж2)ж3 V ж4(ж5 V ж6)), /г12 = 
ух1д(х2,. • .,ж6)Vг/(жзVж4(ж1Vж2)(ж5Vж6)), /г13 = ух1д(х2,.. .,ж6)Vг/(жзV 
ж 4 (ж5(ж^ж 2 ^ж 6 ) ) , /1 1 4 = ух1д(х2,. •., х6)Уу{х3Ух4{хъУх6{ххУх2))), к1Ъ = 
ух1д(х2,.. .,ж6)Vг/(ж1ж2ЖзVж4Ж6), h16 = ух1д(х2,..., х6)Уу{{х1 Ухъ)х2х3У 
ж4ж6), h17 = ух1д(х2,.. .,ж6)Vг/(ж1ж2Vж6)(жзVж4), h18 = ух1д(х2,.. .,x6)V 
у((х1 V ж5)ж2 V ж6)(ж3 V ж4). 

Остаточная функция hix равна нулю, поэтому она разделима по 
теореме 2. Остаточные функции / г 2 Ц 3 Щ 6 = уххУ ух5, й3Ц32«*в = Ух^ V 

ух4, h4x2X3XsXf, = ухх V ух4, h5x2XsXsX6 = ухх V ух4, h6x2X3XsXf, = ухх V ух4, 
h7lx2l6 = yxi(x3 V ж4) V (ж!Ж3 V ж4), hs

l
X2

l
Xi. = ухх(х3 V ж4) V (ж3 V ххх4), 

к9121Ле = P i O s V ж5) V (ж3 V Ж!Ж5), ^ioi2S3^4 = yxi(x5 V ж6) V (ж5 V ж1Жб), 
hnlalX = Vxi(x3 V Xi) V (Ж1Ж3 V ж4), h12°X2

l
X5

l
X6 = ух^хз V ж4) V (ж3 V ххх4), 
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к1з°Хз1415°Хб = yxix2 V у(хг V ж2), hi5l2l5le = ух^хз V ж4) V (х1Хз V ж4), 
^i6i3S4ieie = P i v УХ^ hirlX = vx^x'i v хе)v ( ж 1 ж 2 v ж 6 ) , hls

l
X3

l
Xi°X5 = 

yxi(x2 V ж6) V (xix2 V ж6) повторны в В. 
h14 = yxig(x2,..., ж6) V у(ж3 V ж4(ж5 V ж6(ж! V ж2))) — функция второго 

типа из леммы 9. 
Пусть h° = д(х1х2,х3,...,х6). Тогда h = уд(х1х2, ж 3 , . . . , ж6) V 

yt(xi,..., ж6). Переменные хх и ж2 одновременно не фиктивны в /, иначе 
h будет разделимой. 

Пусть ж2 существенна, a 2?i фиктивна в /. Рассмотрим остаточ­
ную функцию hx = уд(х2,..., ж6) V yt(x2,..., ж6). По лемме 8 функ­
ция / должна быть равна остаточной подфункции функции д(х2,..., ж6). 
В этом случае (hl2)l не будет остаточной подфункцией функции g(xi, ж3, 
ж4,ж5,ж6) или константой, что невозможно. 

Пусть теперь хх и ж2 существенны в /. Рассмотрим остаточные 
функции hl

Xi = уд(х2,..., ж6) V ytl
Xi и h\2 = уд{хъ ж 3 , . . . , ж6) V yt\2. Оста­

точная функция tx по лемме 8 равна одной из следующих функций: 
I) константе, 2) ж6(ж4 V ж3ж5), 3) ж3 V ж4(ж5 V ж6), 4) ж3(ж2 V ж5ж6), 
О) Ж§ V Ж 2 ( Ж 3 V Ж5 J, О) Ж 2 Ж 3 V Ж 4 Ж§, ( J (Ж 2 V Ж б ) ( Ж 3 V Ж 4 ) , о ) Ж 2 ( Ж 3 V Ж4Ж5 ), 

9) ж4\/ж3(ж2\/ж5), 10) ж4(ж2ж5\/ж6), 11) ж2\/ж6(ж4\/ж5). Остаточная функция 
tx равна одной из следующих функций: 1) константа, 2) ж6(ж4 V ж3ж5), 
о ) Ж3 V Ж 4 (Ж5 V Ж § ) , 4 ) X3\Xi V X§XQ\J О) Ж§ V Ж ^ ( Ж 3 V Ж 5 ) , О) Ж^Ж3 V Ж 4 Ж§, 

7) (ж! V ж6)(ж3 V ж4), 8) жДжэ V ж4ж5), 9) ж4 V ж3(ж! V ж5), 10) ж4(ж!Ж5 V ж6), 
I I ) Ж! V Ж6(ж4 V Ж5). 

Пусть t]. ж t]. — неконстанты одновременно. Так как переменные 
Xi и ж2 симметричны в h°, для определенности считаем, что tx

Xx — не­
константа. 

На примере разберем способ рассмотрения возможных вариантов 
для функции t. 

Пусть tx
x = ж6(ж4 V ж3ж5). Известно, что функция t бесповторна 

в В0 и в ее нормальном представлении отсутствуют отрицания. Учиты­
вая вид остаточной функции t]. , можно построить следующие функции, 
возможные в качестве функции t: Ж!Ж6(ж4\/ ж3ж5), ж6(ж!Ж4\/ж3Ж5), ж6(ж4\/ 
Ж \Х 3Ж 5 ), ( Ж ^ \ / Ж 2 ) Ж 5 ( Ж 4 \ / Ж 3 Ж 5 ) , Ж 5 ( ( Ж ^ \ / Ж 2 ) Ж 4 \ / Ж 3 Ж 5 ) , Ж 5 ( Ж 4 \ / ( Ж ^ \ / Ж 2 ) Ж 3 Ж 5 ) . 

Так как известно, каким функциям может быть равна остаточная 
функция t\ , остаются 3 последних функции. Таким образом, действуя 
описанным выше способом, получим следующие функции: 1) ж3(ж!Ж2 V 
^5^6/? ) X6 * Ж^Ж2(Ж3 V Ж5), о) Ж^Ж 2Ж 3 V Ж4Жб, 4) \Х\Х2 V Жб)(Ж3 V Ж 4 ) , 
О) Ж^Ж2(Ж3\/Ж4Ж5), О J Ж4\/Ж3(Ж^Ж2\/Ж5), I ) Ж 4(Ж ̂ Ж 2Ж 51/Ж Q J, о) Ж^Ж2\/Ж5(Ж4\/Ж5), 
9) (ж!\/ж2)ж6(ж4\/ж3Ж5), 10) ж6(ж4(ж!\/ж2)\/ж3Ж5), 11) ж6(ж4V (x i Vж2)ж3ж5), 
12) ж3(ж!\/ж2)\/ж4(ж5\/ж6), 13) ж3\7ж4(ж!\/ж2)(ж5\/ж6), 14) ж3\7ж4(ж5(ж!\/ 
ж2) V ж 6), 15) ж3 V ж4(ж5 V x6(xi V ж2)). 
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Пусть tx n t ' — константы. Функция / бесповторна в В0 и некон­
станта. Так как tx — константа, т. е. несущественна, то переменная 
ж2 существенна в tx . Отсюда следует, что остаточная функция hx = 
|/ж6(ж4 Vж3ж5) Vytx бесповторна в В0. Поэтому по лемме 2 найдется кон­
станта а такая, что tx

 a
x = x6(x4Vx3x5). Учитывая, что tx —константа , 

для функции / возможен еще один вариант: 16) хх V ж2 V ж6(ж4 V ж3ж5). 
Таким образом, нужно проверить на слабоповторность в В функ­

ции hx = уд(х1х2,х3,..., ж6) V ух3(х1х2 V ж5ж6), h2 = уд(х1х2, ж 3 , . . . , ж6) V 
у(х6 V XiX2(x3 V ж5)), h3 = уд\Х\Х2, ж 3 , . . . , ж6) V у\Х\Х2х3 V ж4ж6), я 4 = 
уд\Х\Х2, ж 3 , . . . , ж6) V у(ж!Ж2 V ж6)(ж3 V ж4), h5 = уд\Х\Х2, ж 3 , . . . , ж6) V 
г/Ж!Ж2(ж3 V ж4ж5), /г6 = У9\х\х2^ жз5 • • • 5

 жб) V г/(ж4 V х3\Х\Х2 V ж5)), /г7 = 

уд\Х\Х2, ж 3 , . . . , ж6) V г/ж4(ж!Ж2ж5 V ж6), /г8 

= уд{ххх2,х3,..., ж6) V г/(ж!Ж2 V 
ж6(ж4 V ж5)), /гэ = yg(XiX2, ж 3 , . . . , ж6) V у(ж1 V ж2)ж6(ж4 V ж3ж5), п-ю = 
уд\Х\Х2, ж 3 , . . . , ж6) V г/ж6(ж4(ж! V ж2) V ж3ж5), /in = yg(xix2i ж 3 , . . . , ж6) V 
г /ж 6 (ж^(ж^ж 2 )ж 3ж 5 ) , h12 = уд(х1х2,х3,..., ж6)Vг/(ж3(ж1Vж2)Vж4(ж5Vж6)), 
"-13 = У9(х1х2т x3i • • •5ж6)\/г/(ж3\/ж4(ж1\/ж2дж5\/ж6)), /г14 = уд\Х\Х2, ж 3 , . . . , 
ж6) Vt/(z3 Vx 4 (^5(s i V J ; 2 ) V X 6 ) ) , h15 = уд(х1х2,х3,..., ж6) V г/(ж3 V ж4(ж5 V 
ж6(ж! V ж2))), h16 = уд(х1х2,х3,..., ж6) V г/(ж! V ж2 V ж6(ж4 V ж3ж5)). 

Функции hi,.. .,hs бесповторны в В по лемме 7, а для каждой /гг-, 
где 9 ^ г ^ 16, найдутся переменная ж^ и константа г такие, что оста­
точные функции hix° и hiXky существенны и бесповторны в В0 и имеют 
подформулы Ж!Ж2 и Ж! V ж2 соответственно, что невозможно. 

Аналогично рассматривается случай h° = д(х3, ж4, ж5, XiX2, ж6). 
Нахождение слабоповторных функций ранга 7 завершено. 
Перейдем к отысканию слабоповторных функций ранга более 7. По 

теореме 7 любая слабоповторная функция однотипна с одной из следую­
щих функций: h(u1,. ..,v,k,xi,.. .,х5_к) = p((Vui)V- • -V(Vu f c ) , (&ui ) , . . . , 
(Ык),Х1,...,х5_к), где р(1,г / ! , . . . , г / 5 ) = g(y{l,.. .,yis), и / г ( ж ь . . . , ж ь 
Ж £ + Ъ • • • 7 ж £ + 5 ) = Н Ж Ъ • • • 7 Ж ^ Й Ч ^ + Ъ • • • 1 хк + 5), s{xk + li • • • i xk + b))i г Д е 

функция t(xi,.. .,xk,Zi,z2) такова, что для любого г ^ к переменная Z\ 
фиктивна в остаточной функции tx., а г 2 — в остаточной функции tx . 

Пусть h(u1,...,uk,x1,...,x5_k) = p((Vui) V ••• V (Vufc), ( & u i ) , . . . , 
(Ык),х1,...,х5_к), где р(1,уи...,у5) = д(у(1,...,у{5). Рассмотрим все 
случаи для к, 1 ^ к ^ 5. 

Пусть к = 1. Среди переменных из и выделим переменную г/ и вы­
полним разложение по этой переменной. Функция /г(й, ж1? ж2, ж3, ж4) = 
ур(1, &й, Xi,..., ж4) V ур(Чй, 0, ж 1 ? . . . , ж4). Остаточная функция h° = 
p(Vu, 0, ж ь . . . , ж4) = (Vu)p(O, 0, ж ь . . . , ж4) V (Vu)p(l , 0, ж ь . . . , ж4) = 
(Vu)p(l , 0, ж ь . . . , ж4) V (\/u)t(xi,..., ж4). 

Из свойства 1 функции д достаточно рассмотреть два случая: ос­
таточная функция h1 = р (1 , feu, Xi,..., ж4) = g(fov,, ж 1 ? . . . , ж4), т. е. 
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р ( 1 , О, Х\, . . . , Ж4) — Ж4(ж2 V Х\Хз), И hy — р ( 1 , &И, Ж1, . . . , Ж4) — C/(Xi, Ж2, Ж3, 
&й, ж4), т. е. р (1 , 0, Xi,..., ж4) = Ж!Ж2 V ж3ж4. 

Рассмотрим первый случай. Имеем h° = p(Vu, 0, ж 1 ? . . . , ж4) = (Vu) 
ж4(ж2 V Ж!Ж3) V (Vu)t(xi,.. . ,ж 4 ) . Среди переменных из и выбрав пере­
менную z, имеем i = и* U г. Учитывая, что функция {h°y)°^, = ,гж4(ж2 V 
Ж!Ж3) V zt(xi,..., ж4) должна быть бесповторна в В, вид остаточных под­
функций функции д и лемму 2, функция / может быть равна одной из 
следующих функций: а) константе, Ь) ж4, с )ж 2 \ /ж 1 ж 3 , d) ж4(ж2 V XiX3), 
е) ж2ж4, I) ж^ж3ж4, g) Х\ V ж2(ж3 V ж4), п) ж3 V ж2(ж^ V ж4). 

Рассмотрим все варианты. 
a) i = 1. Тогда Щ = p(Vu, 0, ж 1 ? . . . , ж4) = ж4(ж2 V XiX3) V (Vu). Оста­

точные подфункции функции h]. по у содержат переменные из и в раз­
ных степенях, что противоречит лемме 5. 

/ = 0. Функция h = yg(fov,, ж 1 ? . . . , ж4) V г/(\/й)ж4(ж2 V XiX3). Оста­
точная функция №Х112 = у(х4 V (&й)) V у(Уи)хА = х4(у V (Vu)) V y(Szu) 
повторна в В. 

b) / = ж4. Аналогично случаю t = 1. 
c) / = ж2 V XiX3. Тогда h° = (ж2 V Ж!Ж3)(ж4 V (Vu)). Остаточные 

подфункции функции hx по у содержат переменные й в разных степенях, 
противоречие. 

d) i = ж4(ж2 V Ж!Ж3). Функция h бесповторна в В по лемме 7. 
e) / = ж2ж4. Тогда h° = ж4ж2 V (\/й)ж4ж1ж3 = ж4(ж2 V (\/й)ж1ж3). 

Функция h = yg(fov,, ж 1 ? . . . , ж4)\/|/ж4(ж2\/(\/й)ж1ж3). Остаточная функция 
hi х = х3хА{у V (Vu)) V 2/(&й) повторна в В. 

f) t = XiX3xA. Тогда h° = (\/й)ж2ж4 V Ж!Ж3ж4 = ж4((\/й)ж2 V XiX3). 
Функция h = yg(fov,, ж 1 ? . . . , ж4)\/|/ж4((\/й)ж2\/ж1ж3). Остаточная функция 
hi х = ж2ж4(г/ V (Vu)) V 2/(&й) повторна в В. 

g) t = Xi V ж2(ж3 V ж4). Тогда /г° = g((Vu), ж 1 ? . . . , ж4). Для любой 
переменной жг- и константы т остаточные подфункции функции hT

x по у 
содержат переменные из и в разных степенях. 

h) / = ж3 V ж2(ж! V ж4). Аналогично случаю / = хх V ж2(ж3 V ж4). 
Рассмотрим второй случай, т. е. hy = р(1 , &й, ж 1 ? . . . , ж4) = g(xi, 

ж2, ж3, &й, ж4). Тогда h° = p(Vu, 0, ж 1 ? . . . , ж4) = (\Ju)(xiX2 V ж3ж4) V 
(Vu)i(a;i , . . . ,ж 4 ) . Так как остаточная функция /г° бесповторна в В, 
функция / может быть равна одной из следующих функций: а) кон­
станте, и) ж^ж2, с) ж3ж4, d) ж^ж2 V ж3ж4, е) Х\ V ж3ж4, 1) ж^ж2 V ж3, 
g) ж2 V ж3ж4, h) Ж!Ж2 V ж4, i) (x\ V ж4)(ж2 V ж3), j) (х,\ V ж3)(ж2 V ж4). 

Рассмотрим все варианты. 
a) i = 1. h° = XiX2 V ж3ж4 V (Vu). Остаточные подфункции функции 

hi по у содержат переменные из и в разных степенях, что противоречит 
лемме 5. 
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t = 0. Функция h = yg(xi, ж2, ж3, &й, ж4) V y(Vu)(xiX2 V ж3ж4). Оста­
точная функция hx х х = у((<к,и) V ж4) V у{Уи)хА повторна в В. 

b) t = ххх2. Аналогично случаю t = 0. 
c) ^ = ж3ж4. Тогда h° = ж3ж4 V (Vu)xiX2. Функция h = yg(xi,x2,x3, 

&й, ж4) V |/(ж3ж4 V (\7й)ж1ж2). Остаточная функция hx х х = ух2(Уи) V 
у(х2 V (&й)) повторна в _В. 

d) t = XiX2 V ж3ж4. Функция h бесповторна в В по лемме 7. 
Нетрудно заметить, что в случаях e)-j) имеются переменная жг- и 

константа г такие, что остаточные подфункции функции hT
x по у содер­

жат переменные из и в разных степенях, противоречие. 
Пусть к = 2. Среди переменных из йх выделим переменную у и вы­

полним разложение по этой переменной. Тогда h(v,i, й2, ж1? ж2, ж3) = 
ур(1, Szui, &й2, ж ь ж2, ж3) V yp([4ui) V (Vu2), 0, &й2, ж ь ж2, ж3). Остаточная 
функция h° = p((Vui) V (Уй2),0,&й2,Ж1,Ж2,Жз) = (Vui) V (Vu2)p(0, 0, 0, 
Ж1,ж2,ж3) V ((Vui) V (Уй2))р(1,0,&й2,ж1,Ж2,Жз) = ((Vui) V (Vu 2 ) )p( l ,0 , 
&и2 , ж ь ж2, ж3) V (Vui) V (\Ju2)t(x1,x2, ж3). 

Из вида остаточных подфункций функции д следует, что функция 
р(1 , 0, &й2, Xi, ж2, ж3) может быть представима одним из следующих ви­
дов: 1) {ku2){xil V жг-2жг-3), 2) жг-1((&и2) V жг-2жг-3), 3) жгЧ(жг-2 V (&и2)жг-3), 
4) {ku2)xil V жг-2жг-3. 

Рассмотрим все варианты. 

1) р (1 , 0, &й2, ж1? ж2, ж3) = (&й2)(жг1 V жг'2жг-3). Из множества перемен­
ных й2 выберем переменную z, тогда й2 = и*2 U z. Рассмотрим остаточ­
ные функции (h°)° = (Vui) V (Wu*2)t и (/г°)^ = (&й;)(жгЧ V жг-2жг-3). Они 
содержат переменные из й2 в разных степенях, противоречие. 

2) р (1 , 0, &й2, Xi, ж2, ж3) = жг1((&й2) V жг'2жг-3). Из множества перемен­
ных iii выберем переменную z, тогда ui = й* U z. Остаточная функция 
(^у)й*й2

 = zt(xi,x2,x3)VzXi1Xi2Xi3. Отсюда следует, что функция t равна 
либо константе, либо конъюнкции переменных. 

Последовательно рассмотрим все варианты. 
a) t = 0. Тогда h°y = ((Мщ) V (Уй2))ж,-1((&й2) V жг-2жг-3) = жгЧ((&й2) V 

a;,2a; i3((Vui)V(Vu2))). Остаточная функция {h°)l
Xii

l
Xi°ui = xis(\Ju2)\J(кй2) 

повторна в В. 
b) t = 1. Тогда h° = жг1((&й2) V жг'2жг-3) V (Vui) V (Vu2). Остаточная 

функция (/г°)й^, °, = (&й2) V (Vu2) повторна в Б . 
c) i = жгЧ. Тогда h° = Jy^JVJyu^Xi, V ((Vui) V (Уй2))ж,-1((&й2) V 

xi2Xi3) = a;s'i((Vui) V (VM 2 ) V (&й2) V жг'2жг-3). Остаточная функция 
С А ^ Л = ( & ^ ) V (VU2-) повторна в Д. 

d) i = ж,-а. Тогда /г° = ( У ^ ) V (Уй2)ж,-а V ((Vui) V (Уй2))ж,-1((&й2) V 
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Xi2xi3). Остаточная функция {h0)0
ui].. ].. ].. = (&u2)V(Vu2) повторна в В. 

e) t = xi3. Аналогично случаю / = жг-2. 
f) t = xilxi2xi,3. Тогда h° = (Vui) V {\]u2)xilxi2xi3 V ((Vui) V {Vu2))xil 

{{ku2) V xi2xi3) = xilxi2xi,3 V xil(&v,2) = жгЧ((&й2) V xi2xi3). Функция h 
бесповторна в В по лемме 7. 

g) t = xilxi2. Тогда h° = {Уй^У {yu2)xilxi2 V ((Vui) V {Vu2))xil 

((&и2) V Xi2xi3). Остаточная функция (h°)0
uilt *. *. = (&и2) V (Vu2) по­

вторна в В. 
h) i = жг-2жг-3. Тогда /i° = (Vui) V {\]u2)xi2xi3 V ((Vui) V {Vu2))xil 

( (&и 2 ) V i i 2 j ; i s ) . 
Выберем из множества переменных й2 переменную z. Тогда й2 = 

u*2Uz. В остаточных функциях (/г°)° = xi2xi3((\/u1) V (\/й2)\/жг'1) и (/г°)* = 
жг1((&й2) V жг'2жг-3) переменные из й*2 содержатся в разных степенях, про­
тиворечие. 

i) / = жг1жг'3. Аналогично случаю / = жг1жг'2. 

3) р (1 , 0, &й2, Xi, ж2, ж3) = жг1(жг'2 V (&й2)жг-3). Из множества перемен­
ных iii выберем переменную z. Тогда йх = й* U z. Остаточная функция 
(^у)й*й2

 = zt(xi,x2,x3) V zxilxi2 бесповторна в В0. Поэтому функция / 
равна одной из следующих функций: а) константе, Ь) жг1, с) жг-2, d) жг1жг'2, 
ej х^гжг-2жг-3, I J х^гх^2 V жг-3, gj жг-джг-2 v жг-3̂ , nj ж^^ж^ v жг-3̂ . 

Рассмотрим все варианты. 
a) i = 1. Тогда h° = (Vui) V (Vu2) V жг1(жг'2 V (&й2)жг-3). Остаточная 

функция (hiy^XXX* = (&U2) V (WU^ п о в т ° Р н а в В-
t = 0. Тогда /г° = жг'1(жг-2((\/й1) V (Vu2)) V жг-3(&й2)). Остаточная 

функция (hy)^^. I. = xi2{ViL2) V (кй2) повторна в В. 
b) t = xtl. Тогда h° = жг-1((\/й1) V (Vu2) V жг-2 V (&й2)жг-3). Остаточная 

функция (h0
y)0

uiln
0
Xt2lt3 = (&й2) V (Vu2) повторна в В. 

c) t = xi2. Тогда h° = жг-2((\/й1) V (Vu2) V xtl) V жг'1жг'3(&й2). Остаточ­
ная функция ( / г " ) - ^ = xi2(xil V (Vu2)) V жг1(&й2) повторна в В. 

d) t = xilxi2. Тогда h° = xil(xi2 V (&й2)жг-3). Функция h бесповторна 
в В по лемме 7. 

e) t = жгЧжг-2жг-3. Тогда h° = жгЧ(жг-2(жг-3 V ((Vui) V (Vu2))) V жг-3(&и2)). 
Остаточная функция (hy)^].. = жг'2(жг-3 V (Vu2)) V жг-3(&й2) повторна в В. 

f) t = xixxi2 V xi3. Тогда h° = xixxi2 V (Vui) V {4u2)xi3 V жг-1жг-3(&и2). 
Остаточная функция (hy)^ ]. Xt £ = (Vu2) V (&й2) повторна в _В. 

) / = жгЧ(жг-2 V жг-3). Тогда h° = xilxi2 V жг-1жг-3((&и2) V (Vui) V (Vu2)). 
Остаточная функция {h°)°Xt lt lt йг = (&й2) V (Vu2) повторна в В. 
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h ) i = х{2(х{1\/х{з). Тогда h° = х{1х{2\/х{з(х{1(Ы2)\/х{2(\/й1) V (Vu2)). 
Остаточная функция (h°)]. 2 = xil(xi2 V (&й2)) V жг-2(\/й2) повторна в _В. 

4 ) р ( 1 , 0, &й2, ж1? ж2, ж3) = (&й2)жг1\/жг'2жг'3. Из множества переменных 
iii выберем переменную z. Тогда йх = й* U z. Остаточная функция 
(^у)й*й2

 = -г^(ж1, ж2, ж3) V zxi2Xi3 бесповторна в В0. Поэтому функция / 
равна одной из следующих функций: а) константе, Ь) жг-2, с) жг-3, d) жг'2жг-3, 
ej х^г жг-2жг-3, I J жг-2жг-3 V ж^, gj ж^^ж^ v жг-3̂ , nj ж^^ж^ v жг-2̂ . 

Рассмотрим все варианты. 
a) i = 1. Тогда h° = (Vui) V (Vu2) V ((&й2)жг1 V жг'2жг-3). Остаточная 

функция ( / г " ) - ^ °, = (Vu2) V (&й2) повторна в В. 

t = 0. Тогда /г° = (&й2)жг1 \/жг'2жг'3((\/й1) V (Vu2)). Остаточная функ­
ция (h°)0

uilt l. = xi2(Vu2) V {кй2) повторна в В. 

h)t = xi2. Тогда h° = жг-2((\/й1) V (Vu2) У xi3) V (&й2)жг-1. Остаточная 
функция (/г")-^^ = жг-2(жг-3 V (Vu2)) V (&и2) повторна в В. 

c) t = жг-3. Аналогично случаю / = жг-2. 
d) / = жг'2жг-3. Тогда h° = xi2xi3 V (&й2)жг1. Функция h бесповторна 

в В по лемме 7. 
e) t = жгЧжг-2жг-3. Тогда h° = xi2xi,3{xil V (Vui) V (Vu2)) V (&v,2)xil. 

Остаточная функция (hy)^].. = xi2(xil V (Vu2)) V жг1(&й2) повторна в В. 

f) i = жг-2жг-3 V жгЧ. Тогда /г° = жг-2жг-3 V ^ ( ( V u i ) V (Vu2) V (&и2)). 
Остаточная функция ( / i y ) - ^ ° = (Vu2) V (&й2) повторна в _В. 

g) i = жг-2(жгЧ V жг-3). Тогда h° = xi2xi3 V жг-1((&и2) V х^Ущ) V (Vu2)). 
Остаточная функция (/i°)^ * ° 5 = (&й2) V (Vu2) повторна в _В. 

h) i = жг-3(жгЧ V жг-2). Тогда h° = xi2xi3 V жг-1((&и2) V х^Ущ) V (Vu2)). 
Остаточная функция (hy)].. °. *. ^ = (&й2) V (Vu2) повторна в _В. 

Аналогично доказывается лемма для к = 3,4 и 5. 
Рассмотрим случай, когда слабоповторная функция ранга больше 7 

однотипна с функцией h(y, ж ь . . . , хк, хк+1,..., хк+5) = t(y, ж ь . . . , хк, 
g(xk+i,..., хк+5), s(xk+i,..., хк+5)). Выполним разложение по перемен­
ной у. Тогда функция h = yt^x^ ..., хк,д(хк+1,..., xk+5))yyt2(xu ...,хк, 
s(xk+i,..., хк+5)), где функция ti(xi,..., хк, z) такова, что при любом г 
в остаточной функции t\ фиктивна z, a t2(xi,..., хк, z) такова, что при 
любом г в остаточной функции t°x фиктивна z. 

Очевидно, что нормальное представление функции s не содержит 
отрицаний. Функции tx и t2 различны, иначе h не является слабоповтор­
ной по теореме 3. По лемме 3 функции tx и t2 либо однотипны с д, либо 
бесповторны в В0. 
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Пусть одна из функций t± и t2 однотипна с д, а другая бесповторна 
в В0. Рассмотрим остаточную функцию /i?. Если s существенна, то о; — 
любая переменная функции s, иначе UJ — множество всех фиктивных 
переменных функции s. Тогда всегда найдется набор а такой, что д? 
и s? существенны. Получили противоречие с леммой 6. 

Пусть ii и /2 однотипны с д. Тогда (h%)°y = ^ ( ж ь . . . , хк,д?) и {к%)\ = 
t2(xi,..., хк, SQ). Отсюда следует, что либо h? повторна в В, либо tx = 
t2, что невозможно, иначе h разделима по теореме 3. 

Таким образом, функции tx и t2 бесповторны в В0. Функция s либо 
бесповторна в В0, либо однотипна с д. 

Пусть s бесповторна в В0. Докажем от противного, что s не имеет 
фиктивных переменных. 

Пусть v, — множество всех фиктивных переменных функции s, 
\й\ > 1, f — набор констант такой, что функция дт

й существенна. Тог­
да (/г~)° и {hT

u)y существенны и различны. Поэтому h\ повторна в В0. 
Из этого следует, что Щ повторна в В0, где v — множество фиктивных 
переменных функций s, \v\ < |й|, h\ является остаточной подфункцией 
функции h~. С другой стороны, (h~)° и {Щ)у бесповторны в В0, а {Щ)у 

имеет по крайней мере одну фиктивную переменную, что противоречит 
лемме 1. 

Пусть |й| = 1. Обозначим эту фиктивную переменную через жг-. 
Остаточная функция ha

x = yt1(x1,...,xk,g%)Vyt2(x1,...,xk,s°), где 
Xj — существенная переменная функции s ж sa

x. — остаточная функция, 
которая не имеет фиктивных переменных, кроме жг-. Далее рассмотрим 
остаточную функцию ha

x.Tx. =yt1(x1,..., xk,ga
Xj

T
x.)Vyt2(xl,..., xk,sa

x.), где 
gx.x. существенна. Остаточные функции (hx.x.)y и (hx.x.)y существенны 
и различны. Поэтому hx.x. повторна в В0. Отсюда следует, что hx. 
повторна в В0, что невозможно по лемме 1. 

Таким образом, функция s не имеет фиктивных переменных. 
Допустим, что имеется переменная хк такая, что фиктивная остаточ­

ная функция sx не равна константе. Тогда hx = yti(xi,.. .,хк,дх ) V 
yt2(xi,..., хк, sx ). Пусть v — фиктивные переменные функции sx . Тог­
да существует набор f такой, что остаточная функция дх

 т~ существен­
на. Эта функция повторна в В0, так как остаточные функции {hXk

T-)° 
и (hXkl)y существенны и различны. Поэтому hXk также повторна в В0, 
что противоречит лемме 1. 

Таким образом, любая остаточная подфункция функции s либо кон­
станта, либо не содержит фиктивных переменных, а ее нормальное пред­
ставление не содержит отрицаний. Тогда либо s = xk+i • ... • хк+5, либо 
s = хк + 1 V • • • V Хк + 5. 

Пусть s = хк+1 • . . . • хк+5. Тогда функция h = yt1(x1,.. .,хк,д(хк+1, 
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. . . , xk+5))yyt2(xu . . . , xk,xk+1-.. .-xk+5). Остаточная функция h\k+ilk+& = 
yt1(x1, ...,xk, xk+2 V xk+3) V yt2(x1, ...,xk, xk+2xk+3xk+4). Так как оста­
точная функция hlk+ilk+5lk+i повторна в В0, функция / г ^ + 1 ^ + 6 также 
повторна в В0, что невозможно по лемме 1. 

Аналогично доказывается случай s = xk+i V • • • V xk+5. 
Пусть функция s однотипна с функцией д. Тогда h = yti(xi,..., xk, 

g(xk+1,...,xk+5)) V yt2(x1,...,xk,g(xik+1,...,xik+5)). Пусть переменная 
xik+i в g(xik+1,...,xik+5) отлична от xk+4. Тогда hl

Xk+i = yt^x^ ... ,xk, 
(xk+1 V xk+5)(xk+2 V xk+3)) V Vyt2(xi, • • .,xk,Xjk+1 V Xjk+2(Xjk+3 V xjk+i). 
Остаточная функция {hXk 4l- )? имеет одну фиктивную переменную, 
а (hxk Л- )у с У Щ е с т в е н н а 7 т - е- п о теореме 5 функция hXk iX. беспо­
вторна в В0. Обозначим фиктивную переменную через х. Тогда имеется 
константа г такая, что hx х. т

х повторна в В0 по лемме 1. Получили 
противоречие с бесповторностью в В0 остаточной функции hx x. 

Пусть Xi равна хк+А. Рассмотрим остаточную функцию h°x = 
yt i(Xi, . . . ,Xk,Xk + iXk + 2 V Хк+зхк + 5) V yt2\xli • • • •, xki xik + 1

xik+2 V xik+3
 xik+5 ) • 

Пусть функции хк+1хк+2 V xk+3xk+5 и xik+1xik+2 V xik+3xik+5 равны. Тог­
да либо равны g(xk+i,..., хк+5) и g(xik+1,..., xik+5), что невозможно 
по теореме 3, либо h = yt1(x1,.. .,хк,д(хк+1,.. .,хк+5)) V yt2(x1, ...,xk, 
д(хк+1,хк+2,хк+5,хк+4,хк+3)). Остаточная функция h\k+i = yt1(x1,..., 
хк, (хк+1 V хк+5)(хк+2 V хк+3)) V yt2(xi, ...,хк, (хк+1 V хк+3)(хк+2 V хк+5)). 
Остаточные функции ( /г^ + 4 ^ + 1 )° и ( ^ k + 4 i k + 1 ) J имеют по одной фиктив­
ной переменной, причем эти переменные различны, что невозможно по 
лемме 1 и теореме 5. 

Пусть функции xk+1xk+2Vxk+3xk+5 и xik+1xik+2 Vxik+3xik+5 различны. 
Остаточные функции (h° ° )° и (h° ° )}, имеют по одной различ-
ной фиктивной переменной, что невозможно по лемме 1 и теореме 5. 
Лемма 9 доказана. 

Объединив лемму 9 и теорему 4, получим следующее утверждение. 
Т е о р е м а 8. Система булевых функций 

^ 1 \ ^ 2 * Х3\ V Х3Х4, 

Xi(x2 V • • • V хп) V х2 • • • • • хп, п ^ 3, 
^ 1 \ ^ 2 V х3 ' • • • ' хп) V Х2 ' Х3 • . . . • Хп, 71 ^ О, 

•Л^ 1 . . . tb у-* V ш 1 . . . *b у-* , ]Ь -^- £*, 

x\Q\x1i • • • ? x 6 J * x Iх 5\x Iх 4 * X3X Q J, 

^ \ x l Q \ x3? x4? x b ? x6 ? x7) V Ж](Ж4 V X 5 ( X Q V X^[X2 V Ж з П ) , 

является полной системой представителей классов эквивалентности по 
отношению обобщенной однотипности для булевых функций, слабопов­
торных в базисе В = В0 U {д}, где g(xi,..., х5) = Xi(x2 V х3хА) V х5(х3 V 
Х2Х4 ) • 
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