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ЗАДАЧА ДВУХУРОВНЕВОГО ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ С МНОГОВАРИАНТНЫМ 

РАНЦЕМ НА НИЖНЕМ УРОВНЕ*) 

А. В. Плясунов 

Рассматривается задача двухуровневого линейного программиро­
вания с ограничениями общего вида на верхнем уровне и с подзадачей 
о многовариантном ранце на нижнем уровне. Найдены условия, при 
которых задача является невырожденной и сводится к серии задач ли­
нейного программирования. 

Введение 

В данной статье продолжены исследования из [1], связанные с выде­
лением полиномиально разрешимых классов задач на основе декомпози­
ции области допустимых решений. Идея предлагаемого подхода состоит 
в следующем. Множество допустимых решений двухуровневой задачи 
разбивается на подмножества таким образом, что на каждом из них ис­
ходная задача сводится к решению более простой задачи. Если число 
подмножеств невелико и на каждом из них соответствующая задача ре­
шается эффективно, то получаем полиномиальный алгоритм и для ис­
ходной задачи. Основная трудность заключается в поиске подходящего 
разбиения допустимой области. При выборе разбиения следует учиты­
вать условия оптимальности для внутренней подзадачи или двойствен­
ной к ней, а также структурные особенности системы ограничений. По­
лученные на основе этого подхода результаты содержатся в [1-3]. 

В § 1 приводится постановка двухуровневой задачи с многовариант­
ным ранцем на нижнем уровне. Формулируются критерии доминирова­
ния, позволяющие упрощать исходные данные внутренней задачи, что 
является существенным при разработке алгоритмов решения. 

В § 2 приводятся условия, при которых задача оказывается невы­
рожденной и решается за полиномиальное время. 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 01-07-90212). 
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Определения допустимого, оптимального, наилучшего гарантиро­
ванного решений, а также невырожденной задачи содержатся в [1]. 

§ 1. Постановка задачи 

Рассмотрим задачу двухуровневого линейного программирования: 
найти 

тах(сж + dy(x)) (1) 

при ограничениях 
Ах + Ву(х) ^ Ъ, (2) 

где у{х) — оптимальное решение задачи о многовариантном ранце 
МВР(ж): найти 

jeJ ieij 

при ограничениях 

Y,yiJ = xJ^ JtJ, (4) 

j£J i£lj j£J 

где J = { 1 , . . . ,ra}, Ij = { 1 , . . . ,mj},j G J. 
Обозначим через ДМВР(ж) задачу, двойственную к задаче (3)-(5): 

найти 

mnJ J2(ljxJw + J2xi 7J f (6) 

при условиях 

Ъ + Pij w ;> fij ,ie ij, j e J, (7) 
w^O, (8) 

где w,jj — двойственные переменные. 
Положим fj(w) = max{/8 j — pij w}. Оптимальное значение перемен-

ной 7j равно fj(w) при любом w. Поэтому задача ДМВР(ж) эквивалентна 
следующей задаче: найти минимум функции 

F(w) = Yl qiXiW + YJ Xi fM = Yl Xi(qiW + £(™)) 
j£j j£j j£j 

при ограничении (8). Функции fj(w), j G J, выпуклы по w. Поэтому 
функция F(w) также является выпуклой. Через fJ,(w) и p{w) обозна­
чим левую и правую производные функции F в точке w, а через fj,j(w), 
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Pj(w) — соответствующие производные функции fj. Нетрудно видеть, 
что 

fij(w) = - max{p8i | ffj - pijW = fj(w)}, 
Pj(w) = ~ min{py | fij - PijW = fj(w)}, 

P(w) = ^XjiQj + »j(w))> p(w) = ^2x:(Qj + Pj(w))-

Точка w* является точкой минимума функции F тогда и только тогда, 
когда выполняются неравенства 

n(w*)<:0<:P(w*). 

Функция F неограничена снизу, если p{w) < 0 при достаточно боль­
ших значениях w. В этом случае задача МВР(ж) не имеет решений. Если 
/о(0) ^ 0, то минимум функции F достигается в точке 0. 

Будем считать, что при каждом j £ J выполняются равенства 

/ i j = т а х { Д ( | г G -Г/} и pxj = max{p s i | г £ Ih f{j = / у } . 

При разработке алгоритмов решения задачи о многовариантном ран­
це используются критерии доминирования, позволяющие уменьшить 
размерность задачи [5, 6]. В предложениях 1 и 2 приводятся аналогичные 
утверждения для задачи (3)-(5). Критерии доминирования позволяют 
получить минимальное представление функций fj(w),j £ </, при кото­
ром не изменяется множество оптимальных решений задачи МВР(ж). 
Доказательства предложений 1 и 2 легко следуют из соотношений до­
полняющей нежесткости. 

П р е д л о ж е н и е 1. 1). Если frj < / у и prj ^ рц, то для любого 
оптимального решения задачи МВР(ж) верно равенство yrj = 0. 

2). Пусть frjifsj < fij- Тогда при выполнении условий 

frj < fsj И pTj ^ psj ИЛИ frj = fsj И Prj > psj 

для любого оптимального решения задачи МВР(ж) верно равенство 
Vrj = 0. 

Окончательный вид функции fj(w),j £ </, который может быть по­
лучен на основе данного утверждения, изображен на рис. 1. Отметим, 
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ЛИ 

flj~P2jW flj_p3jW 

fij -,P'JW 

Puc. 1 

что сохраняются все функции вида / у — pij w. Последнее гарантиру­
ет, что не будет потеряно ни одно из оптимальных решений, на кото­
ром ограничение (5) задачи МВР(ж) выполняется как строгое неравен­
ство. Любая из оставшихся функций Д,- — pij w может иметь несколько 
копий. 

/ » 
Jtj 

f.i 

Jrj 

(fsj ~ frj)/(Psj -Prj) (ftj -fsj/(Ptj -Psj) 

Puc. 2 

П р е д л о ж е н и е 2. Если frj < fsj < ftj, ptj > psj > prj и (fsj -
frj)/(Psj — Prj) < (ftj — fsj)/(Ptj — Psj), TO Для любого оптимального ре­
шения задачи МВР(ж) верно равенство ysj = 0 (рис. 2). 
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Основываясь на этих утверждениях, без ограничения общности бу­
дем предполагать, что выполняются неравенства 

flj ^ hi ~2 • • • ~2 fm3ji Plj ^ P2j ^ • • • ^ Pm3j (9) 

и если frj < fsj < ftj, ptj > psj > prj, то 

(fsj - frj)/(P,J - Vrj)2(ftj-f,j)/(Ptj-p,j)- ( io) 

§ 2. Основной р е з у л ь т а т 

Положим Wij = 0 при j £ J. Для /г = 2 , . . . , rrij — 1 обозначим через 
vjkj узел (Д,- - fk+ij)/(Pkj -Pk+ij) функции fj(w), соответствующий ли­
нейным функциям (hj—Pkj w) и (h+ij—Pk+ij w)> коэффициенты которых 
являются соседними в порядке (9). Предположим, что 

(A) неравенства (9) и (10) являются строгими; 
(B) при к ^ 2 и j G J узлы wkj различны. 

Л е м м а 1. Если выполняются условия (А) и (В) и (х,у) является 
допустимым решением задачи (1)-(5), то задача МВР(ж) имеет един­
ственное оптимальное решение. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . ЕСЛИ Х = 0, то у = 0 — единственное оптималь­
ное решение. Далее без ограничения общности будем считать, что х > 0 
и задача МВР(ж) записана в канонической форме. Для этого достаточно 
ввести вспомогательную неотрицательную переменную z в ограничение 
(5) и поменять знак неравенства на равенство. При этом двойственная 
задача к каноническому представлению совпадает с задачей ДМВР(ж). 

Так как задача МВР(ж) разрешима, то функция F ограничена снизу 
и достигает минимальное значение в некоторой точке w*. Обозначим 
через wkoj0 и wklj1 два соседних узла, между которыми лежит w*. 

Предположим, что точка w* является внутренней точкой интервала 
[wkoj0,wklj1]. Тогда fJ,(w*) = p(w*) = 0. Следовательно, для любого w 
такого, что wkoj0 < w < wklj1, получим fJ,(w) = p{w) = 0. С другой 
стороны, для концов интервала выполняются равенства и неравенства 
Kwkaja) < 0 = p(vjkojo) и p{wklh) = 0 < p(wklh). Таким образом, все 
точки рассматриваемого интервала являются точками минимума функ­
ции F. Пусть 

ieJ 
Так как неравенства (9) и (10) предполагаются строгими, то величины 
Pijj определяются однозначно. Рассмотрим допустимое решение (yj-^z1) 
задачи МВР(ж), где z1 = 0, у}- = Xj при j £ J и у]- = 0 во всех 
остальных случаях. Пусть М — столбцы матрицы ограничений, соот­
ветствующие ненулевым переменным у]-. Очевидно, что ранг матрицы 
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М равен п и для каждой нулевой переменной z1 или у}- соответствующее 
двойственное ограничение задачи ДМВР(ж) выполняется как строгое не­
равенство на любом оптимальном решении (w,j), где w £ (wfcoJO, w f c l j l) , 
jj = fj(w). Отсюда следует, что рассматриваемое допустимое решение 
задачи МВР(ж) является ее единственным оптимальным решением. 

Предположим, что p(w*) < 0 < p(w*). Тогда w* совпадает с одним из 
узлов wkoj0 или wklj1 и является единственной точкой, в которой функция 
F принимает минимальное значение. Следовательно, в задаче ДМВР(ж) 
существует единственное оптимальное решение (ги*,7*), где 7* = fj(w*). 
Допустим, что w* = wklj1. Тогда для j ф j \ имеем pj(w*) = pj(w*) = 
-pi:ij. Если j = j u то Pj^vf) = -pkljl и Pj^vf) = -pkl+ljl. Рассмотрим 
допустимое решение (yf,, z2) задачи МВР(ж), которое является решением 
следующей системы равенств: 

z = 0, Vij = 0, j ф j ' i , i ф ij, yih = 0, i ф къ кх + 1, (11) 

Учз = xh J Ф Ju (12) 
УкгН +№bi + lji = Xh, (13) 

Y1 РЧЗУЧЗ + PkihVkih + Ркг + ЦгУкг + lh = Yl QjXj. (14) 
3ФЗ1 J 6 J 

Так как p(w*) < 0 < p(w*), то переменные у\х~х и у\х~х являются не­
нулевыми. Как и в предыдущем случае, рассмотрим множество М 
столбцов матрицы ограничений, соответствующих ненулевым перемен­
ным у2-. Так как ранг матрицы М равен п + 1, т. е. числу ненулевых 
переменных, то решение системы уравнений (11)—(14) является базис­
ным допустимым решением задачи МВР(ж). Учитывая, что для ну­
левых переменных соответствующие двойственные ограничения задачи 
ДМВР(ж) выполняются как строгие неравенства на оптимальном реше­
нии (w*, 7*), имеем (yfj, z2) — единственное оптимальное решение задачи 
МВР(ж). Случай, когда w* = wkoj0, доказывается аналогично. 

Предположим, что функция F принимает минимальное значение 
в точке w* = 0 и р(0) > 0. Тогда оптимальное решение внутренней 
задачи является единственным и определяется из соотношений у\- = 
xh Vkj = 0; z3 = Е xMj ~ Pij), тне j <Е J ж к ф I. 

Рассмотрим последний случай, когда w* совпадает с максимальным 
узлом и p(w*) = 0. Тогда решение у^.- = Xj, ykj = 0, j G J, к ф щ, 
z4 = 0 является единственным оптимальным решением задачи МВР(ж). 
Лемма 1 доказана. 

Из леммы 1 следует, что любое допустимое решение задачи (1)-(5) 
является гарантированным и любое ее оптимальное решение является 
наилучшим гарантированным решением. 
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Пусть L = ^2(m,j — 1) + 1 — число узлов функции F(w). 
3 

Т е о р е м а 1. Если выполняются условия (А) и (В), то задача (1)-(5) 
полиномиально разрешима. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Множество допустимых решений задачи (1)-(5) 
представим в виде объединения подмножеств Щ8- Множество Hks со­
стоит из всех таких допустимых решений (х,у), что функция F дости­
гает минимума в узле wks. В общем случае эти множества могут пере­
секаться. 

Пусть (ж, у) — произвольное допустимое решение задачи (1)-(5). По­
кажем, что решение задачи МВР(ж) сводится к решению системы линей­
ных уравнений и неравенств. Так как у — оптимальное решение задачи 
МВР(ж), то существует оптимальное решение (j,w) двойственной за­
дачи ДМВР(ж). Тогда значения целевых функций на этих решениях 
совпадают, т. е. 

Yl Yl foVii = Yl qiXJW + Y1 xi 7J' (15) 
j£J i€lj j£J j£J 

и выполняются ограничения у ^ 0, (4), (5), (7), (8). Верно и обратное 
утверждение. Если (y,j,w) — решение равенства (15) при указанных 
ограничениях, то у — оптимальное решение задачи МВР(ж). 

Используя функции fi и F, получим эквивалентную систему огра­
ничений (4), (5), (8), у ^ 0 и 

^2^2 fи У a = F(w). 
jeJ ieij 

Как следует из доказательства леммы 1, существует такой узел wks, 
что 

^2^2 fa У a = F(wkt), 
jeJ ieij 

и, следовательно, решение (ж, у) попадает в множество Tlks. Нетрудно по­
казать, что множество Hks определяется следующей системой линейных 
ограничений: 

Ах + By ^ 6, 

^2^2fi:Vi: = ^2(0:wk. + fj(wk,))xj, 
j£J i€lj j£J 

/ _, Vij = xj i J t J, 

/ j / j Vij Vij ^ / j 1j xj 7 

j£J i€lj j£J 

x ^ 0, у ^ 0. 
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Поэтому решение задачи (1)-(5) на множестве Hks эквивалентно реше­
нию следующей задачи линейного программирования (Р&8): найти 

max (ex + dy) 

при условиях 

Ах + By ^ 6, 

j£J i€lj j£J 

Xj •> J £ -J 1 Ез". 
iei. 

7 j 7 j Pij Vij ^ 7 У ?J ж j • 
j£J i£l, j£J 

Таким образом, если исходная задача разрешима, то среди задач Pks 

найдутся разрешимые. Верно также и обратное утверждение. Так как 
задачи Pks могут быть решены с помощью полиномиальных алгоритмов 
[4] и их число ограничено полиномом от длины исходных данных, то 
задача (1)-(5) является полиномиально разрешимой. 
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