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НАХОЖДЕНИЕ РАВНОВЕСИЯ В ОДНОМ КЛАССЕ 
МОДЕЛЕЙ ПРОИЗВОДСТВА — ОБМЕНА*) 

В. И. Шмырёв 

Рассматривается класс линейных моделей производства — обмена 
Эрроу — Дебре с весьма простой структурой допустимых производ­
ственных множеств участников производителей (фирм): производ­
ственное множество каждой фирмы описывается, помимо условий не­
отрицательности величин выпускаемых продуктов, еще одним нера­
венством, задающим ограничение по расходованию некоторого лими­
тирующего ресурса. Именно такие модели возникают как аппроксима-
ционные при исследовании общих моделей, в которых производствен­
ные возможности фирм описываются выпуклыми множествами. 

В настоящей статье продолжены исследования из [5]. Полученный 
конечный алгоритм отыскания равновесных состояний примыкает к ал­
горитмам [1-3] для отыскания равновесных состояний в линейной мо­
дели обмена. Он основан на общей схеме полиэдральной комплементар-
ности [4], которая обобщает известную схему Лемке для задач линейной 
комплементарности [7]. Как и в случае линейной модели обмена, ис­
следуемый процесс характеризуется свойством монотонности, имеющим 
место при применении процедуры Лемке к задачам с положительными 
главными минорами матрицы ограничений. 

§ 1. Описание класса моделей 

Пусть п — число продуктов, учитываемых в рассматриваемой мо­
дели. Каждый продукт отождествляется с его номером, т. е. множество 
J = { 1 , . . . , п} является множеством продуктов модели. 

Участники модели делятся на две группы: производящие товары — 
их будем именовать производителями, или фирмами, и потребляющие 
товары — их будем именовать потребителями. Пусть т — число потре­
бителей модели и / — число фирм. Введем общую нумерацию участников 

*) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проект 03-01-00877а) и Программы под­
держки ведущих научных школ РФФИ (НШ-80.2003.6). 
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модели, считая S = { 1 , . . . , то + /} множеством всех участников. При этом 
I = { 1 , . . . , то} — множество потребителей и К = {то + 1 , . . . , то + /} — 
множество фирм. 

Фирма к £ К планирует производство товара j £ J в некотором 
объёме хк, определяя тем самым вектор-план хк = (ж* , . . . , ж*). Реа­
лизация этого плана требует затрат некоторого ресурса, имеющегося 
у фирмы в количестве (к. Считается, что при производстве единицы 
товара j затрачивается ск единиц этого ресурса и количество затрачи­
ваемого ресурса линейно зависит от объёма производимого товара. Та­
ким образом, общие затраты ресурса на реализацию плана хк задаются 

п 
линейной функцией ^ скхк = (ск, хк), где ск = (с\, . . ., ск

п) > 0. 
i= i 

Продажа произведенной продукции по некоторым ценам pj (j = 1, 
п 

. . . , га) дает фирме доход Хк = ^ PjXk. Считая, что целью деятельности 
i= i 

фирмы является максимизация получаемого дохода, имеем следующую 
задачу: найти максимум функции 

п 

j>** (i.i) 
i= i 

при условии 
п 

Е с К ^ , (1-2) 
i= i 

х^О, з = 1,...,п. (1.3) 

Будем считать, что у потребителя г £ / имеется некоторый налич­
ный запас денег в количестве аг-. Кроме того, он участвует в дохо­
дах фирм, и это участие приносит ему дополнительный доход, равный 
~YJ 9l^ki гД е &1 — некоторые заданные неотрицательные коэффициенты, 

к£К 
удовлетворяющие условию 

\ в\ = 1 при каждом к £ К. (1-4) 
г 

Это означает, что доход каждой фирмы полностью распределяется меж­
ду потребителями. 

Для краткости записи введем векторы А = ( А т + 1 , . . . , А т + г ) и 91 = 
(#m+i5 • • • 1 @m+i)- Тогда суммарное количество денег у потребителя г 
равно ipi = ai + (9l, А). На эти деньги потребитель г планирует приобре­
тение х1- единиц j '-ro товара, формируя свой план-вектор х1 = (х\,.. • ,х1

п). 
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Считаем, что полезность такого набора товаров для потребителя г зада­
ется линейной функцией ^ сг-хг- = (сг,жг), где с* — некоторые неотри-

цательные числа, а с ' = (с\,..., с1
п). 

В результате получаем следующую задачу потребителя: найти мак­
симум функции 

Е С И (1-5) 

при условии 

^2^х)^а{ + (в{,\), (1.6) 

х)^0, j = l , . . . , n . (1.7) 

Естественно предполагать, что все векторы ск, к £ К, положи­
тельны, а среди векторов с% г £ / , нет нулевых. Более того, чтобы 
избежать излишних усложнений, будем предполагать, что векторы сг, 
г £ I, также положительны. При таком предположении для разреши­
мости задач (1.5)—(1.7) нужно требовать положительность всех цен pj, 
j £ J. Ясно, что тогда при оптимальных решениях задач всех участ­
ников, т. е. задач (1.1)—(1.3) и (1.5)—(1.7), условия (1.2) и (1.6) будут 
выполняться как равенства. 

Если предполагать, что потребители приобретают только товары, 
произведенные фирмами, т. е. если выполняются неравенства 

i£l k£K 

то, умножая эти неравенства на pj и складывая, получаем 

ЕЕ^ЕЕи**- с1-9) 
jeJ iei jeJ кек 

Левую часть этого неравенства можно получить суммированием 
условий (1.6), которые, как отмечалось, выполняются в виде равенств. 
Следовательно, с учетом (1.4) имеем 

Е Е х)Рз = Е «•• + Е^'"'А) = Е «•• + Е Х к -
j£j i£l i£l i£l i£l k£K 

В свою очередь, для правой части неравенства (1.9) имеем 

ЕЕ^ж> = ЕА*-
jej кек кек 
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Таким образом, из (1.9) следует, что 

Еа*' + ^2 h ^ ̂  h, 
i£l к£К k£K 

т. е. Y1 аг ^ 0- Значит, аг- = 0 при любом i E I. Поэтому при нали-
iei 

чии начальных запасов денег у потребителей мы должны предполагать 
наличие начальных запасов товаров на рынке. 

В дальнейшем считаем, что ^ аг- > 0, и для простоты предпола-

гаем, что на рынке в каких-то количествах имеются начальные запасы 
всех товаров. Ясно, что выбирая должным образом масштабы измерения 
товаров, мы можем считать, что имеется ровно одна единица каждого 
товара. В результате условие (1.8) заменится на условие 

Е̂  ^ ^̂  хк- + 1, при любом j £ </, (1-Ю) 
iei ken 

или в векторном виде 
J>^J>*+e, (1.11) 
i£l k£K 

где е = ( 1 , . . . , 1 ) G R". 
По тем же соображениям можно считать, что ^ аг- = 1. 

iei 
Теперь с учетом этих предварительных рассуждений можно сфор­

мулировать общепринятое определение равновесных цен: неотрицатель­
ный вектор цен pj = ( p l 5 . . . , p „ ) называется равновесным, если при 
р- = р-, j £ J5 все задачи участников модели разрешимы и среди опти­
мальных решений этих задач найдутся такие xs = xs, s £ S, что выпол­
няется условие (1.11) и 

Р, J>*'- J>* - е) = °- (1-12) 
i£l k£K 

Говорят, что р и xs, s £ S, задают равновесное состояние модели (рав­
новесие). Как отмечалось, при сделанном предположении положитель­
ности векторов с\ г £ I, из разрешимости задач потребителей следует 
положительность всех цен pj, а значит, р > 0 и из (1.12) следует, что 
в равновесном состоянии условие (1.11) должно выполняться как ра­
венство 

^ ж г ' = ^ ж & + е. (1.13) 
i£l k£K 

Кроме того, легко заключить, что компоненты pj = pj должны удовлет­
ворять следующему условию нормировки цен: 

2 > = Еа<- (i-i4) 
jeJ iei 
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Описанная модель является обобщением более ранней модели, рас­
смотренной автором в [5]. Отличие состоит в присутствии запасов то­
варов на рынке и наличии у потребителей начальных запасов денег. 

§ 2. Вспомогательная модель обмена 

Как уже отмечалось, при сделанных предположениях в задачах 
(1.1)—(1.3) на оптимальных решениях неравенства (1.2) выполняются 
как равенства. Поэтому если Хк — оптимальное значение целевой функ­
ции (1.1) в к-ж задаче (1.1)—(1.3) (при некоторых фиксированных ценах 
Pj, j £ J ) , то этой задаче можно поставить в соответствие эквивалент­
ную ей (т. е. имеющую то же множество оптимальных решений) задачу: 
найти минимум функции 

п 

ЕсЬ (2.1) 
i= i 

при условии 
п 

Y,Pjxj = h, (2.2) 
i= i 

Xj^0, j = l , . . . , n . (2.3) 

Это означает, что, зная доходы Хк, получающиеся при равновесных це­
нах pj, j £ J, для участников к £ К, задачи (1.1)—(1.3) без изменения 
понятия равновесия можно заменить задачами (2.1)-(2.3), получая та­
ким образом модель нового типа, но с прежним состоянием равновесия. 
Формализуем эти рассуждения. 

Введём в рассмотрение вспомогательную модель с тем же множест­
вом участников S. Предполагая фиксированными некоторые значения 
Хк, к £ К, считаем, что участники из множества К решают соответ­
ствующие задачи (2.1)-(2.3), а участники из множества / — задачи 
(1.5)-(1.7). 

Равновесное состояние в этой модели определим как равновесный 
вектор цен р и набор векторов xs, s £ S, задающих оптимальные реше­
ния соответствующих задач (1.5)—(1.7) и (2.1)-(2.3) и удовлетворяющих 
условию баланса (1.13). 

Таким образом, равновесное состояние в новой модели будет тако­
вым и в исходной модели, если при этом оптимальные значения целевых 
функций (2.1) совпадают с соответствующими величинами (к. Ясно, 
что это будет лишь при надлежащих значениях Хк = Хк, которые зара­
нее не известны. Поэтому будем рассматривать величины Хк в качестве 
изменяющихся параметров. В связи с этим новую модель условно будем 
именовать вспомогательной параметрической моделью обмена. 
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Предлагаемый далее процесс отыскания равновесного состояния 
в исходной модели состоит в отслеживании равновесных состояний в опи­
санной вспомогательной параметрической модели обмена при некотором 
целенаправленном изменении параметров Хк, к £ К, до тех пор, пока 
не будет получено упомянутое выше совпадение оптимальных значений 
целевых функций (2.1) с соответствующими значениями (к. 

Отметим отличительную особенность введенной модели обмена: 
одна группа участников максимизирует свои целевые функции (c%xs), 
а другая группа минимизирует (при условии положительности всех век­
торов c s). Если вторая группа участников отсутствует, то получаем 
классическую линейную модель обмена. Модели, в которых все участ­
ники минимизируют свои функции, рассматривались в [1, 2] и имено­
вались моделями кооперации. Однако условия баланса товаров в этих 
моделях имели традиционный вид, они не получаются как частный слу­
чай условий (1.13). В моделях кооперации, как следует из [2], вообще 
говоря, нет единственности равновесного вектора цен. 

Покажем, что в введенной параметрической модели обмена при лю­
бых положительных значениях параметров Хк, к £ К, равновесные цены 
существуют и определяются единственным образом. Для этого анало­
гично [1-3] рассмотрим следующую задачу линейного программирова­
ния: найти максимум функции 

EEv^-EE^lnc" (2.4) 
i£l j£J k£K j£j 

при условиях 

^ г ц =a , - + (0*',A), i e l , (2.5) 

- E^'= ~A&' k G K-> ( 2 - 6 ) 
- E Zii + E z*i = ~pi' •?' G J' (2J) 
Zij,zkj ^ 0, i £ I, j £ J, A; £ K. (2-8) 

Каждая переменная 2ц и zkj входит ровно в два уравнения этой 
системы ограничений, причем в одно с коэффициентом —1, а в другое — 
с коэффициентом 1. Тем самым это сетевая транспортная задача. При 
этом уравнения (2.5) соответствуют пунктам сети, в которые груз может 
только привозиться. Их уместно трактовать как пункты потребления, 
что согласуется с описанием исходной модели (г — номер потребителя 
в исходной модели). Аналогично из пунктов сети, соответствующих 
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уравнениям (2.6), груз может только вывозиться. Это пункты производ­
ства, что опять же согласуется с описанием исходной модели, так как 
в ней этим пунктам отвечают фирмы. Уравнениям (2.7) соответствуют 
промежуточные пункты: можно как ввозить в них груз, так и вывозить. 
Однако объём вывоза из j '-ro пункта должен превосходить объём при­
воза на pj единиц груза, так что эти пункты также следует трактовать 
как пункты производства (с объемами производства равными pj). При 
любых Хк ^ 0 и любых pj ^ 0, удовлетворяющих условию нормировки 
(1.14), приведенная транспортная задача (ввиду (1.4)) является сбалан­
сированной, т. е. объем производства совпадает с объемом потребления: 

E A * + Eft' = E(a» + (^A))- (2.9) 
к£К j£j i£l 

Кроме того, любой пункт производства связан на сети непосредственно 
или через промежуточный пункт с любым пунктом потребления. По­
этому при указанных Хк и pj задача всегда имеет допустимые решения, 
множество которых ввиду (2.5), (2.6) и (2.8) ограничено. Следовательно, 
при таких Хк и pj транспортная задача всегда разрешима. 

Зафиксировав некоторые значения Хк ^ 0, к £ К, оставим изме­
няющимися pj, рассматривая их в качестве параметров сформулиро­
ванной транспортной задачи. В этом случае имеем вектор параметров 
р = ( р ь . . . ,р„) , который изменяется в симплексе <т: 

a = LeRn
+\ х>- = Еа<}- (2Л0) 

^ jej iei ' 

Определим на а функцию / , задающую при р £ а в качестве значения 
f(p) оптимальное значение целевой функции (2.4) в транспортной задаче 
(2.5)-(2.8). Из теории линейного программирования известно, что / — 
вогнутая функция. 

На симплексе а введём ещё функцию 

%) = Е ^ 1 п ^ (2-п) 
доопределив её на границе симплекса а по непрерывности: pjlnpj = О, 
если pj = 0 . 

Теперь рассмотрим функцию <~р{р) = h(p) — f(p). Она непрерывна 
и строго выпукла на и и поэтому имеет на а единственную точку ми­
нимума. 

Т е о р е м а 2 .1 . При заданных (неотрицательных) значениях пара­
метров Хк, к £ К, точка минимума функции (р на симплексе а и только 
она задает равновесный вектор цен параметрической модели обмена. 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть р — точка минимума функции <р на сим­
плексе а. Ясно, что р принадлежит относительной внутренности сим­
плекса и0 . В самом деле, производная функции ж In ж равна 1 + In ж 
и стремится к — оо при ж —> +0 . Поэтому если некоторая точка р° лежит 
на границе симплекса а и q — направление, ведущее из р° внутрь <т, 
то dh/dqip) также стремится к —оо при р = р° + tq и / —> +0 . В то 
же время dp/dq(p) имеет конечный предел, ибо / — кусочно-линейная. 
В результате (р(р° + tq) меньше (р(р°) при малых положительных / 
и, следовательно, р° не может быть точкой минимума функции (р. 

Из р G сг° следует, что субдифференциал д<~р{р) не пуст и является 
выпуклым компактом, а так как р — точка минимума, то 0 G д<~р{р). По 
теореме Моро — Рокафеллара справедливо равенство 

дф) = дНр) + д(-Г)(р), 
где d( — f)(p) — субдифференциал выпуклой функции ( — / ) в точке р. 
Для вогнутой функции / введём множество df(p) = —d( — f)(p). Тогда 

dtp(p) = dh(p) - df(p). 

При р > 0 имеем dh(p) = {lnp + te \ t G R}, где e = ( 1 , . . . , 1) G R" 
и lnp = ( l n p i , . . . , lnp„) . Таким образом, условие 0 G д<~р{р) эквивалентно 
условию ( lnp+ie ) G df(p) при некотором t = t°. Но эффективная область 
функции / лежит в гиперплоскости, задаваемой уравнением YsPj = 1-

з 
Учитывая этот факт, из g G df(p) получаем (g + te) G df(p) при любом /. 
Поэтому условие (1пр + t°e) G df(p) эквивалентно условию l n p G df(p). 

Теперь заметим, что множество df(p) следующим образом описыва­
ется через оптимальные решения задачи, двойственной к транспортной 
задаче (2.4)-(2.8). Пусть {zsj} — оптимальное решение задачи (2.4)-
(2.8) при р = р. Это означает, что найдутся значения векторов двой­
ственных переменных и = и £ Rm+l и v = v £ R" такие, что при i E I 
имеем 

и,- — Vj = l n r i , если z,-j > 0,1 
. / / > (2-12) 
Щ — Vj ^ In с1,, если Zij = 0 , 1 

и аналогично при к £ К 

— йк + Vj = — lnc^, если zkj > 0, 

— йк + ij ^ — 1пс| , если zkj = 0. 

Легко показать, что при всевозможных таких векторах v векторы ( — v) 
образуют множество df(p). 

Из полученного представления множества df(p) заключаем, что из 
условия l n p £ df(p) следует существование такого вектора v', что 

(2.13) 
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lnp = —V1. Пусть й' — соответствующий вектору v' вектор и. Введём 
величины y's, исходя из равенства lny's = u's, и величины xs- = zsj/pj. 
Легко убедиться, что векторы Xs задают оптимальные решения задач 
участников при р = р. Например, для потребителя i E I имеем 

^РзЩ = Yl ^ = ai + (^' A ) ' 
т. е. х1 задаёт допустимое решение задачи участника г. Кроме того, из 
соотношений (2.12) для v = v' и и = й', используя введенные г/г', получаем 

y'iPj = с) П Р И bij > О, 

y'iPj ^ с) П Р И bij = О, 

что свидетельствует об оптимальности вектора хг. 
Аналогично показывается оптимальность вектора хк в задаче к-ж 

фирмы. Наконец, из соотношений (2.7) при zsj = zsj получаем требуемое 
условие баланса продуктов (1.13) для xs = xs, s £ S. Тем самым р — 
равновесный вектор цен модели. 

Обратное утверждение получаем, повторяя приведенные рассужде­
ния в обратном порядке. При этом положительность равновесного век­
тора цен следует непосредственно из определения и положительности 
векторов с1, i E I. Теорема 2.1 доказана. 

С л е д с т в и е 1. При любых фиксированных положительных значе­
ниях параметров Хк, к £ К, вектор равновесных цен в параметрической 
модели обмена определяется единственным образом. 

§ 3 . Геометрическая и н т е р п р е т а ц и я 

Указываемая теоремой 2.1 связь равновесных состояний вспомога­
тельной параметрической модели обмена с транспортной задачей (2.4)-
(2.8) мотивирует рассмотрение базисных множеств этой задачи. Нам 
потребуются двойственно допустимые базисные множества и всевозмож­
ные их подмножества, обладающие свойством представительности: го­
ворим, что множество 3§ С S X J является представительным, если 

(i) {s | (s,j) £ £$} ф 0 при любом j £ J; 
(И) {j | (s,j) £ £$} ф 0 при любом s £ S. 
Введенное понятие легко интерпретируется в терминах общеприня­

той графовой интерпретации транспортных задач следующим образом. 
Каждому 3§ С S X J можно поставить в соответствие ориентиро­

ванный граф Т(М) с множеством вершин V = S U {то + / + J | J £ </} 
и множеством дуг U(M) = Ui(M) U U2(&), где Ui(M) = {(k, m+l + j)\ 
k £ K, (k,j) £ 8§), V2{3§) = {(m + l+j,i) \ i £ I, (i,j) £ Щ. Представи­
тельные множества — это в точности те множества 3§ С S X </, которым 
соответствуют графы Т(М) без изолированных вершин. 
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Ясно, что все базисные множества задачи (2.4)-(2.8) обладают свой­
ством представительности (отвечающие им графы являются покрываю­
щими деревьями). 

Обозначим через _Sf совокупность всех двойственно допустимых ба­
зисных множеств задачи (2.4)-(2.8) и их всевозможных представитель­
ных подмножеств. 

Пусть 3§ £ -2". Так как 3§ содержится в некотором двойственно 
допустимом базисном множестве задачи (2.4)-(2.8), то найдутся такие 
us ж Vj, s E S ж j E J, что 

-ик + Vj ^ - In с), к Е К, j Е J, 

-uk + vj = -hick
j, (k,j)e&, 

и 
щ - Vj ^ l n c } , г £ / , j G J, 

щ - Vj = In с], (i,j) G S8. 
Вводя теперь величины ys ж qj, S G S ж j G J, формулами us = In ys 

ж Vj = — In qj, получаем 

ykqj ^c), к G A', j G «7, 

ykqj=ckj, (k,j)£&, 

и 

ад ^ c}, i e I, j e J, 
Viq, = c], (i,j) G ^ . 

Это означает, что если зафиксировать цены pj = qj, то связи (s,j) G 3§ 
окажутся оптимальными в задаче s-ro участника модели: если 
s G / (т. е. s — потребитель), то для получения оптимального решения 
соответствующей задачи (1.5)—(1.7) он может ограничиться закупками 
в надлежащих объёмах лишь тех товаров j , для которых (s,j) G 3§. Ана­
логично если s G К, то s-я фирма получит максимальный доход, произ­
водя в надлежащих объёмах лишь те товары j , для которых (s,j) G 3§. 

Так как 3§ — представительное множество, то можно исключить ве­
личины ys, получив в результате следующую систему линейных условий 
для величин q^: 

(s,j),(s,h)e&, (з.з) 

(k,j) G @,{k,h) £ 3§, к G K, (3.4) 

G 3§,{i,h)$3§, i e l . (3.5) 

1 
4i 

ck rk 
bJ <

 Ch 
qj qh 

qj ^ qh' 

— Ik 
qh 

(k, 

(г. 
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Множеству 3§ £ _Sf поставим в соответствие множество S ( ^ ) , состоя­
щее из таких положительных га-мерных векторов q, компоненты кото­
рых удовлетворяют полученной линейной системе (3.3)-(3.5). Содержа­
тельно множество ЩМ) состоит из таких векторов цен, при которых 
связи «участник — товар», задаваемые множеством 3§, являются пред­
почтительными. 

Зададим теперь вопрос: при каких значениях величин pj и Xk, j £ J 
и к £ К, в вспомогательной транспортной задаче (2.4)-(2.8) найдутся 
допустимые решения, использующие только связи из 3§, т. е. удовлет­
воряющие дополнительному требованию 

zSJ=0, {s,j)i&. (3.6) 

Множество таких пар v = (р, А) £ Л™ X Rl
+ обозначим через О ( ^ ) . Для 

описания этого множества обратимся к графу Т(М). Пусть г — число 
компонент связности этого графа и в v-ж компоненте связности содер­
жатся вершины к £ Kv С К, г £ Iv С I и (то + I + j) при j £ Jv С J. 
Для существования указанных допустимых решений транспортной за­
дачи (2.4)-(2.8) необходимо, чтобы выполнялся баланс груза на каждой 
компоненте, что выражается в виде следующей системы условий: 

Х > > + Е А * = Е(а---к*'"'А))' ^ = i,...,r. (з.7) 
Если система этих условий для pj и Хк выполняется, то поскольку 3§ 
является подмножеством некоторого базисного множества задачи (2.4)-
(2.8), величины zsj определяются однозначно как линейные функции от 
р и А из системы линейных уравнений (2.5)-(2.7), (3.6): zsj = zf-(p,X). 

Таким образом, требуемое множество О ( ^ ) описывается системой 
линейных уравнений (3.7) и системой линейных неравенств 

^ ( р , А ) ^ 0 , (s,j)e&. (3.8) 

Л е м м а 3 .1 . Если для некоторого £$ £ _Sf и некоторых р £ Inti?^ 
и А £ Rl

+ выполняются включения р £ ЩМ) и w = (р, А) £ О ( ^ ) , то 
р — равновесный вектор цен в вспомогательной параметрической модели 
обмена при Хк = Хк, к £ К. При этом компонентьг равновесньгх векторов 
xs, s £ S, определяются по формулам 

х i = Zgj IPj' 

где zsj = zf-(p,X). 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В самом деле, из (2.5) и (2.6) следует допусти­

мость векторов Xs в соответствующих задачах участников, а из р £ 
ЩМ) — их оптимальность в этих задачах. Наконец, из (2.7) следует 
справедливость условия баланса (1.13). 

Верно и утверждение, обратное лемме 3.1. 
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Л е м м а 3 .2 . Пусть р — равновесный вектор цен в вспомогательной 
модели обмена при некотором А = A G R\. Тогдар £ ЭД«= (р, A) G 
£1(£$) при некотором £$ £ _Sf. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть А > 0. При фиксированных А = А и р = р 
транспортная задача (2.4)-(2.8) имеет некоторое оптимальное решение 
{ i S J } , при этом для оптимальных значений двойственных переменных Vj 
выполняется равенство Vj = — In pj. Без ограничения общности можно 
считать, что граф с дугами (s , ra + / + j ) , для которых zsj > 0, не со­
держит циклов. В противном случае без потери оптимальности можно 
провести корректировку потоков zsj для дуг цикла, как это делается 
в алгоритме метода потенциалов для транспортных задач, добиваясь 
обращения в ноль одного из корректируемых zsj и разрыва рассматри­
ваемого цикла. При отсутствии циклов связи (s,j), соответствующие 
положительным zsj, образуют множество 3§, которое принадлежит сово­
купности _Sf. Легко видеть, что р £ ЩМ) и w = (р, А) £ О ( ^ ) . Лемма 3.2 
доказана. 

В случае, когда среди Хк есть нулевые, можно взять одно из мно­
жеств 3§, отвечающих точкам А > 0 из бесконечно малой окрестности 
точки А. Оно и будет требуемым (ввиду замкнутости множеств ЩМ) 
и П(,Щ. 

Из лемм 3.1 и 3.2 следует, что при 3§ £ _Sf множества 

W{@) = {w = (р, А) £ Rn
+

+l | р £ Н ( ^ ) , w £ П{@)} 

описывают всю совокупность пар (р, А), удовлетворяющих условию: р 
является равновесным вектором цен в параметрической модели обмена 
при данном А. Все эти множества задаются системами линейных урав­
нений и неравенств, а значит, являются многогранниками, лежащими 
в некоторых аффинных многообразиях. При этом легко видеть, что если 
3§" получается из 3§' добавлением или исключением одной связи (s,j), 
то многогранники W(&') и W(£$") имеют общую грань. Таким образом, 
многогранники W(&), £$ £ jSf, образуют полиэдральное многообразие. 

По следствию 1 при данном значении векторного параметра А равно­
весный вектор цен в параметрической модели обмена определяется един­
ственным образом: р = р(А). Это означает, что множество W{M) одно­
значно определяется своей проекцией на подпространство переменных 
Afc, т. е. множеством 

Л ( ^ ) = {А £ Rl
+ | существует такое р, что (р, А) £ W(&)}. 

Ясно, что множества А(£$), как и множества W(&), являются много­
гранниками и по лемме 3.2 покрывают всё R1,. 
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Можно показать, что при этом многогранники А(М) не пересекаются 
по внутренним точкам и примыкают друг к другу правильным образом 
(т. е. по граням). 

Л е м м а 3 .3 . При А £ А(М) вектор-функция р(Х) является линейной. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим введенный ранее граф Т(М). Пусть 

он распадается на г компонент связности. Подсистема уравнений (3.3), 
порождаемая v-ж компонентой, позволяет определить с точностью до по­
ложительного множителя 7У соответствующие величины pj: 

Pj = lv9j, i G Jv-

Подставляя эти представления для pj в условие баланса груза для v-ж 
компоненты (3.7), получаем величину 7г к а к линейную функцию пара­
метров Afc. Лемма 3.3 доказана. 

Таким образом, если рассматривать вектор-функцию р(А) на всём 
R}+, то она является кусочно-линейной. Из замкнутости множеств А(М) 
и леммы 3.3 получаем 

С л е д с т в и е 2. Вектор-функция р(Х) непрерывна на Rl
+. 

Зафиксировав некоторое А £ А(£$), рассмотрим р(А) и совокупность 
получающихся задач (2.1)-(2.3). В k-ж задаче двойственная перемен­
ная ?/fc(A), соответствующая ограничению (2.2), определяется следую­
щим образом: 

2 / * ( A ) = - 7 T v ( f c ' - ? ) G ^ ' РпЛ) 
а для оптимального значения целевой функции Ф^(А) этой задачи по тео­
реме двойственности из теории линейного программирования получаем 

к 
Ф*(А) = у*(А)А* = - ^ - А * , А е Л ( ^ ) , (k,j)e<%. (3.9) 

Тем самым задано отображение Ф : Rl
+ —^ Rl

+. 
Как отмечалось ранее, равновесие в вспомогательной параметричес­

кой модели обмена при фиксированном А = А0 будет совпадать с равно­
весием в исходной модели производства — обмена, если Ф^(А°) = (к при 
всех к £ К. 

В результате получим следующую интерпретацию исходной задачи. 
В Rl

+ задано семейство многогранников А(£$), £$ £ _Sf, и фиксиро­
ванная точка (. Задана непрерывная вектор-функция р(А), линейная на 
каждом А(£$), ж отображение Ф : Rl

+ —^ Rl
+, определяемое при А £ А(М) 

формулой (3.9). Требуется отыскать такое 3§ £ _Sf, что точка ( содер­
жится в образе множества А(М) при отображении Ф: ( £ Ф(А(£$)). 
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§ 4. Описание одного ш а г а процесса 

Перейдём к описанию процедуры отыскания равновесия в исходной 
модели. 

На очередном шаге процесса с номером г] имеется некоторое мно­
жество 3§ц £ -2", т. е. подмножество какого-либо двойственно допус­
тимого базисного множества задачи (2.4)-(2.8), обладающее свойством 
представительности. Это означает, что соответствующий граф Г ( ^ ) 
не содержит циклов и изолированных вершин. Известна также точка 
wv — (jp^ \п^ т а к а я , что 

(a) w" £ П(Щ); 
(аа) р* £ ЩЩ)-
Согласно лемме 3.1 это означает, что pv = p(Xv), т.е. р = pv явля­

ется равновесным вектором цен в вспомогательной параметрической мо­
дели обмена при А = Xv. При этом, как отмечалось ранее, в силу извест­
ных соотношений двойственности для задач линейного программиро­
вания для оптимальных значений целевых функций (2.1) выполняется 
равенство 

п j~ 

1>&- = ^AZ. (М)е#ч , (4-1) 
:=i Ph 

где хк: — компоненты оптимального вектора хк в задаче (2.1)-(2.3) при 
Хк = Х\. 

Выполнение шага алгоритма начинается с определения точки 
w(£$v) = wv = (pv,Xv) £ Rn+l, координаты которой Щ и А̂  задают 
решение системы уравнений, состоящей из условий 

Ц = Ц, (s,j),(s,h)e^r„ (4.2) 
cj ch 

4Xk = CkPh, (k,h)E&v, (4.3) 

совместно с условиями баланса (3.7) и условием (1.14). Ниже будет по­
казано, что такая система уравнений всегда однозначно разрешима и её 
решение строго положительно. 

Если полученные pv и Xv таковы, что wv £ О ( ^ ) , a pv £ S ( ^ ) , то 
р = pv является равновесным вектором цен в вспомогательной парамет­
рической модели при А = Xv. Более того, оптимальные значения целевых 
функций (2.1) в задачах (2.1)-(2.3), которые при А = Xv и р = pv опре­
деляются формулой (4.1), в данном случае ввиду (4.3) совпадают с со­
ответствующими (к. Это означает, что р = pv — искомый равновесный 
вектор цен в исходной модели. Процесс заканчивается. 
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Пусть хотя бы одно из указанных условий нарушено. Рассмотрим 
зависящие от вещественного параметра / векторы 

p{t)=tfl+t{pl-tfl), 
\{t) = A" + (̂A" - A " ) . 

При изменении параметра f от 0 до 1 точка w(t) = (p(i),A(i)) G i?++; 

пробегает отрезок [wv,wv]. Определим максимальное значение t = t*, 
при котором ещё выполняются условия w(t) £ £l(£$v) и p(t) £ S ( ^ ) . По 
предположению при t = 1 хотя бы одно из этих условий не выполняется. 
Поэтому t* < 1. Отметим, что отыскание t* не представляет труда, 
ибо сводится к рассмотрению линейных систем неравенств вида (3.8) 
и (3.4)-(3.5), описывающих соответственно множества £l(£$v) и S ( ^ ) . 

Будем различать два случая. 

(г) Лимитирующим при определении *̂ оказалось условие p(t) £ 
S ( ^ ) , т. е. увеличение / сдерживается каким-либо из неравенств вида 
(3.4)-(3.5) для q = p(t). В этом случае пара (i,h) или (k,h), соответ­
ствующая лимитирующему неравенству, пополняет множество 3§ц. На­
пример, если лимитирующим оказалось неравенство вида (3.5), соответ­
ствующее паре (г0,/г0), то принимаем 3§ц+\ = £$ц U {(г0 , /г0)}. 

(и) Лимитирующим при определении t* оказалось условие w(t) £ 
О ( ^ ) , т. е. увеличение / сдерживается каким-то из неравенств вида 
(3.8). Пусть, например, лимитирующим оказалось неравенство, соот­
ветствующее паре ( s 0 , j 0 ) . В этом случае пара ( s 0 , j 0 ) исключается из 
3§ц, т. е. принимаем 3§ц+\ = £$ц \ { ( s 0 , j 0 ) } . 

Ситуация, когда лимитирующая пара определяется неоднозначно, 
рассматривается как вырожденная. Формально процесс можно продол­
жить , фиксируя в качестве исключаемой из 3§ц или добавляемой в него 
любую лимитирующую пару. 

В любом случае принимаем pv+1 = p(t*), Xv+1 = X(t*) и переходим 
к следующему шагу. 

Используя геометрическую интерпретацию, приведенную в преды­
дущем разделе, можно следующим образом проинтерпретировать один 
шаг предлагаемого процесса. 

На очередном шаге г] мы рассматриваем отображение ФЯг'(Х), за­
даваемое формулой (3.9) для 3§ = £$v, но при этом не ограничиваем 
изменение А пределами множества A(£$v). Точка Xv — единственное 
решение уравнения 

Ф*'(А) = С, 

a pv = p(Xv). Выполнение шага состоит в движении по отрезку [А17, А17] 
от Xv к Xv, насколько позволяют пределы множества Л(^* ?) . 
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Если при этом точка Xv оказалась достижимой, то получается ис­
комое состояние равновесия. В противном случае осуществляется пере­
ход к множеству ^§п+1, которое получается сужением или расширением 
множества ЗЁР в зависимости от того, какая из границ множества Л(^*?) 
оказалась лимитирующей при упомянутом движении по отрезку [Xv, Xv]. 

Для доказательства корректности приведенного алгоритма нужно 
показать, что нахождение векторов pv и Xv на очередном шаге процесса 
всегда осуществимо, они определяются однозначно и положительны. По­
кажем это при выполнении дополнительного предположения: 

при любом г £ / из аг- = 0 следует 9г > 0. (4-4) 

Рассмотрим системы уравнений (4.2) и (4.3). Система (4.2) с точ­
ностью до некоторого положительного множителя задает величины pj, 
соответствующие одной и той же компоненте связности графа Г ( ^ ) . 
Пусть граф T(£$v) распадается на г компонент связности и в v-ж компо­
ненте находятся вершины г, к и (то + I + j) при г £ / „ , к £ Kv и j £ Jv. 
Обозначив множитель, соответствующий v-ж компоненте связности, че­
рез 7Г„, для решения системы (4.2) получаем 

Pj = TTvpj, j £ Jv, (4.5) 

где pj — некоторые положительные коэффициенты, задающие пропор­
ции между величинами pj для v-ж компоненты. 

Используя (4.5), из (4.3) можно получить аналогичное представление 
и для величин Хк: 

Afc = к„Хк, к £ К„, (4.6) 

где Хк — некоторые положительные коэффициенты. 
Теперь воспользуемся системой условий баланса (3.7) и условием 

(1.14). Из (1.14) следует, что 

где /Зг- — неотрицательные коэффициенты такие, что 

J > = 1. (4.8) 

Кроме того, из (4.4) следует, что 

при любом г £ / если /Зг- = 0, то #г > 0. (4-9) 
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Подставляя (4.5), (4.6) и (4.7) в (3.7), получаем однородную систему 
уравнений относительно переменных 7Г„: 

м £& + £ хч = (E&jE^Eft' 
Kj£Jv k£Kv ' Ki£lv ' 1=1 j£Ji 

т 

+ £ £ 7 r ' £ ^ ' z/ = l,...,r. (4.10) 

Эту систему можно записать кратко в виде 

DTT = Gir, (4.11) 

где 7Г — вектор из неизвестных 7Г„, v = 1,.. .,т, G ж D — квадратные 
матрицы порядка т. При этом D — диагональная, a G ввиду (4.9) — 
положительная. 

Несложно убедиться, что для любой неизвестной 7Г; сумма коэффи­
циентов в правой части системы (4.10) совпадает с коэффициентом при 
этой неизвестной в левой части. В самом деле, 

£(£А)£Р, + £ £ £ ^ 
т 

£ft£&+ £ * * £ £ 

v = l \i£lv / j£Ji v = \ i£lv k£Ki 

k 

= £&•£/*+£ **£***> 
jeJi iei кек, iei 

что с учётом (4.8) и (1.4) совпадает с коэффициентом при 7Г; в левой 
части (4.10). Если ввести вектор g = ( 1 , . . . , 1 ) £ RT, то отмеченное 
свойство можно записать кратко в виде 

gD = gG, 

или 
g = gGD-\ (4.12) 

Вводя новый вектор неизвестных if = DTT И матрицу G = GD-1, из (4.11) 
получаем 

тг = Gir, (4.13) 

где G — положительная матрица, а из (4.12) следует, что GT — стохас­
тическая. Тем самым единица является максимальным по модулю соб­
ственным числом матриц GT и G. По теореме Перрона система (4.13), 
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а значит, и система (4.11) имеют единственное с точностью до положи­
тельного множителя положительное решение: 

7Г = Д7Г, 7Г > О, Ц > 0 . 

Это позволяет из (4.4) и (4.6) получить 

Pj = fiTtvpj, j G Jv, 

\ k = fJ,TvvXk, к G Kv. 

Множитель fj, определяется из условия (1.14). При этом fj, > 0 ввиду 
Е «,- > 0. 

Таким образом, при выполнении очередного шага процесса векторы 
pv и Xv определяются однозначно и положительны. 

Для обоснования корректности исследуемого алгоритма нужно по­
казать, что множество 3§ц+\ также принадлежит совокупности _Sf, т. е. 
является подмножеством некоторого двойственно-допустимого базисного 
множества задачи (2.4)-(2.8) и обладает свойством представительности. 

Прежде всего отметим, что первое из этих требований может нару­
шиться только при реализации случая (г) из описания шага алгоритма, 
а второе — при реализации случая (и) . Потребуем выполнения усло­
вия двойственной невырожденности для задачи (2.4)-(2.8). Тогда по­
полнение множества 3§ц лимитирующей связью (s, К) не может привести 
к образованию цикла в графе Г ( ^ ) . 

С другой стороны, принимая ys = csJpj(t*) при (s,j) G ^ + i , легко 
убеждаемся, что величины us = lny s и Vj = —lnpj(t*) где s G S и j G J 
образуют допустимое решение двойственной задачи к (2.4)-(2.8); при 
этом неравенства, соответствующие парам (s,j) из &v+i, выполняются 
как равенства. Это означает, что 3§ц+\ является подмножеством некото­
рого двойственно-допустимого базисного множества задачи (2.4)-(2.8), 
а значит, 3§ц+\ G -2". 

Аналогично убеждаемся, что в случае (и) для получаемого множест­
ва 3§ц+\ сохраняется свойство представительности. Это следует из того 
факта, что величины zf-(p,X), получаемые по множеству 3§ = £$v для 
дуг, примыкающих к концевым вершинам графа Г ( ^ ) , совпадают с 
соответствующими этим вершинам величинами pj, Хк или аг- + (#%А), 
которые при изменении параметра / остаются неотрицательными. Тем 
самым такие пары (s,j) не могут соответствовать лимитирующим не­
равенствам из системы (3.8) при определении величины /*. 

Обоснование корректности описанного алгоритма завершено. 



Нахождение равновесия в одном классе моделей 83 

§ 5. М о н о т о н н о с т ь процесса 

Прежде всего отметим идейную близость рассматриваемого алго­
ритма с известными процедурами линейной комплементарности [7]. По­
ясним это подробнее. 

При выполнении очередной итерации имеем множество 3§ц £ _Sf. 
Рассматривая лишь векторы р > 0, удовлетворяющие системе (4.2), для 
всех участников s £ S можно ввести величины 

ys=cs
h/ph, ( s , / i ) £ ^ . (5.1) 

В результате неравенства, задающие множество S ( ^ ) , примут вид 

ViPj^c), i e i , j e J , (5.2) 

ykPj <: с), k £ К, j £ J. (5.3) 

Каждому из этих неравенств отвечает соответствующее неравенство 
вида zsj ^ 0, s £ III К. Образуются пары соответствующих друг другу 
неравенств: 

ytPj ^ с] и Zij ^ 0, (5.4) 

ЗД- ^ с) и ^ ^ 0. (5.5) 

Эти пары неравенств будем называть комплементарными, а каждое не­
равенство пары — комплементарным по отношению к другому нера­
венству пары. 

По множеству 3§ц сформируем группу базовых неравенств, включая 
в неё неравенства из (5.2)-(5.3) при (s,j) £ 3§ц или комплементарные 
к ним при (s,j) (fc 3§ц. Таким образом, ровно одно неравенство из каж­
дой комплементарной пары (5.4)-(5.5) попадает в число базовых. Бу­
дем говорить, что набор базовых неравенств, однозначно порождаемый 
множеством 3§ц, обладает свойством комплементарности или является 
комплементарным. 

При переходе от шага к шагу в определённой комплементарной паре 
базовое и небазовое неравенства меняются местами, комплементарность 
всего набора сохраняется. В этом и состоит упомянутая аналогия с про­
цедурой известного алгоритма Лемке для задач линейной комплементар­
ности. 

Покажем, что процесс отыскания равновесия по предложенному ал­
горитму характеризуется определенной монотонностью. Рассмотрим 
очередную итерацию с множеством 3§ц и произвольный вектор р > 0, 
удовлетворяющий системе (4.2). Зафиксировав некоторый вектор А ^ 0, 
получаем точку w = (р, А) £ R"^1. Этой точке поставим в соответствие 
точку C(w) £ -R+, определяя ее координаты Ck(w) следующим образом: 

(k(w) = ykh, k = l,...,l, (5.6) 
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где ук берутся из (5.1). Отметим, что если в качестве w принять точку 
wv = (р'?,А'?), полученную в результате решения системы (4.2)-(4.3) со­
вместно с (3.7) и (1.14), то будем иметь ((wv) = (• В связи с этим, пере­
обозначив исходную точку С через (, в результате получим ( = ((wv). 

При выполнении итерации рассматриваем точку w(t) = (1 — t)wv + 
twv, / G [0,1], что порождает соответствующую точку ((w(t)). 

Л е м м а 5 .1 . При увеличении t от 0 до 1 точка ((w(t)) покомпонентно 
монотонно приближается к точке (. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . И З определения (k(w) и (5.1) следует, что ком­
понента (k(w(t)) задается дробно-линейной функцией параметра t: 

к 
Ck(w(t))=-^f-rXk(t), (k,h)E<%v, (5.7) 

где Xk(t), Ph(t) — линейные функции. Так как знаменатель в этой фор­
муле не обращается в ноль при / £ [0,1], то (k(w(t)) — монотонная функ­
ция на [0,1]. Поскольку ( = ((w(l)), получаем утверждение леммы. 

§ 6. А н а л и з с х о д и м о с т и 

1. П р о д о л ж и м о с т ь т р а е к т о р и й 
Как уже отмечалось, на каждой итерации описанного метода в од­

ной из комплементарных пар (5.4)-(5.5) базовое и небазовое неравенства 
меняются ролями. Покажем, что исключается тривиальное «пробуксо­
вывание» процесса, когда начиная с некоторой итерации эти перемены 
происходят в одной и той же паре. 

Пусть, например, на итерации с множеством 3§ц лимитирующим при 
определении величины t* оказалось для определенности неравенство сис­
темы (3.8), отвечающее паре (i0,j0) £ 3§ц, т. е. величина z,- ? (p(i), A(i)) 
убывает и при t = t* равна нулю. 

Поэтому 3§ц+\ = 3§ц \ {(«0 ,io)}5
 и неравенство ziojo ^ 0 переходит 

в разряд базовых, а неравенство yi0Pj0 ^ rf° — в разряд небазовых. Это 

новое небазовое неравенство при p Jo = pJo
+ и yig = -^т, (i0,h) £ 38ц, 

г h 

выполняется как равенство. Это означает, что если бы оно оказалось 
лимитирующим на шаге (г] + 1), то на этом шаге мы имели бы t* = О 
и 3§ц+2 = З&ц- Процесс зацикливается. 

Речь идет о доказательстве следующего утверждения. 
Л е м м а 6 .1 . В течение процесса выполняется условие 

"&Т1 + 2 Т ^®П-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим для определенности приведенную вы­
ше ситуацию, когда на шаге г] лимитирующим оказалось неравенство 
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zioio ^ 0 и 3§ц+\ = 3§ц \ {(i0,j0)}. Как указывалось ранее, множест­
во 3§ц+\ обладает свойством представительности. Это означает, что 
в 3§ц+\ должны быть иные пары вида (г0, j). Пусть такой является пара 
(i0,ji). В этом случае на шаге г] + 1 мы имеем yio = c'j°i/pj1, и неравен­
ство системы (5.2), комплементарное неравенству ziojo ^ 0, может быть 
записано в виде 

или 

с" 
^Pi 
Ph" 

Pjo 
с)° " 

Jo 

>с\ 

Ph 
cio (6.1) 

Оно выполняется как равенство при р = pv, р = pv и р = pv+1. Для 
доказательства требуемого утверждения нужно показать, что (6.1) вы­
полняется и при р = pv+1. Это будет означать, что (6.1) выполняется 
при любом / ^ 0 для p(t) = pv+1 + t(pv+1 — pv+1), а значит, не может 
оказаться лимитирующим при определении величины t*. 

Пусть число компонент связности графа T(£$v) равно т. Следо­
вательно, число таких компонент графа Г ( ^ + 1 ) равно г + 1. Пусть 
в v-ж компоненте связности графа Г ( ^ ) лежат вершины г £ I^j, к £ К^ 
и (то + I + j) при j £ .11. Аналогичные множества для компонент связ­
ности графа Г ( ^ + 1 ) будем обозначать соответственно I%+1, K„+1, J%+1 • 
Пусть г0 £ I?J, j 0 £ J?J, т. е. при удалении (i0,j0) из 3§ц последняя ком­
понента связности графа Г ( ^ + 1 ) распадается на две. Пусть г0 £ I^+1, 

J I G J ^ H J / O G J ^ 1 . 

Тот факт, что лимитирующим при определении t* на шаге г] оказа­
лось неравенство ziojo ^ 0, означает, что 

^ > Л А " ) < 0 . (6.2) 

Ввиду условия баланса (3.8) для компоненты г графа T(£$v) это нера­
венство эквивалентно двум неравенствам 

£ (а,- + (в*, А")) - £ ^ " Е # < °> (6-3) 

£ (а. + (в% А")) - £ XI- Y, Р1>°- (6-4) 

В то же время для остальных компонент связности графа Г ( ^ + 1 ) усло­
вие баланса будет выполняться, т. е. 

£ ( а , - + ( 0 ' \ А " ) ) - £ A * - Y,P] = ° v = h-..,T-l. (6.5) 
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Таким образом, при подстановке величин pj = pj и Хк = Xv
k в систему 

условий баланса вида (3.7), отвечающую графу Г ( ^ + 1 ) , получаем на­
рушение этих условий лишь для двух компонент связности с номерами 
г и г + 1, что выражается неравенствами (6.3) и (6.4). 

С другой стороны, система условий баланса вида (3.7) для графа 
Г ( ^ + 1 ) служит для определения величин pj+ и А^+ . Путем введения 
вспомогательных переменных 7Г„, как было показано выше, этот вопрос 
сводится к рассмотрению однородной системы вида (4.11) порядка г + 1. 
При этом в формулах (4.5) и (4.6) в качестве величин pj и Хк, задающих 
пропорции между величинами pj и Хк, которые соответствуют верши­
нам одной и той же v-ж компоненте связности графа Г ( ^ + 1 ) , могут 
быть приняты соответственно р1- и А^, т. е. при всех v = 1 , . . . , г + 1 
выполняются равенства 

Pj = nvp], 3 £ J», (6-6) 

Хк = тг„\1, к G Kv. (6.7) 

Пусть тт'1+1 = (тт1+ , . . . , 7 ^ ^ ) — положительное решение возникающей 
таким образом системы вида (4.13). Не ограничивая общности считаем, 
что выполняется условие нормировки (1.14) и тем самым 

$+1 = ж*+1р], jej„, (6.8) 

К+1 = К+1К, кек„. (6.9) 
Таким образом, можно сказать, что если в формулах (6.6) и (6.7) 

принять 7Г = 7г^+1, то получающиеся pj и Хк удовлетворяют всем усло­
виям баланса для компонент графа Г ( ^ + 1 ) . Если же принять 7Г„ = 1 
{у = 1 , . . . , т + 1), то получим pj = р1: и Хк = Xv

k, для которых ввиду 
(6.3) и (6.4) два условия баланса будут нарушаться — для компонент 
с номерами т и т + 1. Это означает, что в системе (4.13) для вектора 
я-' = ( 1 , . . . , 1 ) G RT+1 нарушаются лишь два условия. Тем самым мы 
находимся в условиях следующего утверждения. 

Л е м м а 6.2. Пусть А ^ 0 — неразложимая матрица, х — ее поло­
жительный собственный вектор, X — соответствующее ему собственное 
число. Если для некоторого положительного вектора х1 вектор g = Хх1 — 
Ах1 имеет не более двух отличных от нуля компонент, т. е. Хх1 — Ах1 = 
gileil +gi2ei2, то условия 

9п > О 
и 

ГУ* ' ГУ* ' 

i\ \ г'2 

•^ i 1 ^ г 2 

эквивалентны. 
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Доказательство этой леммы приведено в [3]. 
В наших рассмотрениях А = 1, роль матрицы А играет матрица G, 

а в качестве х и ж^выступают соответственно векторы fv+1 и ж'. Для 
вектора g = ж' — Gf из (6.3) и (6.4) очевидным образом следует, что 
дт > 0 и gT+i < 0. Тогда по лемме 6.2 получаем 

1 1 
> 7f? + 1 ^ t ! ' 

т. е. 
^+1 

7f? + 1 " 

Далее из (6.9) с учетом j 0 £ Jj+i •, ji G </^+1 получаем 

Следовательно, 
-17 + 1 
Pic 
-n + 1 
Pn 

-17 + 1 
Pjfi = 7 Г 

-17 + 1 

л т + 1 

.'7 + 1 ^ 

r + lPl-

-v 
p 
Pn 

-77 

$ i 

(6.10) 

Но при p = pv, как отмечалось, неравенство (6.1) выполняется как 
равенство, т. е. 

уц cio 
Lis. = lis. 
Fn ьп 

В результате из (6.10) следует, что 

—V + 1 г о 
Р Ci 
-77 + 1 -^ г о 

Это означает выполнение неравенства (6.1) при р = pv+1, что, как от­
мечалось выше, достаточно для справедливости утверждения леммы 6.1 
в рассматриваемом случае. 

Мы рассмотрели ситуацию, когда при определении величины сдвига 
t* на шаге г] лимитирующим оказалось неравенство ziojo ^ 0. Остается 
заметить, что анализ других ситуаций, когда лимитирующим оказы­
вается какое-то из неравенств zkj ^ 0, к £ К, или какое-то из нера­
венств системы (3.4)-(3.5) при q = p(t), вполне аналогичен приведен­
ному. Лемма 6.1 доказана. 

2. П о ч т и сбалансированные т р а е к т о р и и 
При изменении параметра / £ [0,1] на очередном шаге процесса 

точка ((w(t)), координаты которой определяются в соответствии с (5.7), 
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пробегает в R1 некоторый, вообще говоря, криволинейный отрезок, со­
единяющий точки С? и (v+1. Объединяя все такие криволинейные от­
резки, получаем описание всей траектории процесса. Эта траектория 
обладает следующим свойством: если какие-то координаты точки (v 

уже совпадают с соответствующими координатами заданной точки (, 
то это совпадение сохраняется и для последующей части траектории. 

В самом деле, пусть точка (v лежит в аффинном многообразии Н С 
R\ задаваемом системой уравнений 

Zk = Ск, к = 1,...,р. (6-11) 

Зафиксировав для каждого к = 1 , . . .,р такой номер j , что (k,j) £ 38ц, 
из (5.6) и (5.1) имеем 

Pj^k — cj лк' 

PiCk = сЩ. 

Умножив первое из этих равенств на 1 — /, а второе на t и сложив, 
получаем 

Pk(t)Ck = ckXk(t), 

т. е. 
Ck(w(t)) = Ck, k = l,...,p. 

Это означает, что точка ((w(t)), как и точка (v, принадлежит аффин­
ному многообразию Н. Следовательно, это свойство будет сохраняться 
и на всех последующих шагах процесса, поэтому будем иметь (v+1 £ Н, 
а значит, (v+2 £ Н и т. д. 

Описанное свойство будем называть частичной сбалансирован­
ностью. Если при этом р = 1 — 1, то будем говорить о почти сба­
лансированных траекториях. В этом случае аффинное многообразие Н 
является прямой, проходящей через точку (. 

Рассмотрим часть этой прямой, лежащую внутри Rl
+, т. е. луч Н: 

Н = {z £ Rl | z, > 0; zk = (k, k = l,...,l-l}. 

Из § 4 следует, что прообразом луча Н при отображении Фя, описы­
ваемом формулой (3.9), будет снова луч, который обозначим через L®. 
Этот луч проходит через точку А = ( Ф ^ ) - 1 ^ ) . При 3§ = £$v частью 
такого луча является отрезок [Xv, Xv]. 

П Р Е Д П О Л О Ж Е Н И Е Н Е В Ы Р О Ж Д Е Н Н О С Т И . 

Для любых 3§ £ _Sf и А £ L® среди неравенств, задающих мно­
гогранник А(£$), лишь одно обращается в равенство в точке А. Это 
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означает, что для любого 3§ £ _Sf точки пересечения луча Lm с много­
гранником А(£$) не могут лежать в гранях размерности меньше 1 — 1. 

Теорема . При выполнении предположения невырожденности дви­
жение по почти сбалансированной траектории заканчивается через ко­
нечное число шагов в точке ( (это соответствует получению равновесия 
в исходной модели). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположение невырожденности обеспечивает 
на каждом шаге процесса г] единственность лимитирующего неравенства 
среди неравенств (3.8) и (3.4)-(3.5), порождаемых множеством £$ = £$v, 
при подстановке в них р = p(t), А = A(i), q = p(t) и отыскании макси­
мального t = t* E [0,1]. Как следует из доказательства леммы 6.1, это 
лимитирующее неравенство не является таковым при выполнении сле­
дующего шага, т. е. при переходе к множеству £$ = £$ц+\. Вследствие 
этого величина сдвига t* на всех шагах строго положительна, кроме 
разве лишь начального. Это означает, что каждая следующая точка 
C{we) будет заведомо ближе к точке (, чем предыдущая (лемма 5.1). 
С другой стороны, точка ((wv+1) — ближайшая к ( среди точек множест­
ва Н П Ф ( Л ( ^ ) ) , являющегося отрезком, как образ отрезка L^11 П Л ( ^ ) 
при непрерывном отображении Ф. Тем самым уже пройденное множест­
во 3§ц снова повториться не может. Ввиду конечности числа множеств 
в совокупности _Sf процесс конечен. Это возможно лишь тогда, когда 
на очередном шаге окажется t* = 1, т. е. будет достигнута точка (, 
а значит, получено равновесие в исходной модели. Теорема доказана. 

3. А л г о р и т м наращивания размерности 
Практическое применение описанного процесса можно осуществить 

по следующей схеме последовательного увеличения числа учитываемых 
в модели фирм. 

Пусть рассмотрена модель, в которой присутствуют фирмы с номе­
рами к = 1, . . . , />— 1 и получены множество 3§' и точка w' = (р', А') = 
w(jH3r) в обозначениях § 4, соответствующие её равновесному состоянию, 
т. е. р' — равновесный вектор цен, а А' £ i?+~ — вектор, компоненты 
которого указывают доходы рассматриваемых фирм в равновесном со­
стоянии. 

Рассматриваемую модель пополним очередной фирмой с номером 
к = р. При ценах р = pi для этой фирмы предпочтительными для про­
изводства будут такие товары j , что 

-±- = mm —. 
Pj h Ph 
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Множество 3§' пополним всеми парами (p,j), соответствующими этим 
предпочтительным товарам j . В результате получим множество 3§' для 
пополненной модели. В предположении двойственной невырожденности 
транспортной задачи (2.4)-(2.8) в графе Т(£$') не будет циклов и, как 
легко убедиться, множество 3§' будет принадлежать совокупности _Sf 
для пополненной модели. 

Наконец, добавив к вектору А' компоненту А' = 0, получим вектор 
A' G R\. 

Ясно, что w' = (p', A') G 0 ( ^ " ) , р' £ S ( ^ " ) для новой модели. При 
этом будет выполняться свойство почти сбалансированности. Отпра­
вляясь от w' и 3§', можно начать процедуру отыскания равновесия в по­
полненной модели в соответствии с § 4. 

Изложенный алгоритм наращивания числа фирм модели закончится 
при р = I получением равновесия в исходной модели. Этот процесс 
можно начать от р = 0, т. е. с рассмотрения модели обмена без произ­
водства. Это обычная линейная модель обмена с фиксированными бюд­
жетами, и для отыскания её равновесного состояния можно воспользо­
ваться конечными алгоритмами, предложенными в [2, 6]. 
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