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ОБ ОДНОМ ЯЗЫКЕ, ПОРОЖДЕННОМ

ГЛАДКИМИ ФУНКЦИЯМИ∗)

А.Н. Глебов

Применяется новый подход при изучении классов непрерывных
функций ϕ : [a, b] → R с ограниченной второй производной и их дис-
кретных аналогов. Описываются минимальные запрещенные под-
последовательности в последовательностях конечных вторых раз-
ностей, порождаемых дискретными аналогами функций с односто-
ронне (снизу или сверху) ограниченной второй производной. Ис-
следуются аналогичные последовательности для классов функций
с двусторонне ограниченной второй производной.

Введение

Отправной точкой предлагаемой работы является поставленная в
[6] и, по-видимому, до сих пор нерешенная [5, 7, 8] задача о вычис-
лении асимптотики ε-энтропии компактов гладких функций. Понятие
ε-энтропии было введено в [6] в качестве меры информации, заключен-
ной в том или ином вполне ограниченном классе функций. Асимптотика
ε-энтропии была подсчитана [6] для классов аналитических функций, а
также непрерывных на отрезке [a, b] функций, удовлетворяющих усло-
вию Липшица |f(x)− f(x′)| 6 C|x− x′|. Для классов функций более вы-
сокой степени гладкости были найдены порядки роста ε-энтропии при
ε→ 0.

В работах [1–4] вместо классов непрерывных на отрезке [a, b] функций
рассматривались соответствующие классы дискретных (т. е. определен-
ных и принимающих значения в узлах равномерного разбиения отрезка
[a, b] и вещественной оси) функций. В [1–4] эти классы дискретных функ-
ций были названы дискретными аналогами соответствующих непрерыв-
ных классов и определялись при помощи систем неравенств, верных для
конечных разностей функций из исходного непрерывного класса. При
этом переход к классам дискретных аналогов аргументировался тем, что
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на практике при вычислении значений непрерывной функции приходит-
ся находить конечный набор этих значений с ограниченной точностью.
Такой процесс формально описывается как вычисление значений конеч-
номерного булева оператора, где двоичные символы соответствуют раз-
рядам двоичной записи значений функции и ее аргумента.

Для классов дискретных функций в [1–4] определялась и исследова-
лась функция logApprox, аналогичная ε-энтропии в непрерывном слу-
чае. Было установлено, что для классов дискретных аналогов, соответ-
ствующих функциям конечной и бесконечной гладкости а также анали-
тическим функциям, функция logApprox имеет тот же порядок роста,
что и ε-энтропия соответствующего непрерывного класса.

Недавно С. В. Августиновичем предложен новый, не вполне тради-
ционный, подход к изучению классов функций конечной гладкости и
их дискретных аналогов. В настоящей работе этот подход реализуется
в отношении некоторых классов дважды дифференцируемых функций
с ограниченной второй производной. Речь идет не о переформулировке
старой (вычисление ε-энтропии), а о постановке новой задачи, исследо-
вание которой может оказаться интересным и полезным.

Рассматриваются дважды дифференцируемые на отрезке [a, b] функ-
ции с односторонне (ϕ′′(x) > σ или ϕ′′(x) 6 τ) или двусторонне
(σ 6 ϕ′′(x) 6 τ) ограниченной второй производной. Значения самих
функций и их первых производных не ограничиваются. Ясно, что полу-
ченные классы функций не обладают свойством полной ограниченности,
что не позволяет говорить об ε-энтропии (в обычном смысле) таких клас-
сов.

В рамках указанного подхода на первом этапе каждая непрерыв-
ная функция заменяется набором своих значений в узлах равномерно-
го разбиения отрезка [a, b] с шагом δx = 2−ν (полудискретный аналог
функции). При этом наряду с полудискретными аналогами непрерыв-
ных функций рассматриваются более широкие классы полудискретных
(заданных в узлах разбиения отрезка [a, b]) функций с ограниченными
сверху и (или) снизу конечными вторыми разностями.

На втором этапе значения рассматриваемой функции (непрерывной
или полудискретной) в узлах разбиения округляются с точностью до
δy = 2−2ν (дискретный аналог функции) и умножаются на 22ν . В резуль-
тате получается последовательность целых чисел, конечные вторые раз-
ности которой (также целочисленные) ограничены сверху и (или) снизу
константами, значения которых зависят от вида ограничений, наложен-
ных на вторую производную (конечную разность) исходной функции.
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Например, для класса непрерывных функций, удовлетворяющих усло-
вию σ 6 ϕ′′(x) 6 τ , где σ, τ ∈ Z, возникающие конечные вторые разности
могут принимать лишь значения σ − 1, σ, . . . , τ, τ + 1.

Такой набор (конечный или бесконечный) допустимых значений ко-
нечных вторых разностей далее рассматривается как алфавит A. По
классу функций F определяется язык W над алфавитом A как мно-
жество всевозможных последовательностей конечных вторых разностей,
соответствующих функциям из F . Ясно, что дискретный аналог любой
функции из F однозначно кодируется (а значит, может быть восстанов-
лен) некоторым словом языка W и значениями в двух первых узлах
разбиения. Поэтому задача описания дискретных аналогов функций из
класса F сводится к описанию языка W .

Из приведенного неформального определения языка W и двусторон-
ней продолжаемости функций из F следует, что язык W является фак-
торным и продолжаемым, т. е. вместе с каждым словом w содержит все
его подслова, а также слова w1 = xw и w2 = wy, где x и y — некото-
рые символы алфавита. Очевидно, что всякий факторный язык одно-
значно определяется множеством своих минимальных (несократимых)
запрещенных подслов (минимальных запретов).

В работе исследуются минимальные запреты языков, которые соот-
ветствуют классам функций с ограниченной второй производной (конеч-
ной разностью). В теоремах 1 и 2 и следствии 1 описаны минимальные
запреты, соответствующие классам функций с односторонне (сверху или
снизу) ограниченной второй производной. Ключевым моментом данного
описания является введенное в разделе 2 понятие линейного запрета.
В предложении 2 подсчитано число линейных запретов фиксированной
длины. В предложениях 3 и 4 из раздела 4 исследуются свойства языков,
соответствующих классам функций с двусторонне ограниченной второй
производной.

1. Основные понятия и базовые предположения

Рассмотрим следующие классы определенных на отрезке [a, b] ⊂ R

функций:
F [a, b] — класс всех дважды дифференцируемых функций

ϕ : [a, b]→R;
Fσ[a, b] — класс всех таких функций из F [a, b], что ϕ

′′

(x) > σ при
x ∈ [a, b];

F τ [a, b] — класс всех таких функций из F [a, b], что ϕ
′′

(x) 6 τ при
x ∈ [a, b];
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F τ
σ [a, b] — класс всех таких функций из F [a, b], что σ ≤ ϕ

′′

(x) ≤ τ при
x ∈ [a, b].
Из данных определений следует, что при любых σ и τ выполняется ра-
венство

F τ
σ [a, b] = Fσ[a, b] ∩ F τ [a, b]. (1)

Для положительных целых M иN определим равномерное разбиение
отрезка [a, b] и вещественной оси, полагая

δx = (b− a)/N, δy = 1/M ; xi = a+ iδx, i = 0, . . . , N ; yj = jδy , j ∈ Z.

При k, l ∈ Z,где 0 6 k 6 l, положим

Ik,l = {k, k + 1, . . . , l}; Il = I0,l = {0, 1, . . . , l};
XN = {xi | i ∈ IN};YM = {yj | j ∈ Z}.

Будем называть полудискретной любую функцию ψ : XN → R и
дискретной любую функцию η : XN → YM . Если ϕ : [a, b] → R — неко-
торая функция, то полудискретную функцию ϕ(sd) = ϕ|XN

назовем по-
лудискрентным аналогом функции ϕ. Дискретным аналогом функции
ϕ (непрерывной или полудискретной) будем называть дискретную функ-
цию ϕ(d) : XN → YM , определяемую условием

0 6 ϕ(xi) − ϕ(d)(xi) < δy, i ∈ IN . (2)

Для каждой функции ϕ (непрерывной, дискретной или полудискрет-
ной) определим значения ∆1ϕ(xi) и ∆2ϕ(xi) первой и второй конечных
разностей функции ϕ в узлах разбиения:

∆1ϕ(xi) = (ϕ(xi+1) − ϕ(xi))/δx, i ∈ IN−1; (3)

∆2ϕ(xi) = (∆1ϕ(xi+1) − ∆1ϕ(xi))/δx

= (ϕ(xi) − 2ϕ(xi+1) + ϕ(xi+2))/δ
2
x, i ∈ IN−2. (4)

Заметим, что если ϕ ∈ Fσ[a, b], то

∆2ϕ(xi) > σ, i ∈ IN−2. (5)

Если F τ [a, b], то
∆2ϕ(xi) 6 τ, i ∈ IN−2. (6)
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В случае, когда ϕ ∈ F τ
σ [a, b], выполняются оба неравенства (5) и (6) и

имеем
σ 6 ∆2ϕ(xi) 6 τ, i ∈ IN−2. (7)

Очевидно, что для любой функции ϕ : [a, b] → R верны равенства
ϕ(xi) = ϕ(sd)(xi), ∆1ϕ(xi) = ∆1ϕ(sd)(xi) и ∆2ϕ(xi) = ∆2ϕ(sd)(xi). Поэто-
му если какое-либо неравенство (5), (6) или (7) выполняется для функ-
ции ϕ, то это же неравенство справедливо и для ее полудискретного
аналога ϕ(sd). Обозначим через Fσ(XN ), F τ (XN ) и F τ

σ (XN ) классы полу-
дискретных функций ψ : XN → R, удовлетворяющих неравенствам (5),
(6) и (7) соответственно. При любых σ и τ имеем

F τ
σ (XN ) = Fσ(XN ) ∩ F τ (XN ). (8)

Из сделанных замечаний следует, что полудискретные аналоги функ-
ций из классов Fσ[a, b], F τ [a, b] и F τ

σ [a, b] принадлежат классам Fσ(XN ),
F τ (XN ) и F τ

σ (XN ) соответственно. Покажем, что классы Fσ(XN ), F τ (XN )
и F τ

σ (XN ) не исчерпываются указанными аналогами. Для этого приве-
дем пример такой полудискретной функции ψ ∈ F0(XN ), что ψ 6= ϕ(sd)

ни для какой функции ϕ ∈ F0[a, b]. Положим [a, b] = [0, N ], XN = IN , и
пусть ψ(i) = 0 при i ∈ IN−2, ψ(N − 1) = 1 и ψ(N) = 2. Очевидно, что
ψ ∈ F0(XN ). При этом если бы существовала такая функция ϕ ∈ F0[0, N ],
что ϕ(sd) = ψ, то по определению класса F0[0, N ] функция ϕ была бы
выпуклой. Нетрудно убедиться, что единственной выпуклой функцией,
удовлетворяющей условию ϕ(sd) = ψ, является кусочно-линейная функ-
ция ϕ : [0, N ] → R, где ϕ(x) = 0 при x ∈ [0, N − 2] и ϕ(x) = x − N + 2
при x ∈ [N − 2, N ]. Однако функция ϕ имеет излом при x = N − 2, и,
следовательно, не принадлежит классу F0[0, N ].

Из формулы (4) следует, что конечные вторые разности дискретных
функций η : XN → YM принимают только значения вида jδy/δ

2
x, где

j ∈ Z. В частности, при δy = δ2x эти значения целочисленны. Для удоб-
ства дальнейшего изложения будем считать выполненными следующие

Слабые предположения . Значения a, b и xi ∈ XN выражаются

числами вида kδx, где k ∈ Z, δx = 2−ν , δy = δ2x = 2−2ν и ν — неотрица-

тельное целое число. Числа σ и τ являются целыми.

Будем рассматривать последовательности конечных вторых разнос-
тей, порождаемые дискретными аналогами функций из классов Fσ, F τ и
F τ

σ (непрерывных и полудискретных). Заметим, что при слабых предпо-
ложениях множество исследуемых последовательностей фиксированной
длины не зависит (для каждого класса функций) от масштаба разбие-
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ния отрезка [a, b] и расположения его концов, т. е. от выбора парамет-
ров ν, a и b. Действительно, пусть последовательность конечных вторых
разностей ai = ∆2ϕ(d)(xi), i = IN−2, где N = (b−a)/δx = 2ν(b−a), по-
рождается дискретным аналогом непрерывной (полудискретной) функ-
ции ϕ ∈ Fσ[a, b] (соответственно ϕ ∈ Fσ(XN )). Рассмотрим функцию
ϕ̃(x) = 22νϕ(a + 2−νx), определенную на отрезке [0, N ] (множестве
X̃N = IN ). Эта функция (при δx = δy = 1) удовлетворяет соотношениям
ϕ̃(i) = 22νϕ(i), i ∈ IN−2 и принадлежит классу Fσ[0, N ] (соответственно
Fσ(IN )), поскольку ϕ̃′′(x) = ϕ′′(a + 2−νx) при x ∈ [0, N ] (соответствен-
но ∆2ϕ̃(i) = ∆2ϕ(i) при i ∈ IN−2). При этом нетрудно заметить, что
ϕ̃(d)(i) = 22νϕ(d)(i) при i ∈ IN−2. Следовательно, ∆2ϕ̃(d)(i)=∆2ϕ(d)(i)=ai

при i ∈ IN−2. Таким образом, последовательность конечных вторых раз-
ностей, порожденная дискретным аналогом произвольной функции из
класса Fσ[a, b] (Fσ(XN )), порождается также (при δx = δy = 1) дискрет-
ным аналогом подходящей функции из класса Fσ[0, N ] (соответственно
Fσ(IN )). Аналогичные рассуждения применимы к функциям из классов
F τ и F τ

σ , что позволяет ограничиться рассмотрением случая, когда вы-
полнены следующие

Сильные предположения . Считаем, что [a, b] = [0, N ]; XN = IN ;
xi = i ∈ IN , yj = j ∈ Z; N > 2 — целое число; σ и τ — целые числа.

Далее всюду предполагается, что верны сильные предположения, ес-
ли не оговорено противное. Выражения (2) и (4) для первой и второй
конечных разностей функции ϕ (непрерывной или полудискретной) и
соотношения (2) для ее дискретного аналога преобразуются к виду

∆1ϕ(i) = ϕ(i+ 1) − ϕ(i), i ∈ IN−1; (9)

∆2ϕ(i) = ϕ(i) − 2ϕ(i + 1) + ϕ(i+ 2), i ∈ IN−2; (10)

ϕ(d)(i) = ⌊ϕ(i)⌋, i ∈ IN , (11)

где через ⌊x⌋ обозначено максимальное целое число, не превосходящее x.
Из формул (10), (11) следует, что |∆2ϕ(i) − ∆2ϕ(d)(i)| < 2 при i ∈ IN−2.
Поэтому если функция ϕ принадлежит одному из классов Fσ[0, N ] или
Fσ(IN )), то ∆2ϕ(d)(i) > σ− 1 при i ∈ IN−2. Аналогично, если функция ϕ
принадлежит одному из классов F τ или F τ

σ , то выполняются неравенства
∆2ϕ(d)(i) 6 τ + 1 и σ − 1 6 ∆2ϕ(d)(i) 6 τ + 1 соответственно.

Положим

Aσ = {a ∈ Z | a > σ − 1}, Aτ = {a ∈ Z | a 6 τ + 1},

Aτ
σ = Aσ ∩Aτ = {a ∈ Z |σ − 1 6 a 6 τ + 1}.
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Каждое множество Aσ, Aτ и Aτ
σ будем рассматривать как алфавит, сло-

вами в котором являются всевозможные последовательности конечных
вторых разностей, порожденные дискретными аналогами функций из
классов Fσ[0, N ], Fσ(IN ), F τ [0, N ], F τ (IN ), F τ

σ [0, N ] и F τ
σ (IN ). Для каж-

дой функции ϕ, определенной на множестве IN , положим
wm,n(ϕ) = am am+1 . . . an−1 и wn(ϕ) = w0,n(ϕ) = a0 a1 . . . an−1, где
ai = ∆2ϕ(d)(i), 0 6 m < n 6 N − 1. Заметим, что wm,n(ϕ) = wn−m(ϕ1),
где ϕ1(x) = ϕ(x+m). Поэтому все определенные слова представляются
в виде wn(ϕ) при подходящих n и ϕ.

Будем говорить, что слово w принадлежит языку [W ]σ (запись
w ∈ [W ]σ), если w = wn(ϕ) при некотором положительном целом n,
где ϕ ∈ Fσ [0, n + 1]. Будем говорить, что язык [W ]σ порожден функ-
циями из классов Fσ[0, N ], N > 2. Аналогично определим языки (W )σ,
[W ]τ , (W )τ , [W ]τσ и (W )τσ, порожденные функциями из классов Fσ(IN ),
F τ [0, N ], F τ (IN ), F τ

σ [0, N ] и F τ
σ (IN ) соответственно. Как отмечалось во

введении, все определенные языки являются факторными и продолжае-
мыми. Из сделанных замечаний следует, что

[W ]σ ⊂ (W )σ, [W ]τ ⊂ (W )τ и [W ]τσ ⊂ (W )τσ (12)

при любых целых σ и τ . Далее будет доказано, что [W ]σ = (W )σ и
[W ]τ = (W )τ при любых целых σ и τ и [W ]τσ 6= (W )τσ при σ < τ .

Сначала покажем, что задача описания языков [W ]σ, (W )σ, [W ]τ ,
(W )τ , [W ]τσ и (W )τσ при произвольных σ и τ сводится к описанию языков
[W ]0, (W )0, [W ]τ0 и (W )τ0 , где τ > 0.

Пусть x ∈ Z и w = a0 a1 . . . an−1 — слово над алфавитом A ⊂ Z. По-
ложим −w = −a0,−a1, . . . ,−an−1 и x + w = x + a0, x + a1, . . . , x + an−1.
Если W — язык над алфавитом A, то положим −W = {−w |w ∈ W} и
x+W = {x+ w |w ∈W}.

Предложение 1. Для любых целых чисел σ и τ выполняются равен-

ства [W ]σ = σ+[W ]0; (W )σ = σ+(W )0; [W ]τ = τ−[W ]0 и (W )τ = τ−(W )0.
При этом если σ < τ , то справедливы равенства [W ]τσ = σ + [W ]τ−σ

0 и

(W )τσ = σ + (W )τ−σ
0 .

Доказательство. Для доказатедьства первых двух равенств каждой
функции ϕ из класса Fσ[0, n + 1] (Fσ(In+1)) поставим в соответствие
функцию ψ(x) = ϕ(x)−σx(x+1)/2. Заметим, что ψ ∈ F0[0, n+1] (соответ-
ственно ψ ∈ F0(In+1)) и wn(ψ) = wn(ϕ)−σ. Следовательно, выполняются
включения [W ]σ ⊆ σ + [W ]0 и (W )σ ⊆ σ + (W )0. Обратные включения
и равенства [W ]τσ = σ + [W ]τ−σ

0 и (W )τσ = σ + (W )τ−σ
0 доказываются

аналогично.
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Чтобы доказать равенства [W ]τ = τ−[W ]0 и (W )τ = τ−(W )0 рассмот-
рим произвольное слово w ∈ [W ]τ (w ∈ (W )τ ). Из конечности множества
In+1 следует существование такой функции ϕ ∈ F τ [0, n + 1] (соответ-
ственно ϕ ∈ F τ (In+1)), что wn(ϕ) = w и ϕ(i) > ϕ(d)(i) при каждом
i ∈ In+1. Положим ψ(x) = τx(x + 1)/2 − ϕ(x). Тогда ψ ∈ F0[0, n + 1]
(соответственно ψ ∈ F0(In+1)) и wn(ψ) = τ − w. Следовательно, выпол-
няются включения [W ]τσ ⊆ σ + [W ]τ−σ

0 и (W )τσ ⊆ σ + (W )τ−σ
0 . Обратные

включения доказываются аналогично. Предложение 1 доказано.

2. Линейные запреты

В этом и следующем разделах будут описаны множества минималь-
ных запретов языков [W ]0 и (W )0 и доказано, что эти множества сов-
падают. Тем самым (с учетом предложения 1) будет получено описание
минимальных запретов языков [W ]σ, (W )σ, [W ]τ и (W )τ при любых це-
лых σ и τ . При этом будет доказано, что [W ]σ = (W )σ и [W ]τ = (W )τ .

Будем называть линейной любую функцию L(x) = kx+b. Пару целых
чисел (p, q) назовем направлением, если (p, q) = (0, 1), или p 6= 0, q > 1 и
p и q взаимно просты. Пусть (p, q) — направление и k > 1 — целое число
(k > 2 при q = 1). Положим

n = (k + 1)q − 1; (13)

Lp,q(x) = (p/q)x; (14)

l(p, q, k) = (a0 − 1), a1 . . . an−2, (an−1 − 1), (15)

где a0 a1 . . . an−1 = wn(Lp,q).
Из (13), (14) и включения Lp,q ∈ F0[0, n + 1] следует, что a0 > 0,

an−1 > 0 и ai > −1 при i ∈ I1,n−2. Поэтому определенная формулой (15)
последовательность l(p, q, k) является словом над алфавитом A0 (точнее,
l(p, q, k) состоит из символов −1, 0 и 1).

Теорема 1. Любое слово l(p, q, k) является минимальным запретом

языков (W )0 и [W ]0.

Замечание 1. Минимальный запрет l(p, q, k) назовем линейным за-
претом кратности k, соответствующим направлению (p, q).

Лемма 1. Пусть n ≥ 1, ϕ ∈ F0(In+1), wn(ϕ) = a0 . . . an−1 и

ti = ϕ(d)(i) при i ∈ In+1.

(а) Если ψ(i) = ϕ(i)+ li+m, i ∈ In+1, где l и m — любые целые числа,

то ψ ∈ F0(In+1) и wn(ψ) = wn(ϕ).
(б) Для любых целых чисел s0 и s1 существует такая полудискретная

функция ψ ∈ F0(In+1), что ψ(d)(0) = s0, ψ
(d)(1) = s1 и wn(ψ) = wn(ϕ).
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(в) Если функция ψ ∈ F0(In+1) такова, что при некотором j 6 n вы-

полняются равенства ψ(d)(j) = tj, ψ
(d)(j + 1) = tj+1 и ∆2ψ(d)(i) = ai при

любом i ∈ Ij,n−1, то ψ(d)(i) = ti при любом i ∈ Ij,n+1.

Доказательство. Чтобы доказать утверждение (а), заметим, что
при прибавлении к функции ϕ любой линейной функции конечные вто-
рые разности не меняются. Следовательно, ψ ∈ F0(In+1). Из целочис-
ленности коэффициентов l и m следует, что при этом не меняются и
значения ∆2ϕ(d)(i). Следовательно, wn(ψ) = wn(ϕ). Для доказательства
утверждения (б) достаточно воспользоваться результатом (а), полагая
m = s0 − t0 и l = (s1 − s0) − (t1 − t0). Утверждение (в) получается ин-
дукцией по i с использованием соотношений ti+1 = ai−1 − ti−1 + 2ti и
ψ(d)(i+ 1) = ai−1 − ψ(d)(i− 1) + 2ψ(d)(i). Лемма 1 доказана.

Замечание 2. Все утверждения леммы 1 остаются в силе (вмес-
те с доказательством), если вместо полудискретных функций из класса
F0(In+1) всюду рассматривать непрерывные функции из класса F [0, n+1].

Лемма 2. Если ψ ∈ F0(IN ) и 0 6 i 6 j 6 k 6 N , то

(k − i)ψ(j) 6 (k − j)ψ(i) + (j − i)ψ(k).

Доказательство. При каждом i ∈ I1,N определим линейную функ-
цию Li(x) = kix+bi равенствами Li(i−1) = ψ(i−1) и Li(i) = ψ(i). Пусть
ψ̃ : [0, N ] → R — такая кусочно-линейная функция, что ψ̃(x) = Li(x) при
x ∈ [i − 1, i], i ∈ I1,N . Из условия ψ ∈ F0(IN ) следует, что ki 6 ki+1 при
каждом i ∈ I1,N−1. Поэтому функция ψ̃ выпукла. Отсюда и из равенств
ψ(i) = ψ̃(i) при i ∈ I1,N следует утвердждение леммы. Лемма 2 доказана.

Доказательство теоремы 1.

I) Докажем, что слово l(p, q, k) = l0 . . . ln−1, определенное формулой
(15), где n = (k+1)q−1, является запретом языка (W )0 (и, следовательно,
языка [W ]0). Согласно (15) имеем wn(Lp,q) = (l0 +1), l1 . . . ln−2, (ln−1 +1).

Положим ηi = L
(d)
p,q(i) = ⌊pi/q⌋ при i ∈ In+1.

Допустим, что существует такая полудискретная функция
ϕ ∈ F0(In+1), что wn(ϕ) = l0 . . . ln−1. Положим ti = ϕ(d)(i) при i ∈ In+1.
Используя утверждение (б) леммы 1, функцию ϕ выберем такой, что
t0 = η0 − 1 = −1 и t1 = η1. Тогда

t2 = l0 − t0 + 2t1 = (l0 + 1) − η0 + 2η1 = η2.

Утверждение (в) леммы 1, примененное к функциям ϕ |In и Lp,q |In при
j = 1, показывает, что ti = ηi при i ∈ In. Поскольку последний сим-
вол в слове wn(Lp,q) на единицу больше последнего символа в слове
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wn(ϕ), имеем tn+1 = ηn+1 − 1. Отсюда следует, что t0 = η0 − 1 = −1,
tn+1 = ηn+1 − 1 = (k+ 1)p− 1 и ti = ηi при i ∈ I1,n. В частности, должны
выполняться неравенства ϕ(0) < t0+1 = 0 = Lp,q(0), ϕ(n+1) < tn+1+1 =
(k + 1)p = Lp,q(n + 1) и ϕ(q) > tq = ηq = p = Lp,q(q), противоречащие
лемме 2. Следовательно, слово l(p, q, k) является запретом языка (W )0.

II) Докажем минимальность запрета l(p, q, k) для языков (W )0 и [W ]0.
Достаточно показать, что l0 . . . ln−2 ∈ [W ]0 и l1 . . . ln−1 ∈ [W ]0. Будем ис-
пользовать линейные функции, ”достаточно близкие” к функции Lp,q. В
первом случае рассмотрим функции вида Lε(x) = (p/q + ε)x − εq, где
ε > 0. График любой такой функции, как и график функции Lp,q, про-
ходит через точку (q, p) и имеет угловой коэффициент p/q + ε > p/q.
Выбирая ε достаточно малым, можно добиться выполнения равенств
(Lε)

(d)(0) = −1 = η0 − 1 и (Lε)
(d)(i) = ηi при каждом i ∈ I1,n. Отсю-

да следует, что wn−1(Lε) = l0 . . . ln−2 ∈ [W ]0.
В случае слова l1 . . . ln−1 аналогично определим линейную функцию

Lε(x) = (p/q − ε)x+ kεq (ее график проходит через точку (kq, kp)). При
достаточно малых ε > 0 имеем (Lε)(d)(n + 1) = ηn+1 − 1 и (Lε)(d)(i) = ηi

при i =∈ I1,n. Следовательно, l1 . . . ln−1 = w1,n(Lε) ∈ [W ]0. Теорема 1
доказана.

Обозначим через L множество всех линейных запретов и через Ln

множество всех линейных запретов длины n > 2. Оказывается, сущест-
вует простая формула для подсчета |Ln|.

Предложение 2. При каждом целом n > 2 выполняется равенство

|Ln| = n+ 1 − ϕ(n + 1),

где ϕ — функция Эйлера.

Доказательство. Из утверждения (а) леммы 1 и определений на-
правления и линейного запрета следует, что если (p, q) — направление и
p 6= 0, то при каждом целом l пара (p + lq, q) является направлением и
l(p, q, k) = l(p + lq, q, k) при каждом целом k > 1. Отсюда следует, что
любой линейный запрет представим в виде l(p, q, k), где 0 6 p < q.

Набор целых чисел (p, q, k) назовем n-допустимым, если (p, q) — на-
правление, 0 6 p < q, k > 1 и n определяется формулой (13). Очевидно,
что по каждому n-допустимому набору (p, q, k) однозначно определяет-
ся линейный запрет l(p, q, k) длины n. Наоборот, любой линейный за-
прет длины n совпадает с l(p, q, k) для некоторого n-допустимого набора
(p, q, k).

Докажем, что различным n-допустимым наборам соответствуют раз-
личные линейные запреты. Пусть (p, q, k) и (p′, q′, k′) — n-допустимые
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наборы и l(p, q, k) = l(p′, q′, k′). Согласно (15) имеем

wn(Lp,q) = wn(Lp′,q′). (16)

Из (14) и неравенств 0 6 p < q и 0 6 p′ < q′ следует, что

L(d)
p,q(0) = L(d)

p,q(1) = L
(d)
p′,q′(0) = L

(d)
p′,q′(1) = 0.

Отсюда с использованием (16) и утверждениея (в) леммы 1 получаем

L
(d)
p,q = L

(d)
p′,q′ . Следовательно, Lp,q = Lp′,q′ и p/q = p′/q′. Поскольку (p, q)

и (p′, q′) — направления, имеем (p, q) = (p′, q′). Отсюда и из (13) следует,
что k = k′ и (p, q, k) = (p′, q′, k′). Поэтому число линейных запретов
длины n равно числу различных n-допустимых наборов.

Пусть (p, q, k) — n-допустимый набор. Из (13) следует, что 1 6 q <
n + 1 и q|(n + 1). При этом k однозначно определяется по заданным n
и q. Поэтому число различных n-допустимых наборов с заданным q > 1
равно числу положительных целых p < q, взаимно простых с q, т. е.
равно φ(q) (если q = 1, то имеется единственный n-допустимый набор
(0, 1, n)). Следовательно, число всех n-допустимых наборов (линейных
запретов длины n) задается формулой

|Ln| =
∑

q|(n+1)

ϕ(q) − ϕ(n+ 1). (17)

Для завершения доказательства остается заметить, что значение суммы
в правой части (17) равно n+1 согласно свойствам сумматорной функции
для функции φ. Предложение 2 доказано.

3. Минимальные запреты языков [W ]σ, (W )σ, [W ]τ и (W )τ

Докажем, что L есть множество всех минимальных запретов язы-
ка [W ]0 и, следовательно, языка (W )0. Определим дискретную функцию
η : In+1 → Z, полагая η(0) = η(1) = 0 и η(i) = ai−2 − η(i − 2) + 2η(i − 1)
при i ∈ I2,n+1. В этом случае ∆2η(i) = ai при каждом i ∈ In−1.

Лемма 3. Пусть k, l ∈ In+1, k < l и L : R → R — такая линейная

функция, что L(k) = η(k) + 1 и L(l) = η(l) + 1. Тогда L(i) > η(i) при

каждом i ∈ Ik,l.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по l− k. Очевидно, что
утверждение леммы верно при l − k = 1. Если l − k = 2, то
L(k + 1) > η(k + 1), так как в противном случае имеем

ak = η(k) + η(l) − 2η(k + 1) 6 (L(k) − 1) + (L(l) − 1) − 2L(k + 1) = −2,
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что противоречит условию ak ∈ A0.
Пусть l− k > 3. Из определения функции L следует, что L(k) > η(k)

и L(l) > η(l). Положим J = {i ∈ Ik+1,l−1 | i 6= (k + l)/2}.
1) Докажем, что L(i) > η(i) при каждом i ∈ J . Положим

m = arg max
i∈J

(η(i) − L(i)).

Допустим, что η(m) − L(m) = r > 0.
а) Рассмотрим случай, когда m < (k + l)/2 и m 6= (3k + l)/4.

В этом случае имеем 2m − k > m и 2m − k ∈ J . Определим линейную
функцию L′ равенствами L′(k) = η(k)+1 и L′(2m−k) = η(2m−k)+1. Из
индукционного предположения следует, что L′(m) > η(m) = L(m) + r.
Отсюда и из равенства L(k) = L′(k) получаем, что

L′(2m− k) − L(2m− k) = 2(L′(m) − L(m)) > 2r

и

η(2m− k) = L′(2m− k) − 1 > L(2m− k) + 2r − 1

= 2(L(m) + r) − L(k) − 1 = 2η(m) − η(k) − 2. (18)

Из (18) и включений η(2m − k) ∈ Z и 2η(m) − η(k) − 2 ∈ Z следует, что
η(2m − k) > L(2m − k) + 2r и η(2m − k) − L(2m − k) > 2r > r вопреки
предположению о максимальности r.

б) Пусть m = (3k + l)/4. Тогда 3m− 2k = (k + 3l)/4 ∈ J . Определим
линейную функцию L′′ равенствами L′′(k)=η(k)+1 и

L′′(3m− 2k) = η(3m− 2k) + 1.

Аналогично случаю а) получaем

L′′(3m− 2k) − L(3m− 2k) = 3(L′′(m) − L(m)) > 3r

и η(3m−2k)−L(3m−2k) > 3r > r, что противоречит максимальности r.
в) Пусть m > (k+ l)/2 и m 6= (k+3l)/4. Тогда 2m− l ∈ J . Аналогично

случаю а) доказывается, что η(2m − l) − L(2m − l) > 2r > r вопреки
предположению о максимальности r.

г) Пусть m = (k + 3l)/4. Тогда 3m− 2l = (3k + l)/4 ∈ J . Аналогично
случаю б) доказывается, что η(3m − 2l) − L(3m − 2l) > 3r > r вопреки
предположению о максимальности r.
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2) Докажем, что L(m) > η(m) при m = (k + l)/2 ∈ Z. Имеем
m − k = l − m > 2. Предположим, что η(m) − L(m) = r > 0. Тогда
выполняется равенство

2r = 2η(m) − 2L(m) = 2η(m) − L(k) − L(l) = 2η(m) − η(k) − η(l) − 2,

из которого следует, что 2r ∈ Z. Так как r > 0, то

r > 1/2. (19)

Определим линейную функцию L′ равенствами

L′(k + 1) = η(k + 1) + 1 и L′(l − 1) = η(l − 1) + 1. (20)

Из (20) и результата пункта 1) следует, что L′(k + 1) 6 L(k + 1) + 1 и
L′(l − 1) 6 L(l − 1) + 1. Следовательно, L′(x) 6 L(x) + 1 при любом
x ∈ [k + 1, l − 1]. В частности, при x = m имеем

L′(m) 6 L(m) + 1. (21)

С другой стороны, из индукционного предположения следует, что

L′(m) > η(m) = L(m) + r. (22)

Из неравенств (21) и (22) заключаем, что r < 1. Отсюда, учитывая нера-
венство (19) и целочисленность 2r, следует, что

r = 1/2. (23)

Докажем, что L(k+1) 6∈ Z и L(l−1) 6∈ Z. Предположим, что хотя бы одно
значение L(k+1) или L(l−1) является целым. Тогда из целочисленности
L(k) и L(l) следует, что L(i) ∈ Z при любом i ∈ Z. В этом случае имеем
r = η(m) − L(m) ∈ Z, что противоречит (23).

Из (22), (23) и равенства m = ((k + 1) + (l − 1))/2 следует, что

η(m) = L(m) + r = L(m) + 1/2 < L′(m) = (L′(k + 1) + L′(l − 1))/2, (24)

причем согласно (20) и результату пункта 1) имеем

L′(k+ 1)+L′(l− 1) = η(k+ 1)+ η(l− 1)+ 2 6 ⌊L(k+ 1)⌋+ ⌊L(l− 1)⌋+ 2

= L(k + 1) + L(l − 1) − {L(k + 1)} − {L(l − 1)} + 2, (25)
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где через {x} обозначена дробная часть числа x. Из линейности функции
L и соотношений L(k) ∈ Z, L(l) ∈ Z, L(k+ 1) 6∈ Z и L(l− 1) 6∈ Z следует,
что

{L(k + 1)} + {L(l − 1)} = 1.

Поэтому неравенство (25) принимает вид

L′(k + 1) + L′(l − 1) 6 L(k + 1) + L(l − 1) + 1.

Отсюда и из (24) получаем

L(m) + 1/2 < (L(k + 1) + L(l − 1))/2 + 1/2 = L(m) + 1/2.

Из этого противоречия следует, что L(m) > η(m).
3) Докажем, что L(i) > η(i) при каждом i ∈ Ik,l. Из результатов

пунктов 1) и 2) следует, что

L(i) > η(i) при i ∈ Ik,l. (26)

Предположим, что L(j) = η(j) при некотором j ∈ Ik+1,l−1, причем j с
этим свойством минимально. Тогда пара чисел

(L(j) − L(k), j − k) = (η(j) − η(k) − 1, j − k)

является направлением и существует такое целое число z > 2, что

l − k = z(j − k) и L(l) − L(k) = η(l) − η(k) = z(L(j) − L(k))

= z(η(j) − η(k) − 1). (27)

Докажем, что

L(i) < η(i) + 1 при i ∈ Ik+1,l−1. (28)

Допустим, что L(i) > η(i)+1 при некотором i ∈ Ik+1,l−1. Если k < i < j,
то определим линейную функцию L′ равенствами L′(i) = η(i) + 1 и
L′(l) = L(l) = η(l) + 1. Если j < i < l, то положим L′(i) = η(i) + 1 и
L′(k) = L(k) = η(k) + 1. В любом случае получим L′(j) 6 L(j) = η(j),
что противоречит индукционному предположению.

Из неравенств (26), (28) следует, что L(d)(i) = η(i) при i ∈ Ik+1,l−1 и

∆2L(d)(i) = ai при i ∈ Ik+1,l−3. (29)

Из равенств L(d)(k) = L(k) = η(k)+1 и L(d)(l) = L(l) = η(l)+1 получаем

∆2L(d)(k) = ak + 1 и ∆2L(d)(l − 2) = al−2 + 1. (30)
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Из равенств (29), (30), (270 следует, что akak+1 . . . al−2 = l(η(j) − η(k) −
1, j−k, z−1). Таким образом, в слове w имеется линейный запрет akak+1

. . . al−2, что противоречит условиям леммы. Лемма 3 доказана.
Теперь покажем, что существует такая кусочно-линейная выпуклая

функция ψ : [0, n + 1] → R, что ψ(d)(i) = η(i) при каждом i ∈ In+1.
Линейную функцию L назовем линейным (k, l)-приближением (или

просто (k, l)-приближением) функции η, если 0 6 k < l 6 n + 1 и
L(d)(i) = η(i) при каждом i ∈ Ik,l. Назовем (k, l)-приближение L непро-
должаемым, если не существует (k, l + 1)- и (n− 1, l)-приближений для
n.

При каждом i ∈ In+1 выберем такое непродолжаемое (ki, li)-прибли-
жение Li для η, что ki 6 i 6 li. Докажем, что кусочно-линейная функция
ψ(x) = max

i∈In+1

Li(x), является искомой. Из определения функции ψ следу-

ет, что ψ выпукла (как максимум выпуклых функций). Поэтому остается
доказать, что ψ(d)(i) = η(i) при i ∈ In+1. Достаточно применить следую-
щую лемму.

Лемма 4. Если L — непродолжаемое (k, l)-приближение функции η,
то L(i) < η(i) + 1 при каждом i ∈ In+1.

Доказательство. Согласно определению (k, l)-приближения имеем

η(i) 6 L(i) < η(i) + 1 при i ∈ Ik,l. (31)

Предположим, что
L(j) > η(j) + 1 (32)

при некотором j 6∈ Ik,l.
Рассмотрим случай j ∈ I0,k−1. Будем считать, что выбрано макси-

мальное j ∈ I0,k−1 со свойством (32) (случай j ∈ Il+1,n+1, рассматрива-
ется аналогично, при этом j выбирается минимальным). Из максималь-
ности j следует, что L(i) < η(i) + 1 при каждом i ∈ Ij+1,l. Отсюда и из
непродолжаемости приближения L следует, что

L(k − 1) < η(k − 1), если j < k − 1. (33)

При каждом i ∈ Ik,l определим линейную функцию λi(x) = qix + bi
равенствами

λi(j) = η(j) + 1 и λi(i) = η(i) + 1. (34)

Положим λ = λm, где qm = min
i∈Ik,l

qi = q. Докажем, что

η(i) < λ(i) 6 η(i) + 1 при i ∈ Ik−1,l. (35)
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Из леммы 3 и равенств (34) при i = m получаем

λ(i) > η(i) при i ∈ Ij,m. (36)

В частности, неравенство (36) верно при i ∈ Ik−1,m ⊂ Ij,m. Из (31)–(34)
следует, что

λ(j) = η(j) + 1 6 L(j) (37)

и
λ(m) = η(m) + 1 > L(m). (38)

Используя (31), (37), (38), неравенство j < m и линейность функций L
и λ, получаем

λ(i) > L(i) > η(i) при i ∈ Im+1,l. (39)

Аналогично из линейности функций λ и λi и соотношений q 6 qi, j < k
и λi(j) = λ(j) (последнее равенство следует из (34)) следует, что

λ(i) 6 λi(i) = η(i) + 1 при i ∈ Ik,l. (40)

Докажем, что
λ(k − 1) 6 η(k − 1) + 1. (41)

Если j = k − 1, то согласно первому равенству из (34) имеем λ(k − 1) =
η(k− 1) + 1. Пусть j < k− 1. Положим µ = 1/(k− j) > 0. Из линейности
функций L и λ и неравенств (33), (37), (40) следует, что

λ(k − 1) − η(k − 1) < λ(k − 1) − L(k − 1)

= µ(λ(j) − L(j)) + (1 − µ)(λ(k) − L(k)) 6 (1 − µ)(λ(k) − L(k))

6 (1 − µ)((η(k) + 1) − η(k)) = 1 − µ < 1.

Полученное неравенство влечет (41). Теперь (35) следует из (36)
и (39)–(41).

Неравенства (35) показывают, что при достаточно малых ε > 0 функ-
ция λ−ε является (k−1, l)-приближением для η, что противоречит непро-
должаемости (k, l)-приближения L. Лемма 4 доказана.

Из леммы 4 и определения функции ψ следует, что

η(i) 6 Li(i) 6 ψ(i) < η(i) + 1

при каждом i ∈ In+1. Следовательно, ψ(d)(i) = η(i) при i ∈ In+1, т. е.
ψ — искомая кусочно-линейная функция.

Теперь сформулируем основной результат статьи.
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Теорема 2. Если w = a0a1 . . . an−1 — слово над алфавитом A0, не

имеющее линейных запретов, то w ∈ [W ]0.

Доказательство. Воспользуемся определенными выше функциями η
и ψ. Из определения функции η следует, что для доказательства теоремы
2 достаточно найти такую функцию ϕ ∈ F0[0, n+1], что ϕ(d)(i) = η(i) при
каждом i ∈ In+1. Пусть x1 < x2 . . . < xm — все точки излома функции ψ
в интервале (0, n + 1). Положим x0 = 0, xm+1 = n + 1 и yi = ψ(xi) при
i ∈ Im+1. Имеем

ψ(x) = qix+ bi при x ∈ [xi−1, xi], (42)

где qi = (yi − yi−1)/(xi − xi−1); bi = (xiyi−1 − xi−1yi)/(xi − xi−1),
i ∈ I1,m+1. Из выпуклости функции ψ следует, что qi+1 > qi при каж-
дом i ∈ Im. Положим εx = min

i∈Im

(xi+1 − xi); εy = min
i∈In+1

(η(i) + 1 − ψ(i));

θ = min
i∈Im

1/(qi+1 − qi); ε = min{εx, θεy}/3. Определим функцию ϕ :

[0, n + 1] → R, полагая

ϕ(x) = yi −
qi+1 − qi

16ε3
(x− xi)

4 +
3(qi+1 − qi)

8ε
(x− xi)

2

+
qi + qi+1

2
(x− xi) +

3ε(qi+1 − qi)

16
(43)

при x ∈ [xi−ε, xi +ε], i ∈ I1,m, и ϕ(x) = ψ(x) при остальных x ∈ [0, n+1].
Из (42), (43) и определения yi следует, что ϕ(xi+ε) = yi+εqi+1 = ψ(xi+ε)
и ϕ(xi − ε) = yi − εqi = ψ(xi − ε) при каждом i ∈ I1,m. Следовательно,
функция ϕ непрерывна.

Докажем, что ϕ ∈ F0[0, n + 1]. Из (43) следует, что

ϕ′(x) = −qi+1 − qi
4ε3

(x− xi)
3 +

3(qi+1 − qi)

4ε
(x− xi) +

qi + qi+1

2
(44)

и

ϕ′′(x) =
3(qi+1 − qi)

4ε

(
1 − (x− xi)

2

ε2

)
(45)

при x ∈ [xi − ε, xi + ε], где i ∈ I1,m. Из (42), (44) следует, что при i ∈ I1,m

ϕ′(xi + ε) = qi+1 = ψ′(xi + ε) и ϕ′(xi − ε) = qi = ψ′(xi − ε). (46)

Из (42), (45) получаем при x ∈ (xi − ε, xi + ε), i ∈ I1,m

ϕ′′(xi ± ε) = ψ′′(xi ± ε) = 0 и ϕ′′(x) > 0. (47)
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Соотношения (47) и равенства ϕ′′(x) = ψ′′(x) = 0 при x 6∈ [xi − ε, xi + ε],
i ∈ I1,m, показывают, что ϕ ∈ F0[0, n + 1].

Остается доказать, что

ϕ(d)(i) = η(i) при i ∈ In+1. (48)

Из (46), (47) и определения функции ϕ следует, что

ϕ(x) > ψ(x) при x ∈ [0, n + 1]. (49)

Отсюда, в частности, получаем

ϕ(i) > ψ(i) > η(i) при i ∈ In+1. (50)

Убедимся в том, что

ϕ(i) < η(i) + 1 при i ∈ In+1. (51)

Как видно из определения εy, достаточно показать, что

ϕ(i) − ψ(i) < εy при i ∈ In+1. (52)

Докажем, что ϕ(x)−ψ(x) < εy при любом x ∈ [0, n+ 1]. Из определения
функции ϕ следует, что ϕ(x) − ψ(x) = 0 < εy при x 6∈ [xi − ε, xi + ε],
i ∈ I1,m. Пусть x ∈ [xi − ε, xi + ε], где i ∈ I1,m. Тогда из (42), (43), (49)
получаем

ϕ(x) − ψ(x) = |ϕ(x) − ψ(x)| =

∣∣∣∣−
qi+1 − qi

16ε3
(x− xi)

4

+
3(qi+1 − qi)

8ε
(x− xi)

2 ± qi+1 − qi
2

(x− xi) +
3ε(qi+1 − qi)

16

∣∣∣∣

6 (qi+1 − qi)

( |x− xi|4
16ε3

+
3|x− xi|2

8ε
+

|x− xi|
2

+
3ε

16

)

6
1

θ

(
ε4

16ε3
+

3ε2

8ε
+
ε

2
+

3ε

16

)
=

9ε

8θ
6

3εy
8

< εy,

что влечет (52) и, следовательно, (51). Из доказанных неравенств (50) и
(51) следует (48). Теорема 2 доказана.

Следствие 1. При любых целых σ и τ множество минимальных за-

претов языков [W ]σ и (W )σ ([W ]τ и (W )τ ) совпадает с σ + L( соответ-

ственно c τ − L).

Следствие 2. При любых целых σ и τ выполняются равенства [W ]σ =
(W )σ и [W ]τ = (W )τ
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4. Свойства языков [W ]τσ и (W )τσ

Из следствия 2 и соотношений (1), (8), (12) следует, что при любых
целых N > 2, σ и τ выполняется цепочка включений и равенств

[W ]τσ ⊂ (W )τσ ⊂ [W ]σ ∩ [W ]τ = (W )σ ∩ (W )τ . (53)

В этом разделе будет доказано, что оба включения в (53) являются стро-
гими при σ < τ . По предложению 1 для доказательства неравенства
[W ]τσ 6= (W )τσ достаточно убедиться в том, что [W ]τ0 6= (W )τ0 при каждом
целом τ > 0.

Предложение 3. Пусть w = a0a1 . . . am+n+1 — слово над алфавитом

Aτ
0 , где m > 1, n > 1 и ai = 0 при i ∈ Im−1, am = −1, am+1 = 1 и ai = τ

при i ∈ Im+2,m+n+1 (т. е. w = 0m − 11τn). Тогда w ∈ (W )τ0 \ [W ]τ0 при

условии, что выполняется неравенство

24/(m+ 1) + (τ + 8)/n 6 2τ. (54)

Доказательство. Определим дискретную функцию t : Im+n+3 → Z,
полагая t(0) = t(1) = 0 и t(i) = ai−2 − t(i− 2) + 2t(i− 1) при i ∈ I2,m+n+3.
В этом случае ∆2t(i) = ai при каждом i ∈ Im+n+1. Нетрудно показать,
что t(i) = 0 при i ∈ Im+1 и t(i) = q(i) при i ∈ Im+2,m+n+3, где

q(x) = τx2/2 − τ(m+ 5/2)x + τ(m+ 2)(m+ 3)/2 − 1.

Докажем, что w ∈ (W )τ0 при всех целых положительных m и n. Опре-
делим полудискретную функцию ψ : Im+n+3 → R, полагая

ψ(i) = (m+ 1 − i)/(2m + 2) при i ∈ Im+2

и
ψ(i) = t(i) + (2m+ 1)/(2m + 2) при i ∈ Im+3,m+n+3.

Легко проверяется, что ψ ∈ F τ
0 (Im+n+3) и ψ(d) = t. Отсюда следует, что

w ∈ (W )τ0 .
Докажем, что если выполнено неравенство (54), то w 6∈ [W ]τ0 . Предпо-

ложим, что w ∈ [W ]τ0 . Тогда согласно утверждению (б) леммы 1 сущест-
вует такая функция ϕ ∈ F τ

0 [0,m+ n+ 3], что ϕ(d) = t. Из выпуклости ϕ
и неравенств ϕ(0) < t(0) + 1 = 1 и ϕ(m+ 1) > t(m+ 1) = 0 следует, что

ϕ(m+ 5/2) > −3/(2m+ 2). (55)
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Положим r(x) = ϕ(x) − q(x). Докажем, что r′(x) > −(1 + τ/8)/n при
x ∈ [m+5/2,m+3]. При любом x ∈ [0,m+n+3] выполняется неравенство

0 6 ϕ(m+n+3)−t(m+n+3) = r(m+n+3) = r(x)+

m+n+3∫

x

r′(ξ) dξ. (56)

Если x ∈ [m + 5/2,m + 3], то из выпуклости ϕ и неравенств
ϕ(m + 2) < t(m + 2) + 1 = 0 и ϕ(m + 3) < t(m + 3) + 1 = 0 следует,
что ϕ(x) < 0. Отсюда получаем

r(x) = ϕ(x) − q(x) < −q(x) 6 −q(m+ 5/2) = 1 + τ/8. (57)

Так как r′′(ξ) = ϕ′′(ξ) − q′′(ξ) = ϕ′′(ξ) − τ 6 0, то функция r′(ξ) моно-
тонно не возрастает на отрезке [0,m+ n+ 3]. Пользуясь этим фактом и
неравенством (57), можно преобразовать (56) к виду

0 6 r(x) +

m+n+3∫

x

r′(ξ) dξ < 1 + τ/8 + (m+ n+ 3 − x)r′(x).

Следовательно, при x ∈ [m+ 5/2,m + 3] имеем

ϕ′(x) − q′(x) = r′(x) > −(1 + τ/8)/(m + n+ 3 − x) > −(1 + τ/8)/n.

Отсюда и из (55) получаем

0 = 16(t(m+ 3) + 1) > 16ϕ(m + 3) = 16ϕ(m + 5/2) + 16

m+3∫

m+5/2

ϕ′(x)dx

> −24/(m + 1) +

m+3∫

m+5/2

(16q′(x) − 2(τ + 8)/n)dx

= 16q(x)
∣∣∣m+3
m+5/2 − 24/(m+ 1)− (τ + 8)/n = 2τ − 24/(m+ 1)− (τ + 8)/n,

что противоречит (54). Предложение 3 доказано.

Следствие 3. Если σ и τ — целые числа и σ < τ , то [W ]τσ 6= (W )τσ.

Предложение 4. Пусть w = a0a1 . . . a8 — слово над алфавитом Aτ
0 ,

где a0 = a2 = a6 = −1, a3 = a7 = a8 = 0, a1 = a5 = 1 и a4 = τ + 1 (т. е.

w = −11 − 10(τ + 1)1 − 100). Тогда w ∈ ([W ]0 ∩ [W ]τ ) \ (W )τ0 .



50 А.Н. Глебов50 А.Н. Глебов50 А.Н. Глебов

Доказательство. Согласно следствию 1 в слове w отсутствуют ми-
нимальные запреты языков [W ]0 и [W ]τ . Следовательно, w ∈ [W ]0∩[W ]τ .

Докажем, что слово w является минимальным запретом языка (W )τ0 .
Предположим, что w ∈ (W )τ0 . Определим дискретную функцию
t : I10 → Z, полагая t(0) = t(1) = 2 и t(i) = ai−2 − t(i − 2) + 2t(i − 1)
при i ∈ I2,10. Отсюда следует, что t(2) = t(3) = 1, t(4) = 0, t(5) = −1,
t(6) = τ − 1 и t(i) = (i − 5)τ при i ∈ I7,10. Согласно утверждению (б)
леммы 1 существует такая полудискретная функция ϕ ∈ F τ

0 (I10), что
ϕ(d) = t. Из леммы 2 и неравенств ϕ(0) < t(0) + 1 = 3 и ϕ(3) > t(3) = 1
получаем

ϕ(4) > 1/3. (58)

Аналогично из леммы 2 и неравенств ϕ(7) > t(7) = 2τ и

ϕ(10) < t(10) + 1 = 5τ + 1

следует, что
ϕ(6) > τ − 1/3. (59)

Используя (58), (59) и неравенство ϕ(5) < t(5) + 1 = 0, получаем

∆2ϕ(4) = ϕ(4) − 2ϕ(5) + ϕ(6) > τ,

что противоречит условию ϕ ∈ F τ
0 (I10). Следовательно, слово w — запрет

языка (W )τ0 .
Для доказательства минимальности запрета w рассмотрим полудис-

кретные функции ϕ : I9 → R и ψ : I1,10 → R, где ϕ(i) = −0, 65i + 2, 95 и
ψ(i) = −0, 8i + 3, 4 при i 6 4, ϕ(5) = ψ(5) = −0, 01 и ϕ(i) = (τ + 0, 4)i −
5τ − 2, 8 и ψ(i) = (τ + 0, 3)i − 5τ − 2, 1 при i > 6. Нетрудно заметить,
что ϕ ∈ F τ

0 (I9) и ψ ∈ F τ
0 (I1,10), причем ϕ(d) = t|I9 и ψ(d) = t|I1,10 . Отсюда

следует, что w8(ϕ) = a0a1 . . . a7 ∈ (W )τ0 и w1,9(ψ) = a1 . . . a8 ∈ (W )τ0 .
Предложение 4 доказано.

Следствие 4. Если σ и τ — целые числа и σ < τ , то

(W )τσ 6= [W ]σ ∩ [W ]τ .

Автор благодарен С. В. Августиновичу за постановку задачи и ока-
занную неоценимую помощь при ее решении и написании статьи.
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