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ФАКТОРНАЯ РАСКРАСКА РЕБЕР МУЛЬТИГРАФА

В.Г.Визинг

Вводится понятие k-факторной раскраски ребер мультиграфа,
являющееся обобщением правильной раскраски ребер графа. При
k-факторной раскраске требуется, чтобы каждой вершине было ин-
цидентно не более k ребер, окрашенных одним и тем же цветом.
Исследуется вопрос о минимальном числе цветов, необходимых для
k-факторной раскраски всех ребер мультиграфа. Даются неулучша-
емые верхние оценки при нечетных k > 3. Основные результаты
справедливы и для раскраски в предписанные цвета.

1. Введение. Предварительные сведения

Не определяемые в статье понятия теории графов можно найти
в [4–6]. Под мультиграфом G = (V,E), если не оговорено противное,
понимается конечный неориентированный мультиграф без петель с мно-
жеством вершин V = V (G) и множеством ребер E = E(G). Графом назы-
вается обыкновенный граф т. е. мультиграф без кратных ребер. Объеди-
нением мультиграфов G1 = (V,E1) и G2 = (V,E2) с общим множеством
вершин V называется мультиграф G = (V,E), у которого E = E1

⋃
E2.

Если при этом E1
⋂
E2 = ∅, то будем говорить, что G разбивается на

мультиграфы G1 и G2. Аналогично определяются объединение несколь-
ких мультиграфов и разбиение на несколько мультиграфов.

Через dG(v) будем обозначать степень вершины v мультиграфа G, а
через ∆(G) — максимальную степень вершины. Если ∆(G) = ∆, то G
называется мультиграфом степени ∆; G называется однородным муль-
тиграфом степени ∆, если степени всех его вершин равны ∆.

Мультиграф F = (V,E′) называется фактором мультиграфа
G = (V,E) (порожденным множеством ребер E′), если E′ ⊆ E; если
при этом ∆(F ) 6 k, то F называется k-фактором; если F — однородный
мультиграф степени k, то F называется однородным k-фактором.

Известна теорема Петерсена [19]: любой однородный мультиграф по-
ложительной четной степени имеет однородный 2-фактор. Отсюда легко
следует
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Утверждение 1. Любой мультиграф четной степени ∆ > 2 разби-
вается на ∆/2 (не обязательно однородных!) 2-факторов.

Будем говорить, что k-фактор F касается вершины v, если dF (v)>1,
и насыщает вершину v, если dF (v) = k.

Будем считать, что цветами являются натуральные числа; множество
этих чисел обозначается через N. Раскраска некоторого множества ребер
мультиграфа — это отображение этого множества ребер в N. Раскраска
ребер мультиграфа называется k-факторной, если фактор, порожденный
ребрами одного цвета, является k-фактором мультиграфа. Наименьшее
число цветов, необходимое для k-факторной раскраски всех ребер муль-
тиграфа G, называется k-факторным хроматическим индексом мульти-
графа G и обозначается через χ(k,G).

Наряду с традиционной задачей раскраски, начиная с работ [3, 9], в
теории графов изучалась и раскраска в предписанные цвета [17]. В при-
менении к задаче факторной раскраски ребер соответствующие опреде-
ления выглядят так.

Предположим, что каждому ребру e мультиграфа G = (V,E) со-
поставлено некоторое подмножество f(e) ⊆ N. Будем говорить, что f
является реберным предписанием и что цвета f(e) предписаны ребру e.
Раскраска ребер в предписанные цвета — это такая раскраска, при ко-
торой каждое ребро e окрашивается в один из цветов множества f(e).
Наименьшее натуральное t такое, что при любом реберном предписании
f , удовлетворяющем неравенству |f(e)| > t для любого e ∈ E, существу-
ет k-факторная реберная раскраска в предписанные цвета всех ребер
мультиграфа G, называется списочным k-факторным хроматическим
индексом мультиграфа G и обозначается через χL(k,G).

Очевидно, что для любого мультиграфа G степени ∆ справедливы
неравенства:

⌈∆/k⌉ 6 χ(k,G) 6 χL(k,G). (1)

В работах [12–14] изучалась k-факторная раскраска ребер. Было уста-
новлено, что если G — двудольный мультиграф степени ∆, то при любом
натуральном k справедливы равенства χ(k,G) = χL(k,G) = ⌈∆/k⌉. Для
мультиграфа произвольного вида было доказано

Утверждение 2. Пусть G = (V,E) —мультиграф степени ∆. Если
k — натуральное четное число, то χ(k,G) = χL(k,G) = ⌈∆/k⌉.

Паросочетание является 1-фактором и 1-факторная раскраска ребер
называется правильной раскраской. Проблеме правильной раскраски ре-
бер посвящено много работ, обзор которых можно найти в [10, 15]. Мы
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будем использовать некоторые факты, связанные с правильной раскрас-
кой ребер. Из известной теоремы Кенига [18] о том, что для двудольного
графа G степени ∆ выполняется равенство χ(1, G) = ∆, легко вытекает

Утверждение 3. Пусть G — мультиграф степени ∆, в котором вер-
шины степени ∆ попарно не смежны. Тогда существует паросочетание,
касающееся всех вершин степени ∆.

В [11] доказано следующее

Утверждение 4. Если G — двудольный мультиграф степени ∆, то
χL(1, G) = ∆.

В [8] доказано обобщение утверждения 4.

Утверждение 5. Пусть G = (V,E) — двудольный мультиграф, f —
такое реберное предписание, что для любого ребра e = (u, v) выполняет-
ся неравенство |f(e)| > max(dG(u), dG(v)). Тогда существует правильная
раскраска всех ребер мультиграфа в предписанные цвета.

Утверждение 6. Пусть G — мультиграф степени ∆. Тогда

χ(1, G) 6 ⌊(3/2)∆⌋, (2)

χL(1, G) 6 ⌊(3/2)∆⌋. (3)

Неравенство (2) — это теорема Шеннона [20]. Неравенство (3) до-
казано в [8]. Назовем мультиграфом Шеннона степени ∆ мультиграф с
вершинами v1, v2, v3, в котором вершины v1 и v2, так же как и вершины
v2 и v3, соединены пучком из ⌊∆/2⌋ ребер, а вершины v1 и v3 соединены
пучком из ⌈∆/2⌉ ребер. Если S — мультиграф Шеннона степени ∆, то
χ(1, S) = ⌊(3/2)∆⌋.

Утверждение 7 [1, 2]. Если G — обыкновенный граф степени ∆, то
χ(1, G) 6 ∆ + 1.

2. Верхние оценки k-факторного хроматического индекса
при нечетных k

Лемма 1. Пусть G = (V,E) — мультиграф натуральной четной сте-
пени ∆, a и b — неотрицательные четные числа такие, что a + b = ∆.
Тогда G разбивается на два фактора, один из которых является мульти-
графом степени a, а другой — степени b.

Доказательство. В силу утверждения 1 мультиграф G разбивается
на (a/2 + b/2) 2-факторов. Объединив a/2 из них, получим мультиграф
G′ степени a; объединение остальных b/2 есть мультиграф G′′ степени b.
Мультиграф G является объединением мультиграфов G′ и G′′ без общих
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ребер. Лемма 1 доказана.

Теорема 1. Пусть G = (V,E) — мультиграф четной степени ∆. Если
k — нечетное число и k > 3, то

χ(k,G) 6 χL(k,G) 6 ⌈3∆/(3k − 1)⌉. (4)

Доказательство. Утверждение очевидно, если ∆ = 0. Пусть ∆ > 0.
В силу неравенства (1) достаточно доказать, что χL(k,G)6⌈3∆/(3k−1)⌉.
Представим степень ∆ мультиграфа G в виде

∆ = (3k − 1)p + q, (5)

где p и q — целые числа, p > 0, 0 6 q 6 3k − 2. Так как k — нечетное
число, то q — четное и q 6 3k − 3. Пусть

T = ⌈3∆/(3k − 1)⌉ = 3p + ⌈3q/(3k − 1)⌉. (6)

Нужно доказать, что
χL(k,G) 6 T. (7)

Пусть f — произвольное реберное предписание, которое для любого
e ∈ E удовлетворяет условию |f(e)| > T . Выражение (5) перепишем в
виде ∆ = 3(k− 1)p+ q+ 2p. По лемме 1 мультиграф G является объеди-
нением таких мультиграфов G′ = (V,E′) и G′′ = (V,E′′) без общих ребер
таких, что ∆(G′) = 3(k − 1)p+ q и ∆(G′′) = 2p. Покажем, что

χL(k − 1, G′) = T. (8)

По утверждению 2 имеем

χL(k−1, G′) = ⌈∆(G′)/(k−1)⌉ = 3p+⌈q/(k−1)⌉ = 3p+⌈3q/(3k−3)⌉. (9)

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что при четном q,
удовлетворяющим неравенствам 0 6 q 6 3k − 3, выполняется равенство

⌈3q/(3k − 1)⌉ = ⌈3q/(3k − 3)⌉. (10)

Из (9), (10) и (6) имеем χL(k − 1, G′) = 3p + ⌈3q/(3k − 1)⌉ = T ,
т. е. равенство (8) справедливо. А это означает, что существует
(k − 1)-факторная раскраска всех ребер мультиграфа G′ в предписан-
ные цвета. Построим такую раскраску.

Рассмотрим мультиграф G′′. Так как ∆(G′′) = 2p, то в силу неравен-
ства (3) (утверждение 6) имеем

χL(1, G′′) 6 3p 6 T.
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Следовательно, существует правильная раскраска всех ребер мультигра-
фа G′′ в предписанные цвета. Не изменяя раскраски ребер мультиграфа
G′, правильно раскрасим в предписанные цвета все ребра мультиграфа
G′′. В итоге получим k-факторную раскраску всех ребер мультиграфа
G в предписанные цвета. Следовательно, неравенство (7) справедливо.
Теорема 1 доказана.

Если S — мультиграф Шеннона четной степени ∆, то

χ(k, S) = ⌈3∆/(3k − 1)⌉

при любом нечетном k. Действительно, любой k-фактор мультиграфа S
имеет не более двух вершин степени k. Поэтому он содержит не более
k + (k − 1)/2 = (3k − 1)/2 ребер, которые могут быть окрашены одним
цветом. Так как S имеет всего 3∆/2 ребер, то

χ(k, S) > (3∆/2)/((3k − 1)/2) = 3∆/(3k − 1).

Отсюда и из формулы (4), получаем равенство

χ(k, S) = χL(k, S) = ⌈3∆/(3k − 1)⌉.

Таким образом, верхнюю оценку (4) улучшить нельзя, если, кроме сте-
пени мультиграфа, не использовать никакой другой информации о нем.

Для получения не улучшаемой верхней оценки факторного хромати-
ческого индекса в случае нечетного ∆ нам понадобятся несколько лемм.

Лемма 2. Пусть G — мультиграф степени ∆ > 0. Тогда G имеет
2-фактор, который касается всех вершин максимальной степени.

Доказательство. Если ∆ — четное число, то по утверждению 1 муль-
тиграф G разбивается на ∆/2 2-факторов; каждый из них насыщает все
вершины степени ∆. Следовательно, любой из указанных факторов ка-
сается всех вершин максимальной степени. Если ∆ — нечетное число, то
добавим ребра так, чтобы получился мультиграф четной степени ∆ + 1,
каждая вершина которого имеет четную степень. Полученный мульти-
граф имеет 2-фактор, насыщающий все вершины степени ∆ + 1; удалив
добавленные ребра, получим 2-фактор, касающийся всех вершин муль-
тиграфа G степени ∆. Лемма 2 доказана.

Связный 3-вершинный граф с двумя ребрами будем называть вил-
кой. Каждая вилка имеет одну вершину степени 2, называемую цен-
тром вилки, и две вершины степени 1, называемые концами вилки.
2-фактор мультиграфа называется вилочным, если в нем каждая компо-
нента связности является либо вилкой, либо ребром, либо изолированной
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вершиной.

Лемма 3. Пусть G = (V,E) — мультиграф степени ∆ > 0. Тогда G
имеет вилочный фактор, который касается всех вершин максимальной
степени и обладает тем свойством, что любые две вершины, являющиеся
концами различных вилок, не смежны в G.

Доказательство. Пусть F — 2-фактор с наименьшим числом ребер,
который касается всех вершин степени ∆. Такой 2-фактор существует
в силу леммы 2. Фактор F не имеет ни одного ребра, оба конца кото-
рого имеют в F степень 2. Действительно, такое ребро можно было бы
удалить из F , получив 2-фактор с меньшим числом ребер, касающий-
ся всех вершин степени ∆ мультиграфа G. Таким образом, F является
вилочным фактором. Пусть F имеет не менее двух вилок, и w1, w2 —
произвольные две вилки, v′ — конец вилки w1, а v′′ — конец вилки w2.
Покажем, что вершины v′ и v′′ не смежны в мультиграфе G. Действи-
тельно, в противном случае рассмотрим три ребра: ребро (v′, v′′), ребро
вилки w1, не инцидентное вершине v′, и ребро вилки w2, не инцидент-
ное вершине v′′. Заменив вилки w1 и w2 этими тремя ребрами, получим
вилочный фактор с меньшим числом ребер, касающийся всех вершин
мультиграфа G степени ∆, что невозможно. Таким образом, вилочный
фактор F удовлетворяет требованиям леммы. Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть G = (V,E) — мультиграф нечетной степени ∆, a
и b — такие натуральные нечетные числа, что a + b = ∆ + 1. Тогда G
разбивается на два таких фактора F и H, что ∆(F ) 6 a, ∆(H) 6 b, при-
чем вершины степени a фактора F (если они есть) попарно не смежны
в мультиграфе G.

Доказательство. При ∆ = 1 утверждение очевидно. Будем считать,
что ∆ > 3. Пусть W — вилочный фактор, обладающий свойствами, ука-
занными в лемме 3. Удалив ребра фактора W , получим мультиграф G′ с
∆(G′) 6 ∆−1 = (a−1)+(b−1). В силу леммы 1 мультиграф G′ разбива-
ется на два таких мультиграфа F ′ и H ′, что ∆(F ′) 6 a−1, ∆(H ′) 6 b−1.
Обозначим через U множество центров вилок фактора W (случай U = ∅

не исключается). Пусть U1 — подмножество всех тех вершин из U , сте-
пени которых в мультиграфе F ′ не больше a− 2, обозначим U2 = U \U1.
Из каждой вилки фактора W , центр которой принадлежит U1, выберем
по одному ребру и добавим к мультиграфу F ′; получившийся мульти-
граф обозначим через F . Остальные ребра фактора W добавим к муль-
тиграфу H ′; получившийся мультиграф обозначим через H. Множество
концов добавленных к F ′ ребер, не принадлежащих U1, обозначим через



24 В.Г.Визинг24 В.Г.Визинг24 В.Г.Визинг

X. Вершины множества X имеют в F степень не больше a и по лем-
ме 3 попарно не смежны в мультиграфе G. Степени остальных вершин
мультиграфа F не больше a− 1. Таким образом, мультиграф F удовле-
творяет требованиям леммы. Осталось показать, что ∆(H) 6 b. Если
v 6∈ U2, то при образовании мультиграфа H к мультиграфу H ′ добав-
лялось не более одного ребра фактора W , инцидентного вершине v. Так
как dH′(v) 6 b − 1, то dH(v) 6 b. Если же v ∈ U2, то dF ′(v) = a − 1, а
так как в этом случае dF ′(v) + dH′(v) 6 a + b − 3, то dH′(v) 6 b − 2 и
dH(v) = dH′(v) + 2 6 b. Следовательно, степень любой вершины мульти-
графа H не больше b. Лемма 4 доказана.

Пусть множество V вершин мультиграфа G = (V,E) разбито на два
непустых подмножества V1 и V2. Разрезом мультиграфа G называется
двудольный фактор F , у которого V1 и V2 — множества вершин первой
и второй долей соответственно и который содержит все ребра мульти-
графа G, один конец которых принадлежит V1, а другой — V2. Разрез
называется максимальным, если он имеет наибольшее число ребер среди
всех разрезов мультиграфа G. Легко видеть, что если F — максимальный
разрез мультиграфа G, то dF (v) > dG(v)/2 для любой вершины v ∈ V .
(В противном случае вершину v можно было бы переместить в другую
долю, получив разрез с большим числом ребер.)

Лемма 5. Пусть G = (V,E) — мультиграф без изолированных вер-
шин, V ′ ⊆ V — некоторое подмножество попарно несмежных вершин,
F — наибольший разрез мультиграфа G, определенный парой (V1, V2).
Тогда существует подграф Q мультиграфа F c непустыми множествами
вершин и ребер такой, что если w вершина Q, то dQ(w) > dG(w)/2, при-
чем dQ(w) > dG(w)/2 если w ∈ V ′.

Доказательство. Так как мультиграф G не содержит изолирован-
ных вершин, то множество V ′′ = V \ V ′ не пусто и так как dF (v) >

dG(v)/2 > 0 для любой вершины v, фактор F не имеет изолирован-
ных вершин. Вершину u ∈ V ′ фактора F назовем плохой, если dF (u) =
dG(u)/2; каждое ребро фактора F , инцидентное плохой вершине, назы-
вается плохим. Обозначим через U множество плохих вершин факто-
ра F , а через Q — подграф мультиграфа F , порожденный вершинами
V \ U . Покажем, что мультиграф Q удовлетворяет требованиям лем-
мы. Множество вершин мультиграфа Q не пусто, так как ему принад-
лежат все вершины множества V ′′. Далее, если вершина w мультиграфа
Q принадлежит V ′, то w не была плохой в факторе F , а так как w не
смежна ни с одной из плохих вершин (V ′ — множество попарно несмеж-
ных вершин), то dQ(w) = dF (w) > dG(w)/2. Теперь покажем, что для
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любой вершины w ∈ V ′′ выполняется неравенство dF (w) > dG(w)/2.
Так как dG(w)/2 > 0, тем самым будет доказана непустота множества
ребер мультиграфа Q и доказательство леммы завершено. Итак, пусть
w ∈ V ′′. Тогда, если вершина w в мультиграфе F инцидентна r пло-
хим ребрам, то dF (w) > dG(w)/2 + r (случай r = 0 не исключается).
Действительно, пусть вопреки утверждению выполняется неравенство
dF (w) < dG(w)/2 + r. Обозначим через Uw множество плохих вершин
мультиграфа F , смежных с вершиной w. Все вершины множества Uw

принадлежит одной и той же доле мультиграфа F , скажем, X1. Рассмот-
рим разрез F1 мультиграфа G, определяемый парой (X1 \ Uw,X2 ∪ Uw).
Так как dF (u) = dG(u)/2 для любой вершины u ∈ Uw и вершины из Uw

попарно не смежны, то разрез F1 имеет столько же ребер, что и раз-
рез F . Поэтому F1 — максимальный разрез мультиграфа G. Но степень
вершины w в мультиграфе F1 меньше dG(w)/2, что невозможно. Сле-
довательно, dF (w) > dG(w)/2 + r, а значит dQ(w) > dG(w)/2. Лемма 5
доказана.

Лемма 6. Пусть H = (V,E) — такой мультиграф, что 0 < ∆(H) 6

2p+ 1, V ′ — некоторое подмножество попарно несмежных вершин муль-
тиграфа H, степень каждой из которых не больше 2p. Пусть каждому
ребру, инцидентному вершинам из V ′, предписано не менее 3p цветов, а
каждому из остальных ребер — не менее 3p+1 цветов. Тогда существует
правильная раскраска всех ребер мультиграфа H в предписанные цвета.

Доказательство. При p = 0 утверждение леммы очевидно, а при
V ′ = ∅ она вытекает из утверждения 6. Поэтому будем считать, что
p > 1 и V ′ 6= ∅. Пусть V ′′ = V \ V ′ и f — реберное предписание, удов-
летворяющее условиям леммы. Предположим, что лемма не верна и H
имеет наименьшее число ребер среди всех мультиграфов, удовлетворяю-
щих условиям леммы, для которых утверждение не верно. Можно, оче-
видно, считать, чтоH не имеет изолированных вершин. Рассмотрим мак-
симальный разрез F мультиграфаH. По лемме 5 он имеет подграф Q, об-
ладающий указанными в лемме свойствами. Удалим из H ребра подгра-
фа Q; получившийся мультиграф обозначим через R. Если w — вершина
мультиграфа Q, то dQ(w) > dH(w)/2 при w ∈ V ′′ и dQ(w) > dH(w)/2 при
w ∈ V ′. Так как dH(w) 6 2p+ 1 при w ∈ V ′′ и dH(w) 6 2p при w ∈ V ′, то
для каждой вершины w мультиграфа Q верны следующие утверждения:

dR(w) 6 p, если w ∈ V ′′, (11)

dR(w) 6 p− 1, если w ∈ V ′ . (12)

Мультиграф R содержит меньше ребер, чем мультиграф H. Поэто-
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му все ребра мультиграфа R можно правильно раскрасить в предпи-
санные цвета. После раскраски ребер мультиграфа R из множества цве-
тов, предписанных каждому ребру мультиграфа Q, удалим те цвета, в
которые окрашены смежные с ним ребра мультиграфа R. Получившее-
ся новое реберное предписание для мультиграфа Q обозначим через g.
Доказательство леммы будет завершено, если мы установим, что пред-
писание g позволяет правильно раскрасить все ребра мультиграфа Q в
предписанные цвета. Так как Q — двудольный мультиграф, то в силу
утверждения 5 достаточно доказать, что для любого ребра e = (w′, w′′)
мультиграфа Q выполняется неравенство

|g(e)| > max{dQ(w′), dQ(w′′)}. (13)

Но |g(e)| > |f(e)|−dR(w′)−dR(w′′). Поэтому (13) следует из справед-
ливости двух неравенств: |f(e)| − dR(w′) − dR(w′′) > dQ(w′)
и |f(e)| − dR(w′) − dR(w′′) > dQ(w′′) или

|f(e)| − dH(w′) > dR(w′′). (14)

|f(e)| − dH(w′′) > dR(w′). (15)

Итак, докажем неравенства (14) и (15). Поскольку вершины из мно-
жества V ′ попарно не смежны, то возможны только два случая: либо
оба конца ребра e принадлежат V ′′, либо один конец принадлежит V ′,
а другой — V ′′. В первом случае по условию |f(e)| > 3p + 1. А так как
степень каждой вершины мультиграфа H не больше 2p+1, то левые ча-
сти неравенств (14) и (15) не меньше p, и оба неравенства справедливы
в силу (11).

Рассмотрим теперь второй случай. Положим для определенности, что
w′ ∈ V ′ и w′′ ∈ V ′′. Тогда |f(e)| > 3p, dH(w′) 6 2p, dH(w′′) 6 2p + 1, и
(14) следует из (11), а (15) из (12). Лемма 6 доказана.

Теорема 2. Пусть G = (V,E) — мультиграф нечетной степени ∆,
k — нечетное число, k > 3. Тогда

χ(k,G) 6 χL(k,G) 6 ⌈(3∆ − 1)/(3k − 1)⌉. (16)

Доказательство. Пусть ∆ = (3k − 1)p + q, где p и q — целые неот-
рицательные числа, причем q — нечетное число, удовлетворяющее нера-
венствам 1 6 q 6 3k − 2. Пусть

t = ⌈(3∆ − 1)/(3k − 1)⌉ = 3p+ ⌈(3q − 1)/(3k − 1)⌉ = 3p + r. (17)
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Очевидно, что 1 6 r = ⌈(3q − 1)/(3k − 1)⌉ 6 3. Пусть f — такое реберное
предписание, что |f(e)| > t = 3p+ r для любого ребра e ∈ E. Надо дока-
зать, что существует k-факторная раскраска всех ребер мультиграфа G
в предписанные цвета. Сначала покажем, что

⌈(q − 1)/(k − 1)⌉ 6 r. (18)

Из равенства r = ⌈(3q − 1)/(3k − 1)⌉ вытекает, что 3q − 1 6 (3k − 1)r,
откуда q−1 6 (k−1)r+(2r−2)/3. Так как q−1 и k−1 — четные числа,
а (2r − 2)/3 < 2 при r 6 3, то q − 1 6 (k − 1)r, откуда и следует (18).

Представим степень ∆ в виде ∆ = 3p(k−1)+q+2p. По лемме 4 мульти-
граф G разбивается на два фактора F и H таких, что
∆(F ) 6 3p(k−1)+q, а ∆(H) 6 2p+1. При этом, если V ′ — подмножество
вершин мультиграфа F степени 3p(k − 1) + q, то (в случае V ′ 6= ∅) вер-
шины множества V ′ попарно не смежны в мультиграфе G. Рассмотрим
два случая.

Случай 1. ∆(F ) = 3p(k − 1) + q, т. е. V ′ = ∅. В силу утверждения 2,
неравенства (18) и равенства (16) имеем

χL(k − 1, F ) = ⌈∆(F )/(k − 1)⌉ = 3p + ⌈(q − 1)/(k − 1)⌉ 6 3p + r = t.

Следовательно, существует (k−1)-факторная раскраска всех ребер муль-
тиграфа F в предписанные цвета. После такой раскраски останутся не-
окрашенными только ребра мультиграфа H. Так как ∆(H) 6 2p + 1 и
t = 2p+r > 3p+1, то по утверждению 6 все ребра мультиграфа H можно
правильно раскрасить в предписанные цвета. Раскрасив правильно все
ребра мультиграфа H в предписанные цвета, мы получим k-факторную
раскраску всех ребер мультиграфа G в предписанные цвета, что и дока-
зывает справедливость неравенства (16).

Случай 2. ∆(F ) = 3p(k − 1) + q, т. е. V ′ 6= ∅. Так как верши-
ны множества V ′ попарно не смежны в F (так же как и в G), то по
утверждению 3 существует паросочетание M в F , касающееся всех вер-
шин множества V ′. Обозначим через R мультиграф, в который превра-
тится мультиграф F после удаления ребер паросочетания M . Так как
∆(R) = 3p(k − 1) + q − 1, то, как показано в случае 1,

χL(k − 1, R) 6 3p + r = t.

Построим (k − 1)-факторную раскраску всех ребер мультиграфа R в
предписанные цвета. Затем все ребра паросочетания M раскрасим в
предписанные цвета следующим образом. Пусть e′ = (v, v′) — произволь-
ное ребро паросочетания, где v′ ∈ V ′ и v ∈ V \ V ′. Так как
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dF (v) 6 3p(k − 1) + q − 1, то dR(v) 6 3p(k − 1) + q − 2. Но в силу (18)
имеем q − 2 < r(k − 1); поэтому dR(v) < 3p(k − 1) + r(k − 1) = t(k − 1).
Так как |f(e′)| > t, существует такой цвет c, предписанный ребру e′, ко-
торый использован для окраски не более k − 2 ребер мультиграфа F ,
инцидентных вершине v. Окрасим ребро e′ в цвет c и удалим цвет c из
предписаний для всех ребер мультиграфа H, инцидентных вершине v′.
После раскраски всех ребер паросочетания M рассмотрим мультиграф
H. Так как каждое ребро мультиграфа H может быть инцидентно не
более одной вершине из V ′ (ибо вершины V ′ попарно не смежны в G),
то ребрам мультиграфа H, инцидентным вершинам из V ′, предписано
не менее t − 1 = 3p + r − 1 > 3p цветов. Остальным ребрам предписано
не менее t = 3p + r > 3p + 1 цветов. По лемме 6 все ребра мультиграфа
H можно правильно раскрасить в предписанные цвета. После правиль-
ной раскраски всех ребер мультиграфа H в предписанные цвета получим
k-факторную раскраску всех ребер мультиграфа G в предписанные цве-
та. Теорема 2 доказана.

Оценка (16) также достигается на мультиграфе Шеннона. Действи-
тельно, пусть S — мультиграф Шеннона нечетной степени ∆, k > 3
— нечетное число. Мультиграф S имеет (3∆ − 1)/2 ребер, а любой его
k-фактор — не больше (3k − 1)/2 ребер. Поэтому

χ(k, S) > ((3∆ − 1)/2)/((3k − 1)/2) = (3∆ − 1)/(3k − 1).

Следовательно, χ(k, S) > ⌈(3∆ − 1)/(3k − 1)⌉. А так как справедливо
неравенство (16), то χ(k, S) = χL(k, S) = ⌈(3∆ − 1)/(3k − 1)⌉.

3. Обыкновенные графы. Заключительные замечания

Теоремы предыдущего параграфа оценивают сверху списочный фак-
торный хроматический индекс только через максимальную степень вер-
шины мультиграфа. Естественно попытаться использовать другие осо-
бенности структуры мультиграфа. Обратимся, например, к обыкновен-
ным графам. Непосредственным следствием неравенств (1) и утвержде-
ния 7 является

Теорема 3. Пусть G — обыкновенный граф степени ∆; k — нечетное
число, k > 3. Тогда

⌈∆/k⌉ 6 χ(k,G) 6 ⌈(∆ + 1)/k⌉. (19)

Очевидно, что нижняя оценка для χ(k,G) в (19) достижима при
любом ∆. Рассмотрим вопрос о достижимости верхней оценки. При ∆,
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не кратном k, выполняются равенства ⌈∆/k⌉ = ⌈(∆ + 1)/k⌉ = χ(k,G),
т. е. верхняя оценка достигается. При ∆ = k верхняя оценка не до-
стигается, так как в этом случае χ(k,G) = 1 = ⌈∆/k⌉ 6= ⌈(∆ + 1)/k⌉.
Пусть теперь ∆ = kr, где r — натуральное число, r > 2. В этом слу-
чае верхняя оценка в (19) достигается. Действительно, пусть n — про-
извольное нечетное число, большее kr. Очевидно, что всегда можно по-
строить n-вершинный граф H, имеющий не менее (n∆− 1)/2 ребер. По-
кажем, что χ(k,H) = ⌈(∆ + 1)/k⌉ = ⌈∆/k⌉ + 1 = r + 1. Неравенство
χ(k,H) 6 ⌈(∆ + 1)/k⌉ = r+ 1 вытекает из теоремы 3. С другой стороны,
так как n и k — нечетные числа, то в любом k-факторе графа H имеется
не более ((n− 1)k + k − 1)/2 = (nk − 1)/2 ребер. Поэтому

χ(k,H) 6 ((n∆ − 1)/2)/((nk − 1)/2) = (nkr − 1)/(nk − 1)

= (nkr − r + r − 1)/(nk − 1) = r + (r − 1)/(nk − 1) > r.

Следовательно, χ(k,H) = r + 1 = ⌈(∆ + 1)/k⌉.
Таким образом, вопрос о достижимости нижней и верхней оценок в

(19) ясен. Однако в случае обыкновенных графов автор не может при-
вести не улучшаемой верхней оценки для χL(k,G).

Есть еще ряд невыясненных вопросов, касающихся k-факторной рас-
краски ребер при нечетных k. Мы не располагаем эффективным алго-
ритмом для отыскания (списочного) k-факторного хроматического ин-
декса при k > 3. Такая же проблема, касающаяся правильной раскраски
ребер, является NP-трудной [16].

Легко видеть, что верхние оценки (4) и (16) справедливы при k = 1
и в этом случае совпадают с оценками (2) и (3). Более того, эти оценки
достигаются на мультиграфах Шеннона. В статье [2] доказано, что ес-
ли для мультиграфа G степени ∆ > 4 выполняется равенство χ(1, G) =
⌊(3/2)∆⌋, то в G в качестве подграфа обязательно содержится мульти-
граф Шеннона степени ∆. Однако для χL(k,G) аналогичное утвержде-
ние не доказано ни при одном нечетном k, включая k = 1. Вместе с тем
многие авторы [7, 17] предполагают, что χL(1, G) = χ(1, G) для любого
мультиграфа G. Это смелое предположение до сих пор не подтверждено
и не опровергнуто. Аналогичное предположение можно высказать и по
поводу факторной раскраски ребер. Пока неизвестны ответы на самые,
казалось бы, простые вопросы. Например, пусть k > 3 — нечетное число,
G — такой мультиграф, что χ(k,G) = 2; верно ли, что χL(k,G) = 2?

Автор благодарен рецензенту за информацию о работах [12–14].
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