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О ВЫЧИСЛЕНИИ ЧАСТИЧНЫХ БУЛЕВЫХ

ФУНКЦИЙ КЛЕТОЧНЫМИ СХЕМАМИ∗)

Д.А.Жуков

Пусть D — некоторое подмножество множества всех n-мерных
двоичных наборов, состоящее не менее чем из n2 наборов. Для ча-
стичных булевых функций, определенных в D, построены клеточ-
ные схемы, площадь которых по порядку совпадает с размером D,
а глубина по порядку равна log

2
|D|. Показано, что для почти всех

частичных функций площадь и глубина этих схем неулучшаемы по
порядку.

Введение

Клеточная схема [1, 5] — это прямоугольник на плоскости, состав-
ленный из клеточных элементов. Длина клеточной схемы измеряется по
горизонтали, ширина — по вертикали. Клеточные элементы имеют вид
единичных квадратов, которым приписаны булевы функции. Клеточный
элемент называется функциональным, если он реализует нетождествен-
ную функцию, и коммутационным, если он реализует одну или две тож-
дественные функции. В настоящей работе клеточные схемы строятся над
каноническим базисом клеточных элементов из работ [1, 5], функцио-
нальные элементы которого реализуют функции &,∨, . Кроме функ-
циональных и коммутационных элементов в этом базисе имеется также
изолирующий клеточный элемент без входов и выходов.

Цепью в клеточной схеме назовем всякую последовательность кле-
точных элементов, в которой выход каждого элемента, кроме последнего,
соединен с одним из входов следующего элемента. Цепь из коммутацион-
ных элементов назовем проводником. Длиной цепи будем называть число
содержащихся в ней функциональных элементов. Цепь наибольшей дли-
ны среди цепей, соединяющих входы схемы с выходами, будем называть
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максимальной. Глубиной клеточной схемы назовем длину максималь-
ной цепи в ней. Каждую клеточную схему S можно считать вложением
некоторой схемы из функциональных элементов S′ в прямоугольную ре-
шетку. Отметим, что определенная нами глубина схемы S совпадает с
традиционной глубиной схемы S′. Площадь, длину, ширину и глубину
клеточной схемы S будем обозначать символами A(S), l(S), h(S) и d(S)
соответственно. Клеточную схему назовем повторяющей, если напротив
каждого ее входа x на противоположной границе симметрично располо-
жен выход y, на котором реализуется тождественная функция y(x) = x.

Пусть D ⊆ {0, 1}n — произвольное множество булевых наборов дли-
ны n. Через fD будем обозначать сужение булевой функции f на D.
Для частичной функции fD : D 7→ {0, 1} обозначим через D(0) и D(1)

множества ее нулей и единиц, т. е. D(i) = {x ∈ D | fD(x) = i}, i = 0, 1.
С. С. Кравцов в [1] описал метод построения для произвольной всю-

ду определенной n-местной булевой функции реализующей ее клеточной
схемы с площадью, по порядку равной 2n и экспоненциальной по n глу-
биной. Им также было доказано, что для почти каждой всюду опреде-
ленной n-местной булевой функции минимальная площадь реализующей
ее клеточной схемы по порядку не меньше 2n. В настоящей работе для
всюду определенных и частичных булевых функций построены схемы,
площадь и глубина которых одновременно оптимальны по порядку (для
почти всех функций).

В работе [4] об оценках средней сложности А. В. Чашкин предложил
новый эффективный метод синтеза схем из функциональных элементов
для частичных функций. Им было доказано существование таких ли-
нейных хеш-операторов Li : {0, 1}n 7→ {0, 1}mi , mi = ⌈log2 |D(i)|⌉ + 1,
i = 0, 1, что мощности множеств D′

(0) = {x ∈ D(0) | L1(x) ∈ L1(D(1))}
и D′

(1) = {x ∈ D(1) | L0(x) ∈ L0(D
′
(0))} удовлетворяют неравенствам

|D′
(i)| 6

|D(i)|
2 , i = 0, 1, и предложено представление частичной функции

fD через ее сужение fD′ :

fD(x) = g1(L1(x)) ·
(
g0(L0(x)) ∨ fD′(x)

)
, (1)

где D′ = D′
(0) ∪D′

(1) ⊂ D,

g1(y) =

{
1, если y ∈ L1(D(1)),

0, если y /∈ L1(D(1)),
g0(z) =

{
1, если z /∈ L0(D

′
(0)),

0, если z ∈ L0(D
′
(0)).

В настоящей работе этот подход применен к синтезу клеточных схем
и доказана следующая теорема.
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Теорема. Пусть D ⊆ {0, 1}n и |D| = Ω(n2). Тогда для каждой ча-
стичной n-местной булевой функции fD, определенной в D, можно по-
строить такую клеточную схему SfD

, реализующую функцию fD, что
A(SfD

) = O(|D|) и d(SfD
) = O(log |D|). Площадь и глубина схемы SfD

оптимальны по порядку для почти каждой функции fD.

В доказательстве теоремы используется несколько вспомогательных
фактов, к установлению которых мы и переходим.

§ 1. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Для каждого натурального числа n > 2 существует такая
повторяющая клеточная схема Kn = Kn(x1, . . . , xn), реализующая систе-
му всех 2n элементарных конъюнкций от переменных x1, . . . , xn, что

l(Kn) 6 3 · 2n, h(Kn) 6 3n, d(Kn) 6 2n.

Доказательство. Построим схему Kn по индукции. Схема K2 при-
ведена на рис. 1. Она состоит из двух частей K ′

2 и K ′′
2 . Подсхема K ′

2 вы-
числяет отрицания x1, x2 переменных x1, x2 и передает их подсхеме K ′′

2 .
Подсхема K ′′

2 вычисляет все четыре элементарные конъюнкции двух пе-
ременных. Очевидно, схема K2 обладает заявленными в утверждении
свойствами. ----rr &? &? &? &?

r rr rr r r rx1x2 x1x1x2x2x1x2 x1x2 x1x2 x1x2
K 02 K 002

Рис. 1

Пусть по предположению индукции можно построить схему Kn, ко-
торая делится на две части K ′

n и K ′′
n, первая из которых вычисляет отри-

цания входных переменных, а вторая находит все их элементарные конъ-
юнкции k1, . . . , k2n . Предположим также, что l(K ′

n) = 1, l(K ′′
n) 6 3·2n−1,

h(K ′
n) = h(K ′′

n) 6 3n и d(Kn) 6 2n.
Способ построения схемы Kn+1 из частей схемы Kn указан на рис. 2.

По построению имеем l(Kn+1) = l(K ′
n+1) + l(K ′′

n+1) = 1 + 2l(K ′′
n) 6 3 ·

2n+1 − 1, h(Kn+1) = h(Kn) + 3 6 3n+ 3 и d(Kn+1) = d(Kn) + 2 6 2n+ 2.
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Рис. 2

Отметим, что те выходы схемы Kn, на которых реализуются всевоз-
можные элементарные конъюнкции входов, расположены на ее нижней
стороне, и расстояние между каждой парой ближайших выходов равно
трем. Лемма 1 доказана.

Замечание. Н. А. Шкаликова в [5] доказала, что величина Ω(n2n)
является нижней оценкой для площади клеточной схемы, реализующей
систему всех конъюнкций от n переменных. Таким образом, площадь
схемы Kn из леммы 1 неулучшаема по порядку.

Лемма 2. Существует такая повторяющая схема Hn со входами
z1, z2, . . . , z2n на вертикальной стороне и входами y1, y2, . . . , y2n на гори-
зонтальной стороне, вычисляющая функцию

∨
16i,j62n

ziyj, что

l(Hn) = h(Hn) 6 3 · 2n, d(Hn) 6 2n+ 1.

Доказательство. Схема Hn является реализацией в клеточной мо-
дели конструкции, известной из теории синтеза интегральных схем как
H-дерево [3]. Ее построение проведем индукцией по числу n. Схема H1

изображена на рис. 3, a. Она реализует функцию z1y1∨z1y2∨z2y1∨z2y2,
является повторяющей, и ее параметры, очевидно, удовлетворяют заяв-
ленным неравенствам.

Пусть построена схема Hn−1 с указанными свойствами. Тогда схему
Hn можно получить композицией четырех экземпляров схемы Hn−1, как
показано на рис. 3, b. Нетрудно убедиться, что она является повторяю-
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щей, вычисляет функцию
∨

16i,j62n

ziyj и имеет параметры:

l(Hn) = h(Hn) = 2l(Hn−1) + 1, d(Hn) = d(Hn−1) + 2.___&& &&rr rr rr rr?
?

?
?66 66?--�

-- ---
��

y1 y2z2z1
H1

-- ? ?Hn�1
-- ? ?Hn�1

-- ? ?Hn�1
-- ? ?Hn�1___? ? ? ??6� --- �--- �- --

--
? ? ? ?

Hny1 y2n�1 y2n�1+1 y2nz2nz2n�1+1z2n�1z1a) b)
Рис. 3

Отсюда следует, что l(Hn) = 2n−1l(H1) + 2n−1 − 1 < 3 · 2n и
d(Hn) = d(H1) + 2(n − 1) = 2n + 1. Отметим, что по построению при
каждом i расстояние между соседними входами zi и zi+1 равно трем.
Входы yi и yi+1 лежат на расстоянии 2 при четном i и на расстоянии 4
при нечетном i. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Для всякой всюду определенной n-местной булевой функ-
ции f существует реализующая ее клеточная схема S̃f с параметрами

l(S̃f ), h(S̃f ) 6 3 · 2n/2 + o(2n/2), d(S̃f ) 6 2n + 1.

Площадь и глубина схемы S̃f неулучшаемы по порядку для почти всех
булевых функций f .

Доказательство. Вначале предположим, что число n четно. Тогда
функцию f можно реализовать схемой S̃f , представленной на рис. 4. Она
состоит из трех частей A, B и C. Подсхемы A и B вычисляют системы
всех элементарных конъюнкций переменных x1, . . . , xn/2 и xn/2+1, . . . , xn.
Положим A = Kn/2(x1, . . . , xn/2), где Kn/2 — схема из леммы 1. Подсхема
B является зеркальным отражением схемы Kn/2(xn/2+1, . . . , xn), развер-
нутой на угол π

2 против часовой стрелки.
Если на входы yj, 1 6 j 6 2n/2 схемы Hn/2 подать все элементарные

конъюнкции вида xσ1
1 . . . x

σn/2

n/2 , а на входы zi, 1 6 i 6 2n/2 — все эле-

ментарные конъюнкции вида x
σn/2+1

n/2+1 . . . x
σn
n , то на выходах ее функци-

ональных элементов & будет вычислено множество всех элементарных
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конъюнкций вида xσ1
1 . . . xσn

n . Если конъюнкция xσ1
1 . . . xσn

n не входит в
совершенную дизъюнктивную нормальную форму (СДНФ) функции f ,
то реализующий ее функциональный элемент & схемы Hn/2 заменим на
изолирующий элемент. Полученную схему обозначим через C. Она вы-
числяет дизъюнкцию тех и только тех конъюнкций, которые входят в
СДНФ функции f . Значит, вся схема S̃f реализует функцию f . Отме-
тим, что, в отличие от схемы B, схема A не касается схемы C; ее выходы
соединяются со входами схемы C проводниками единичной высоты.

? ?---- q q qq q q ? ? ? ?-B AC f(x1 : : : xn)x1xn=2xn=2+1xn ~Sf
Рис. 4

Оценим параметры схемы S̃f . Из лемм 1 и 2 получаем

l(S̃f ) = l(B) + l(C) 6 3 · 2n/2 + o(2n/2),

h(S̃f ) =
n

2
+ h(A) + 1 + h(C) 6 3 · 2n/2 + o(2n/2),

d(S̃f ) = max(d(A), d(B)) + d(C) 6 2n+ 1.

В случае нечетного n положим A = K⌊n/2⌋(x1, . . . , x⌊n/2⌋),
B = K⌈n/2⌉(x⌊n/2⌋+1, . . . , xn), в качестве C возьмем левую половину схемы
H⌈n/2⌉. Все неравенства при этом останутся в силе. Нижняя оценка глу-
бины очевидна, нижняя оценка площади следует из теоремы С. С. Крав-
цова [1]. Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть частичная n-местная булева функция f равна 1 на
m наборах. Тогда существует клеточная схема Ŝf , реализующая функ-

цию f , с параметрами l(Ŝf ) = O(n+ logm), h(Ŝf ) = O(m log n), d(Ŝf ) 6

2 log2 n+ log2m.

Доказательство. Пусть функция f равна единице на наборах σ̃1, . . . ,
σ̃m. Схема Ŝf легко строится на основе СДНФ функции f из повторяю-
щих подсхем Kσ̃1 , . . . ,Kσ̃m , реализующих входящие в нее элементарные
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конъюнкции (рис. 5, a). Остается очевидным образом вычислить дизъ-
юнкцию m величин. Лемма 4 доказана.? ?q q qx1 xn

--- -q q q _K~�1K~�2K~�m
Ŝf ? ?q q qx1 xn-- -? ?SL ~Sg Sg;L

a) b)
Рис. 5

Лемма 5. Для любого линейного оператора L : {0, 1}n 7→ {0, 1}m

и любой функции g : {0, 1}m 7→ {0, 1} существует повторяющая схема
Sg,L с параметрами l(Sg,L) = O(n +

√
2m), h(Sg,L) = O(m log n +

√
2m),

d(Sg,L) 6 ⌈log2 n⌉ + 2m+ 1, которая вычисляет композицию g ◦ L.

Доказательство. Нетрудно построить такую повторяющую схему
SL, вычисляющую линейный оператор L, что l(SL) = O(n), h(SL) =
O(m log n) и d(SL) = ⌈log2 n⌉. Тогда искомую схему Sg,L можно полу-
чить, соединяя схему SL со схемой S̃g (рис. 5, b). Из леммы 3 следует,
что l(Sg,L) 6 l(SL) + l(S̃g) = O(n +

√
2m), h(Sg,L) 6 max(h(SL), h(S̃g)) =

O(m log n+
√

2m) и d(Sg,L) 6 d(SL) + d(S̃g) 6 ⌈log2 n⌉+ 2m+ 1. Лемма 5
доказана.

§ 2. Доказательство теоремы

Соотношение (1) перепишем в виде

fD(x) = v(x) ∨ u(x)fD′(x), (2)

где u(x) = g1(L1(x)) и v(x) = u(x) · g0(L0(x)). Нетрудно убедиться, что
существует такая повторяющая схема Su,v, реализующая функции u и v
из представления (2), что

l(Su,v) = O(n+
√

|D|), h(Su,v) = O(log |D| · log n+
√

|D|),
d(Su,v) 6 ⌈log2 n⌉ + 2 log2 |D| + 4.

Способ ее построения из подсхем Sg0,L0 и Sg1,L1 указан на рис. 6, a. Здесь
мы учли, что m0,m1 6 ⌈log2 |D|⌉ + 1 и воспользовались леммой 5.

Применив свойства (1) и (2) несколько раз к сужению fD′ и области
D′ ⊂ D, получим последовательность вложенных областей Dw ⊂ . . . ⊂
D1 ⊂ D0 = D, где |Di| 6 1

2 |Di−1| 6 1
2i |D|, и разложение

fD = v1 ∨ u1v2 ∨ . . . ∨ u1u2 . . . uw−1vw ∨ u1u2 . . . uw−1uwfDw . (3)
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Рис. 6

Искомая схема SfD
для функции fD строится на основе разложе-

ния (3) как композиция повторяющих схем Sui,vi , 1 6 i 6 w, и схемы ŜfDw

из леммы 4 (рис. 6, b). Приведенный на рисунке блок F является компо-
зицией префиксной схемы, вычисляющей величины u1, u1u2, . . . , u1u2 . . .
uw, и схемы, вычисляющей с наименьшей глубиной дизъюнкцию их конъ-
юнкций с величинами v1, . . . , vw по формуле (3). Ввиду очевидности кон-
струкции блока F подробнее останавливаться на нем не будем, отметив,
что l(F) = O(logw), h(F) 6

∑
i
h(Sui,vi) и d(F) = O(logw).

Нетрудно убедиться, что схема SfD
вычисляет функцию fD. Оценим

ее параметры. Заметим, что сужение fDw функции fD на множество
Dw ⊂ D принимает единичное значение не более чем на |Dw| 6 |D|/2w

наборах. С учетом леммы 4 получаем

l(SfD
) = max

(
max

16i6w
l(Sui,vi), l(ŜfDw

)
)

+ l(F) = O(n+
√

|D| + logw),

h(SfD
) =

w∑

i=1

h(Sui,vi) + h(ŜfDw
) =

w∑

i=0

O(
√

|Di|) + O(|Dw| log n) =

= O
( w∑

i=0

√
|D|
2i

+ |Dw| log n
)

= O(
√

|D| + |Dw| log n),

d(SfD
) = max

(
max

16i6w
d(Sui,vi), d(ŜfDw

)
)

+d(F) = O(log n+log |D|+logw).

Выберем параметр w таким, что |Dw| 6
√

|D|/ log2 n, т. е. положим
w = ⌈log2

√
|D| log2 n⌉. Тогда из предыдущих оценок вытекает, что

l(SfD
) = O(n+

√
|D|), h(SfD

) = O(log n+
√

|D|),
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d(SfD
) = O(log n+ log |D|).

Отсюда следует, что A(SfD
) = l(SfD

) × h(SfD
) = O(|D| + n

√
|D|). При

условии |D| = Ω(n2) получаем A(SfD
) = O(|D|) и d(SfD

) = O(log |D|).
Верхняя оценка доказана.

Нетрудно убедиться в справедливости нижней оценки площади, утвер-
ждающей, что площадь реализации почти каждой n-местной частичной
булевой функции fD по порядку не меньше |D|. Действительно, суще-
ствует ровно 2|D| различных функций fD : D 7→ {0, 1}, определенных
на наборах из D. С другой стороны, число схем площади не более A
не превышает числа различных мозаик из базисных клеточных элемен-
тов, которое в силу конечности базиса не превышает числа cA, где c —
некоторая постоянная. Следовательно, если каждую функцию fD мож-
но реализовать схемой площади A, то должно выполняться неравенство
cA > 2|D|, откуда A = Ω(|D|). Нижняя оценка глубины следует из общих
теорем О.Б.Лупанова [2] и мощностных соображений. Теорема доказа-
на.

Автор выражает глубокую признательность профессору А.В.Чашки-
ну за внимание к работе.
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