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О ЧИСЛЕ МАКСИМАЛЬНЫХ ПОДГРУПП

В ГРУППАХ АВТОМАТНЫХ ПОДСТАНОВОК∗)

С.С.Марченков

Рассматриваются группы Dk,Ak автоматных подстановок над
k-буквенным алфавитом, реализуемых автоматами с бесконечным
и конечным числом состояний. Доказано, что в группах Dk,Ak и
ряде других счетных подгрупп группы Dk мощность семейства мак-
симальных подгрупп равна мощности семейства всех подгрупп соот-
ветствующей группы.

Пусть N = {0, 1, 2, . . . , }, k ∈ N, k > 2, Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, EN
k —

множество всех счетных последовательностей, составленных из элемен-
тов множества Ek. Элемент a множества EN

k считаем функцией, отобра-
жающей N в Ek, и записываем в виде a = a(0)a(1)a(2) . . ., где a(t) ∈ Ek

при t ∈ N .
В дискретной математике и математической кибернетике часто рас-

сматриваются два класса функций, определенных на множестве EN
k , —

класс детерминированных (автоматных) и класс ограниченно-детерми-
нированных (конечно-автоматных) функций [8]. Среди проблем, изучае-
мых для классов автоматных функций, одной из центральных является
проблема полноты: каковы те необходимые и достаточные условия, ко-
торые обеспечивают полноту системы автоматных функций относитель-
но выбранных операций. Распростаненный подход в решении проблемы
полноты состоит в отыскании так называемых критериальных семейств.
Критериальное семейство состоит из классов, замкнутых относительно
рассматриваемых операций, причем произвольная система автоматных
функций полна тогда и только тогда, когда она целиком не содержится
ни в одном классе этого семейства.

Нетрудно видеть, что для произвольного замкнутого класса P всег-
да существует тривиальное критериальное семейство, состоящее из всех
замкнутых подклассов класса P , отличных от P . Нетрудно также по-
нять, что наименьшее критериальное семейство (если такое существует)
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состоит только из предполных (максимальных) классов. Этим обстоя-
тельством объясняется тот интерес, который проявляется к исследова-
нию предполных классов автоматных функций.

В дальнейшем из операций, определенных на множестве автоматных
функций, рассматриваем лишь операцию суперпозиции. Таким образом,
под замкнутым классом будем понимать класс автоматных функций,
замкнутый относительно операции суперпозиции.

Известно [3] (см. также [6]), что для класса всех конечно-автоматных
функций мощность семейства предполных классов континуальна, т. е.
равна мощности семейства всех замкнутых классов. Аналогичный эф-
фект имеет место для класса всех детерминированных (автоматных)
функций [6]. В связи с этим большой интерес представляет изучение
замкнутых классов одноместных автоматных функций, осуществляю-
щих взаимно однозначные отображения множества EN

k на себя, т. е. под-
становок на множестве EN

k . Замкнутые классы подстановок естественно
рассматривать в рамках теории групп. Таким образом, приходим к сле-
дующим задачам о группах автоматных подстановок.

Пусть Dk — группа подстановок на множестве EN
k , осуществляе-

мых детерминированными функциями (автоматами с бесконечным чис-
лом состояний), с групповой операцией композиции (суперпозиции) под-
становок, Ak — подгруппа группы Dk, соответствующая ограниченно-
детерминированным (конечно-автоматным) функциям. Каково число
максимальных подгрупп в группах Dk и Ak ?

Ниже мы устанавливаем, что в группах Dk,Ak и ряде других счетных
групп автоматных подстановок мощность семейства максимальных под-
групп равна мощности семейства всех подгрупп соответствующей груп-
пы. В частности, для групп Dk и Ak эти мощности суть 2c и c, где c —
мощность континуума. При получении этих результатов определяются
мощности семейств максимальных подгрупп в некоторых бесконечных
абелевых группах, связанных с группами автоматных подстановок [1].

Обозначим через G2 группу 〈E2;⊕〉, где ⊕ есть сложение по моду-
лю 2. Рассмотрим группу GN

2 — декартову сумму счетного числа экзем-
пляров группы G2. Группу GN

2 можно представить в виде 〈EN
2 ;⊕〉, где

⊕ представляет собой поразрядное сложение по модулю 2 бесконечных
двоичных последовательностей. Отметим, что GN

2 есть периодическая
абелева группа периода 2.

Пусть ϕ — автоматная подстановка на множества EN
k , Aϕ — иници-

альный автомат с множеством состояний Q (вообще говоря, бесконеч-
ным), реализующий подстановку ϕ. Следуя [1], поставим в соответствие
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подстановке ϕ некоторую двоичную последовательность из EN
2 .

Очевидно, что в каждом состоянии автомата Aϕ реализуется некото-
рая подстановка на множестве Ek. Пусть Q1 — множество всех состояний
автомата Aϕ, в которых реализуются нечетные подстановки. Для каж-
дого t > 0 обозначим через pt число путей (т. е. слов в алфавите Ek)
длины t, ведущих из начального состояния автомата Aϕ в состояния из
множества Q1. Последовательности {p0, p1, p2, . . .} поставим в соответ-
ствие последовательность aϕ из EN

2 , где для любого t > 0 величина aϕ(t)
есть остаток от деления pt на 2. Нетрудно убедиться в том, что последо-
вательность aϕ зависит только от подстановки ϕ и не зависит от выбора
автомата Aϕ, реализующего подстановку ϕ.

Обозначим через Hk описанное выше отображение множества всех
автоматных подстановок на EN

k в множество бесконечных двоичных по-
следовательностей EN

2 . В работе [1] установлено, что Hk является го-
моморфизмом группы Dk на группу GN

2 . При этом образом множества
всех конечно-автоматных подстановок на EN

k является множество всех
периодических (с предпериодами) последовательностей из EN

2 . Обозна-
чим его через Per. Тогда 〈Per;⊕〉 — подгруппа группы GN

2 и ограничение
гомоморфизма Hk на группу Ak есть гомоморфизм группы Ak на группу
〈Per;⊕〉.

Связь между максимальными подгруппами групп Dk и GN
2 , групп Ak

и 〈Per;⊕〉, а также некоторых других групп будет вытекать из следую-
щего почти очевидного утверждения.

Утверждение 1. Пусть F1, F2 — группы, H — гомоморфизм груп-
пы F1 на группу F2, F

′ — максимальная подгруппа группы F2. Тогда
полный прообраз H−1(F ′) группы F ′ при отображении H является мак-
симальной подгруппой группы F1.

Следствие. Мощность семейства максимальных подгрупп группы
F2 не превосходит мощности семейства максимальных подгрупп груп-
пы F1.

Результаты о числе максимальных подгрупп в некоторых счетных
подгруппах группы GN

2 будут получены ниже с использованием понятия
M-сжатого множества, которое обобщает понятие сжатого множества,
введенного Р. Фридбергом [9] (см. также [5, 7]). Пусть M — произволь-
ная совокупность подмножеств множества N . Множество C ⊆ N назовем
M-сжатым, если оно бесконечно и для любого множества M ∈ M одно
из множеств

M ∩ C M ∩ C,
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где M = N \M , конечно (пустое множество также считаем конечным).
Если M — совокупность всех рекурсивно перечислимых подмножеств
множества N , то M-сжатое множество является сжатым по Фридбергу.

Теорема 1. Для любой счетной совокупности M подмножеств мно-
жества N существуют M-сжатые множества.

Доказательство. Пусть M = {M1,M2, . . .}. Зададим пошаговую про-
цедуру построения M-сжатого множества C. На каждом шаге n этой
процедуры определяется конечная часть Cn множества C и вспомога-
тельное бесконечное множество Tn. При этом выполняются соотношения

C0 ⊂ C1 ⊂ . . . , T0 ⊃ T1 ⊃ . . . (1)

Множество C будет совпадать с объединением
⋃

n>0
Cn.

Положим C0 = ∅, T0 = N .
Ш а г n > 0. Рассмотрим множество Mn. Если одно из множеств

Mn ∩ Tn−1, Mn ∩ Tn−1 (2)

конечно, то берем наименьший элемент a в множестве Tn−1 и полагаем

Cn = Cn−1 ∪ {a}, Tn = Tn−1 \ {a}.

Пусть оба множества (2) бесконечны. Тогда берем наименьший элемент
a в множестве Mn ∩ Tn−1 и полагаем

Cn = Cn−1 ∪ {a}, Tn = (Mn ∩ Tn−1) \ {a}.

Переходим к шагу n+ 1.
Из построения легко следуют соотношения (1) и

Cn ∩ Tn = ∅ (n > 0).

Кроме того, все элементы множества C, не вошедшие в множество Cn,
принадлежат множеству Tn. Далее, если на шаге n построения мно-
жества C выясняется, что одно из множеств (2) конечно, то конечным
будет и одно из множеств

Mn ∩ C, Mn ∩ C.

Если же не шаге n обнаруживается, что оба множества (2) бесконечны,
то после шага n множество C определяется так, что за исключением
конечного числа элементов (принадлежащих множеству Cn) оно будет
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состоять из элементов множества Mn. Таким образом, в этом случае
множество Mn ∩ C оказывается конечным. Теорема 1 доказана.

Следствие. В условиях теоремы 1 существует континуальное число
M-сжатых множеств.

Доказательство. Достаточно заметить, что любое бесконечное под-
множество M-сжатого множества является M-сжатым.

Обозначим через Gd
2 подгруппу группы GN

2 , которая состоит из всех
элементов a(0)a(1) . . ., у которых только конечное число компонент a(t)
равно 1. Группа Gd

2 есть прямая сумма счетного числа групп G2.

Теорема 2. Пусть G — счетная подгруппа группы GN
2 и Gd

2 ⊆ G.
Тогда группа G имеет континуальное число максимальных подгрупп.

Доказательство. Если a ∈ G, то пусть

Ma = {n | n ∈ N, a(n) = 1}, M = {Ma | a ∈ G}.

Обозначим через C некоторое M-сжатое множество. Пусть GC — мно-
жество всех таких элементов a ∈ G, что одно из множеств

Ma ∩ C, Ma ∩ C (3)

конечно и содержит четное число элементов (случаи Ma ∩ C = ∅ и
Ma ∩ C = ∅ не исключаются). Нетрудно убедиться в том, что GC —
группа. Из условия Gd

2 ⊆ G и бесконечности множества C следует, что
GC 6= G. Докажем, что GC максимальна в группе G.

Пусть a ∈ G \ GC . Тогда одно из множеств (3) конечно и состо-
ит из нечетного числа элементов. Если b — произвольный элемент из
G\GC , то одно из множеств Mb ∩C, M b ∩C также конечно и состоит из
нечетного числа элементов. Значит, одно из множеств Ma⊕b∩C,Ma⊕b∩C
конечно и состоит из четного числа элементов, т. е. a⊕b входит в группу
GC . Поскольку b = (a⊕ b) ⊕ a, произвольный элемент из G \ GC можно
получить сложением подходящего элемента группы GC и фиксирован-
ного элемента a из G \ GC . Следовательно, группа GC максимальна в
группе G.

Пусть теперь C1, C2 — два различных M-сжатых множества и,
например, n ∈ C1 \ C2. Обозначим через c такой элемент группы Gd

2,
что c(n) = 1 и c(m) = 0 при m 6= n. Тогда c ∈ GC2 , c /∈ GC1 . Поэтому
группы GC1 и GC2 различны. Для завершения доказательства теоремы
2 остается применить следствие из теоремы 1.

Пусть B — булева алгебра всех подмножеств множества N с теоретико-
множественными операциями объединения, пересечения и дополнения
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до множества N . Напомним, что фильтром булевой алгебры B называ-
ется такое непустое подмножество F элементов алгебры B, что выпол-
няются следующие условия:

1) если A,B ∈ F , то A ∩B ∈ F ;
2) если A ∈ F и A ⊆ B, то B ∈ F ;
3) ∅ /∈ F .
Фильтр F алгебры B называется ультрафильтром, если F не содер-

жится ни в каком другом фильтре алгебры B, отличном от F . Известно
(см., например, [2, 4]), что всякий фильтр алгебры B можно расширить
до ультрафильтра. Кроме того, если U — ультрафильтр алгебры B и A
— произвольное подмножество множества N , то ультрафильтру U при-
надлежит одно (и, очевидно, только одно) из множеств A,A.

Теорема 3. Мощность семейства максимальных подгрупп группы
GN

2 равна 2c.

Доказательство. Пусть U — ультрафильтр алгебры B. Ультрафиль-
тру U поставим в соответствие подмножество GU группы GN

2 :

GU = {a | a ∈ Gn
2 , Ma ∈ U}.

Из первых двух условий определения фильтра следует, что множество
GU замкнуто относительно операции ⊕ группы GN

2 и содержит нуль
группы GN

2 , т. е. GU — подгруппа группы GN
2 . Из условия 3) вытека-

ет, что группе GU не принадлежит элемент 11 . . . Таким образом, GU —
собственная подгруппа группы GN

2 .
Докажем, что группа GU максимальна в группе GN

2 . Пусть
a ∈ GN

2 \ GU . Тогда множество Ma не принадлежит ультрафильтру U .
Следовательно, ему принадлежит множество Ma. Пусть b — такой эле-
мент из GU , что M b = Ma. Элемент a⊕ b входит в группу, порожденную
множеством GU ∪ {a}, и Ma⊕b = N . Если теперь c — произвольный эле-
мент множества GN

2 \GU , то M c /∈ U и потому Mc ∈ U . Значит, в группе
GU имеется такой элемент d, что Md = Mc. Тогда группе, порожденной
множеством GU ∪ {a}, принадлежит элемент a⊕ b⊕ d. Нетрудно видеть,
что этот элемент совпадает с элементом c.

Пусть U1, U2 — различные ультрафильтры алгебры B и, например,
M ∈ U1 \ U2. Так как ультрафильтру U2 принадлежит хотя бы одно из
множеств M,M , то M ∈ U2. Очевидно также, что M /∈ U1. Обращаясь к
определению группы GU , видим, что в группу GU1 входит элемент a та-
кой, что Ma = M , и не входит элемент b такой, что Mb = M . Напротив,
группе GU2 принадлежит элемент b и не принадлежит элемент a. Та-
ким образом, группы GU1 , GU2 различны. Остается воспользоваться тем
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фактом (см., например, [6]), что мощность семейства ультрафильтров
булевой алгебры B равна 2c. Теорема доказана.

Из утверждения 1, следствия из него и теорем 2, 3 вытекают следу-
ющие основные результаты.

Теорема 4. Пусть G — счетная подгруппа группы GN
2 и Gd

2 ⊆ G.
Тогда мощность семейства максимальных подгрупп группы H−1

k (G) кон-
тинуальна. В частности, континуальной является мощность семейства
максимальных подгрупп группы Ak.

Теорема 5. Мощность семейства максимальных подгрупп группы Dk

равна 2c.
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