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ЗАМКНУТЫЕ КЛАССЫ КОНЕЧНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

РАЦИОНАЛЬНЫХ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Р.М.Колпаков

Изучаются классы конечных вероятностных распределений с рацио-
нальными значениями вероятностей, замкнутые относительно дискрет-
ных преобразований (под дискретным преобразованием вероятностных
распределений понимается вероятностное распределение случайной ве-
личины, значение которой однозначно определяется значениями конеч-
ного числа независимых случайных величин с исходными вероятностны-
ми распределениями). Даны явное описание всех таких замкнутых клас-
сов и явное описание замкнутых классов, получающихся посредством
дискретных преобразований из конечных подмножеств таких классов.

Введение

В работе исследуются дискретные преобразования конечных веро-
ятностных распределений с рациональными значениями вероятностей.
Такие преобразования играют важную роль в вопросах реализации слу-
чайностей, имеющих большое значение для многих областей математи-
ческой кибернетики (см. [1, 14]). Под преобразованием вероятностных
распределений понимается вероятностное распределение некоторой слу-
чайной величины ζ0, значение которой однозначно определяется значе-
ниями конечного числа независимых случайных величин ζ1, . . . , ζk с ис-
ходными вероятностными распределениями. Очевидным образом данное
преобразование задается функцией f : Ω1×. . .×Ωk −→ Ω0, где Ωi — мно-
жество значений случайной величины ζi, 0 6 i 6 k. В работе рассматри-
ваются случайные величины, принимающие конечное число значений. Не
ограничивая общности, можно считать, что такая случайная величина
принимает целые неотрицательные значения, а ее вероятностное распре-
деление задается вектором, j-я компонента которого равна вероятности
принятия этой случайной величиной значения j − 1. Отметим, что этот
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вектор является стохастическим, т. е. все его компоненты неотрица-
тельны и их сумма равна 1. Обозначим j-ю компоненту стохастического
вектора D через D[j]. Пусть Ωi = {0, 1, . . . , hi − 1} и вероятностное рас-
пределение случайной величины ζi задается стохастическим вектором Di

размерности hi, 0 6 i 6 k. Тогда через Ω(D1, . . . ,Dk) будем обозначать
множество Ω1×. . .×Ωk = {0, 1, . . . , h1−1}×. . .×{0, 1, . . . , hk−1}. Для лю-
бого подмножества E этого множества обозначим через PE(D1, . . . ,Dk)
вероятность того, что набор (σ1; . . . ;σk) значений величин ζ1, . . . , ζk со-
держится в E. Тогда∗)

PE(D1, . . . ,Dk) =
∑

(σ1;...;σk)∈E

D1[σ1 + 1] · . . . · Dk[σk + 1]. (1)

Через Ni(f) обозначим множество всех наборов из Ω(D1, . . . ,Dk), на ко-
торых функция f принимает значение i. Тогда компоненты вектора D0

можно определить следующим образом:

D0[j] = PNj−1(f)(D1, . . . ,Dk), 1 6 j 6 h0. (2)

Таким образом, вектор D0 однозначно определяется функцией f и векто-
рами D1, . . . ,Dk. Этот вектор будем обозначать через P{f(D1, . . . , Dk)}.

Пусть H — множество различных стохастических векторов. Стохас-
тический вектор D порождается множеством H, если для некоторой
функции f(x1, . . . , xk) и некоторых D1, . . . ,Dk из H выполняется ра-
венство D = P{f(D1, . . . ,Dk)}. Через 〈H〉 обозначается замыкание мно-
жества H, т. e. множество всех стохастических векторов, порождаемых
множеством H. Очевидно, что H ⊆ 〈H〉. Множество H называется за-

мкнутым, если 〈H〉 = H. Будем говорить, что множество A стохастиче-
ских векторов порождается множеством H, если A ⊆ 〈H〉. Для произ-
вольного множества натуральных чисел T и натурального k через T>k

обозначается множество всех чисел из T , больших k. Для любого на-
турального числа n обозначим через I(n) множество всех его простых
делителей. Кроме того, в работе используются обозначения N для мно-
жества натуральных чисел, Z

+ для множества целых неотрицательных
чисел и (x1, . . . , xn) для наибольшего общего делителя чисел x1, . . . , xn.

Фундаментальное значение для исследований в этой области имеет
задача описания замыканий произвольных множеств стохастических век-
торов. Принципиальная трудность этой задачи заключается в невозмож-
ности непосредственного описания таких множеств, поскольку мощность

∗)В случае E = ∅ сумма (1) полагается равной 0.
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множества всех стохастических векторов равна континууму. Поэтому
естественным подходом к ее решению является рассмотрение замыка-
ний подмножеств не более чем счетных закнутых классов стохастиче-
ских векторов, всюду плотных на множестве всех стохастических векто-
ров. Наиболее подходящим примером такого класса является множество
всех стохастических векторов с рациональными компонентами. Это мно-
жество обозначаим через SQ. Нетрудно заметить, что любой стохасти-
ческий вектор, порождаемый векторами из SQ, принадлежит SQ. Сле-
довательно, множество SQ является замкнутым. Для любого непустого
множества Π различных простых чисел мы выделяем в SQ подмноже-
ство G[Π] всех стохастических векторов, компоненты которых выража-
ются дробями со знаменателями, являющимися произведениями степе-
ней чисел из Π:

G[Π] =



 (d1; . . . ; dh)

∣∣∣∣∣∣

h∑
i=1

di = 1, di = mi

n , mi ∈ Z
+, i = 1, . . . , h

n ∈ N, I[n] ⊆ Π



 .

Пользуясь формулами (2) и (1), легко можно убедиться, что множество
G[Π] является замкнутым.

В посвященной данному вопросу литературе наиболее изучен слу-
чай двумерных стохастических векторов (поскольку двумерный стохас-
тический вектор однозначно определяется какой-либо одной из его ком-
понент, в работах, в которых изучается порождение двумерных векто-
ров, как правило, вместо векторов рассматриваются числа, являющие-
ся вторыми компонентами этих векторов). В [12, 13] установлено, что
множества всех двумерных стохастических векторов из G[{2}] и G[{3}]
порождаются векторами

(
1
2 ,

1
2

)
и
(

1
3 ,

2
3

)
соответственно, и таким обра-

зом показано, что эти множества являются конечно порожденными, т. е.
порождаются некоторыми своими конечными подмножествами. В [8, 11]
эти результаты были обобщены на случай множества всех двумерных
стохастических векторов из G[Π] для произвольного Π. При этом была
полностью изучена структура решетки, образуемой этими множества-
ми. Аналогичные результаты для случая стохастических векторов произ-
вольной размерности получены в [9, 10]. Некоторые аспекты приближен-
ного порождения двумерных стохастических векторов рассматривались
в [6, 13]. В [3] дано явное описание замыканий произвольных множеств
в классе всех двумерных стохастических векторов из SQ и на основе
этого описания определены все множества, замкнутые в данном классе.
В [5] явно описаны замыкания всех конечных множеств векторов произ-
вольной размерности из SQ. В настоящей статье мы обобщаем этот ре-
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зультат на случай замыканий произвольных множеств векторов из SQ.
Полученное описание этих замыканий позволяет для любого заданного
стохастического вектора и любого заданного множества векторов из SQ

эффективно определить, порождается ли данный вектор данным мно-
жеством. Кроме того, исходя из такого описания, мы определяем все
замкнутые и все конечно порожденные замкнутые подмножества мно-
жества SQ. Мы также устанавливаем структуру решетки, образуемой
этими подмножествами.

1. Вспомогательные определения и результаты

Стохастический вектор будем называть вырожденным, если он со-
держит компоненту, равную 1. Можно считать, что все вырожденные
стохастические векторы порождаются пустым множеством и поэтому со-
держатся в замыкании любого множества чисел. Для любого невырож-
денного стохастического вектора D через D+ будем обозначать стохасти-
ческий вектор, получающийся из D удалением всех нулевых компонент.
Через M+, где M — произвольное множество стохастических векторов,
обозначается множество всех векторов D+ таких, что D ∈ M . Отметим
следующий очевидный факт.

Утверждение 1. Для любого множества M стохастических векто-
ров выполняется равенство 〈M〉 = 〈M+〉.

Невырожденные стохастические векторы с ненулевыми компонента-
ми будем называть позитивными векторами. Множество M стохастиче-
ских векторов назовем позитивно замкнутым, если для любого невы-
рожденного вектора D из M вектор D+ также содержится в M . Заме-
тим, что невырожденный вектор D порождается множеством стохасти-
ческих векторов тогда и только тогда, когда это множество порождает
вектор D+. Поэтому справедливо

Утверждение 2. Позитивно замкнутое множество M порождается
множеством H стохастических векторов тогда и только тогда, когда H
порождает любой позитивный вектор из M .

Следуя стандартной терминологии, мы называем натуральные числа
a1, a2, . . . , ak попарно простыми, если любые два числа взаимно просты.
Множество чисел из N

>1 будем называть разделимым, если оно содер-
жит меньше двух чисел, либо все его числа попарно просты. Множество
натуральных чисел будем называть взаимно простым с натуральным
числом n, если любое число из этого множества взаимно просто с n.
Пустое множество считается взаимно простым с любым натуральным
числом.
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Пусть A,B — непустые разделимые множества. Множество B называ-
ется делителем множества A, если для любого числа b из B множество A
содержит число, кратное b. Пустое множество считается делителем лю-
бого разделимого множества. Нетрудно проверить справедливость сле-
дующего утверждения.

Утверждение 3. Разделимые множества A и B являются делителя-
ми друг друга тогда и только тогда, когда A = B.

Пусть A1, . . . , As — конечные разделимые множества. Наибольшим

общим делителем (A1, . . . , As) этих множеств называется множество
{a | a = (a1, a2, . . . , as) > 1, ai ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , s} , состоящее из наиболь-
ших общих делителей всевозможных выборок из s чисел по одному чис-
лу из каждого множества A1, . . . , As. Если хотя бы одно из множеств
A1, . . . , As является пустым, будем полагать (A1, . . . , As) = ∅. Отметим
следующие очевидные свойства наибольшего общего делителя раздели-
мых множеств.

Утверждение 4. Наибольший общий делитель разделимых мно-
жеств является разделимым множеством, взаимно простым с любым из
чисел, взаимно простых с хотя бы одним из этих множеств.

Более того, нетрудно убедиться, что (A1, . . . , As) является делите-
лем каждого из множеств A1, . . . , As, и любой другой делитель каждого
из этих множеств является делителем для (A1, . . . , As). Таким образом,
введенное нами понятие наибольшего общего делителя разделимых мно-
жеств является естественным обобщением понятия наибольшего общего
делителя натуральных чисел.

Введем понятие наибольшего общего делителя для бесконечного чис-
ла конечных разделимых множеств. Пусть A1, A2, . . . — конечные разде-
лимые множества. Тогда наибольший общий делитель (A1, A2, . . .) этих
множеств определяется как множество

{a | a > 1, a = (a1, a2, . . .), ai ∈ Ai, i = 1, 2, . . .} ,

состоящее из всех тех чисел из N
>1, которые являются наибольшими об-

щими делителями бесконечных выборок чисел из множеств A1, A2, . . . по
одному числу от каждого из этих множеств. Если хотя бы одно из мно-
жеств A1, A2, . . . является пустым, мы полагаем (A1, A2, . . .) = ∅. Анало-
гично утверждению 4 справедливо

Утверждение 5. Наибольший общий делитель бесконечного числа
разделимых множеств является конечным разделимым множеством, вза-
имно простым с любым из чисел, взаимно простых с хотя бы одним из
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этих множеств.

Кроме того, множество (A1, A2, . . .) является делителем каждого из
множеств A1, A2, . . . и любое разделимое множество, являющееся дели-
телем каждого из множеств A1, A2, . . ., является делителем множества
(A1, A2, . . .). Таким образом, множество (A1, A2, . . .) является коррект-
ным обобщением понятия наибольшего общего делителя разделимых мно-
жеств на случай бесконечного числа множеств. В [3] доказано следующее
свойство множества (A1, A2, . . .).

Лемма 1. Пусть A1, A2, . . . — бесконечная последовательность конеч-
ных разделимых множеств. Тогда для некоторого достаточно большого j
справедливы равенства

(A1, A2, . . .) = (A1, . . . , Aj) = (A1, . . . , Aj+1) = (A1, . . . , Aj+2) = . . . .

Если множество натуральных чисел A конечно, мы обозначаем че-
рез ‖A‖ произведение всех чисел множества A. Для пустого множества
мы полагаем ‖∅‖ = 1.

В дальнейшем также используется следующий теоретико-числовой
факт (см., например, [2]).

Лемма 2. Система сравнений с одним неизвестным

{
x ≡ b1 (mod m1),
x ≡ b2 (mod m2),

где m1,m2 — взаимно простые числа, является разрешимой и все ее ре-
шения образуют класс вычетов по модулю m1m2.

2. Замкнутые классы в SQ

Пусть Π — произвольное непустое множество различных простых чи-
сел, T — конечное разделимое множество натуральных чисел, взаимно
простых с множеством Π. Обозначим через G[Π;T ] следующее подмно-
жество множества G[Π]∗):

{
(d1; . . . ; dh) | . di =

mi

n
, mi ∈ Z

+, i = 1, . . . , h,

h∑

i=1

di = 1, n ∈ N,

I[n] ⊆ Π, ∃T1, . . . , Th−1, T ⊇ T1 ⊇ T2 ⊇ . . . ⊇ Th−1,

∗)Рассматриваемые в данном определении подмножества T1 . . . , Th−1 множе-
ства T могут быть несобственными.
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i∑

j=1

mj ≡ 0 (mod ‖Ti‖), i = 1, . . . , h− 1,

i∑

j=1

mj ≡ n (mod ‖T \ Ti‖), i = 1, . . . , h− 1

}
.

В случае T = ∅ мы полагаем G[Π; ∅] = G[Π]. В [4] показано, что принад-
лежность стохастического вектора (d1; . . . ; dh) множеству G[Π;T ] не за-
висит от выбора общего знаменателя его компонент, и тем самым обосно-
вана корректность данного нами определения множества G[Π;T ]. Кроме
того, нетрудно заметить, что любое множество G[Π;T ] является беско-
нечным и позитивно замкнутым.

Лемма 3. Для любых множеств Π и T множество G[Π;T ] является
замкнутым.

Доказательство. Рассмотрим произвольный стохастический вектор
D = (d1; . . . ; dh) из 〈G[Π;T ]〉. Пусть D1, . . . ,Dk — стохастические векто-
ры из G[Π;T ] такие, что D = P {f (D1, . . . ,Dk)} для некоторой функции
f(x1, . . . , xk). Обозначим через hj размерность вектора Dj , j = 1, . . . , k.
Каждый стохастический вектор Dj может быть представлен в виде(

m
(j)
1

nj
, . . . ,

m
(j)
hj

nj

)
, где I(ni) ⊆ Π, и существуют подмножества T

(j)
1 ⊇

T
(j)
2 ⊇ . . . ⊇ T

(j)
h−1 множества T такие, что при любом i, 1 6 i 6 h− 1,

i∑

s=1

m(j)
s ≡ 0 (mod ‖T (j)

i ‖),
i∑

s=1

m(j)
s ≡ nj (mod ‖T \ T (j)

i ‖). (3)

Положим R = n1 . . . nk и для любого множества U наборов из Ω(D1, . . . ,
Dk) обозначим через M(U) число R · PU (D1, . . . ,Dk). Из формулы (1)
вытекает, что

M(U) =
∑

(σ1;...;σk)∈U

m
(1)
(σ1+1) . . .m

(k)
(σk+1). (4)

Таким образом, для любого U величина M(U) является целым числом,
и согласно формулам (2) для каждого i = 1, . . . , h имеем

di = PNi−1(f) (D1, . . . ,Dk) =
M(Ni−1(f))

R
. (5)

Пусть t — произвольное число из T . Для каждого j = 1, . . . , k обозна-
чим для удобства через T (j)

0 множество T . Среди множеств T (j)
0 , T

(j)
1 , . . . ,
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T
(j)
h−1, содержащих число t, выберем множество с максимальным поряд-

ковым индексом (поскольку t ∈ T
(j)
0 , такое множество обязательно су-

ществует). Обозначим через τj(t) порядковый индекс этого множества.

Из соотношений (3) вытекает, что все числа m(j)
1 , . . . ,m

(j)
hj

, кроме числа

m
(j)
τj(t)+1, являются кратными числу t. Положим τ̃(t) = (τ1(t); . . . ; τk(t)).

Пусть σ̃ = (σ1; . . . ;σk) — произвольный набор из Ω(D1, . . . ,Dk), отличный
от τ̃(t). Тогда при некотором j выполняется неравенство σj 6= τj(t) и, сле-

довательно, m(j)
(σj+1) делится на t. Таким образом, для любого набора σ̃,

отличного от τ̃(t), соответствующее этому набору слагаемое

m
(1)
(σ1+1) . . . m

(k)
(σk+1) в сумме (4) содержит сомножитель, кратный числу t.

Поэтому величина M(U) кратна числу t для любого множества U , не
содержащего набора τ̃(t).

Для i = 1 . . . , h − 1 обозначим через Ti подмножество множества T ,
содержащее число t ∈ T в том и только том случае, когда i 6 f

(
τ̃(t)

)
.

Пусть t ∈ Ti. Тогда любое множество Nj(f), где j < i, не содержит
набора τ̃(t). Поэтому любая величина M(Nj(f)), где j < i, является

кратной числу t. Следовательно, сумма
i∑

j=1
M(Nj−1(f)) также является

кратной числу t. Таким образом, эта сумма является кратной любому
числу из Ti. Так как Ti состоит из попарно простых чисел, получаем

i∑

j=1

M(Nj−1(f)) ≡ 0 (mod ‖Ti‖). (6)

Пусть теперь t ∈ T \Ti, т. е. i > f
(
τ̃(t)

)
. Тогда любое множество Nj(f),

где j > i, не содержит набора τ̃(t). Поэтому любая величина M(Nj(f)),

где j > i, является кратной числу t. Тем самым сумма
h∑

j=i+1
M(Nj−1(f))

также является кратной числу t. Таким образом, эта сумма является
кратной любому числу из T \ Ti; при этом все числа из T \ Ti попарно
просты. Следовательно,

h∑

j=i+1

M(Nj−1(f)) ≡ 0 (mod ‖T \ Ti‖). (7)

Из справедливого для стохастического вектора равенства
h∑

j=1
dj = 1 и
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равенств (5) вытекает, что
h∑

j=1
M(Nj−1(f)) = R. Поэтому из соотноше-

ния (7) получаем

i∑

j=1

M(Nj−1(f)) ≡ R (mod ‖T \ Ti‖). (8)

Кроме того, из определения множеств T1, . . . , Th−1 следует, что

T1 ⊇ T2 ⊇ . . . ⊇ Th−1. (9)

Таким образом, согласно равенствам (5) вектор D равен вектору(
M(N0(f))

R ; M(N1(f))
R ; . . . ;

M(Nh−1(f))
R

)
, который в силу соотношений (6),

(8), (9) и вытекающего из соотношений I(ni) ⊆ Π соотношения I(R) ⊆ Π
принадлежит G[Π;T ]. Следовательно, D ∈ G[Π;T ], поэтому 〈G[Π;T ]〉 =
G[Π;T ].

Совокупность всех множеств G[Π;T ] мы обозначаем через SG. Для
того чтобы охарактеризовать структуру решетки, образуемой мно-
жествами из SG, нам необходимо установить зависимость отношения
включения между произвольными двумя множествами G[Π′;T ′],
G[Π′′;T ′′] из SG от множеств Π′, Π′′ и T ′, T ′′. Эта зависимость описыва-
ется достаточно простым образом.

Утверждение 6. Пусть G[Π′;T ′], 〈G[Π′′;T ′′] — два множества из SG.
Тогда

1) G[Π′;T ′] ⊆ G[Π′′;T ′′] тогда и только тогда, когда Π′ ⊆ Π′′ и T ′′

является делителем T ′;

2) G[Π′;T ′] = G[Π′′;T ′′] тогда и только тогда, когда Π′ = Π′′ и T ′ = T ′′.

Доказательство. Пусть Π′ ⊆ Π′′ и T ′′ является делителем T ′. Рас-
смотрим произвольный вектор D =

(
m1
n , . . . , mh

n

)
из G[Π′;T ′], где

I[n] ⊆ Π′, и, следовательно, I[n] ⊆ Π′′. Тогда существуют подмножества
T ′

1, . . . , T
′
h−1 множества T ′ такие, что

T ′
1 ⊇ T ′

2 ⊇ . . . ⊇ T ′
h−1, (10)

и для любого i = 1, . . . , h− 1 справедливы соотношения

i∑

j=1

mj ≡ 0 (mod ‖T ′
i‖),

i∑

j=1

mj ≡ n (mod ‖T ′ \ T ′
i‖). (11)
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Для каждого множества T ′
i обозначим через T ′′

i подмножество множества
T ′′, состоящее из всех тех чисел, которые являются делителями чисел
из T ′

i . Таким образом, все числа из T ′′
i являются делителями числа ‖T ′

i‖.
Так как все числа из разделимого множества T ′′ являются попарно про-
стыми, то ‖T ′

i‖ делится на ‖T ′′
i ‖. Поскольку все числа из T ′′\T ′′

i являются
делителями чисел из T ′ \T ′

i , аналогичным образом можно показать, что
‖T ′ \ T ′

i‖ делится на ‖T ′′ \ T ′′
i ‖. Таким образом, из соотношений (11) вы-

текают соотношения

i∑

j=1

mj ≡ 0 (mod ‖T ′′
i ‖),

i∑

j=1

mj ≡ n (mod ‖T ′′ \ T ′′
i ‖),

a из (10) следует, что T ′′
1 ⊇ T ′′

2 ⊇ . . . ⊇ T ′′
h−1. Поэтому D ∈ G[Π′′;T ′′],

т. е. G[Π′;T ′] ⊆ G[Π′′;T ′′]. Предположим, что Π′ 6⊆ Π′′, т. е. Π′ содержит
некоторое простое p, не содержащееся в Π′′. Выберем достаточно боль-
шое натуральное k такое, что pk > ‖T ′‖, и рассмотрим стохастический

вектор D =
(
‖T ′‖
pk ; pk−‖T ′‖

pk

)
. Заметим, что D содержится в G[Π′;T ′], но

не содержится в G[Π′′;T ′′]. Поэтому

G[Π′;T ′] 6⊆ G[Π′′;T ′′]. (12)

Предположим, наконец, что Π′ ⊆ Π′′, но T ′′ не является делителем T ′.
Это означает, что в T ′′ найдется число t, не являющееся делителем ни од-
ного из чисел множества T ′. Покажем, что в этом случае также справед-
ливо соотношение (12), завершив таким образом доказательство пункта .
Выберем натуральное n такое, что I(n) ⊆ Π′ и n > t‖T ′‖. Рассмотрим
два случая:

а) Пусть ‖T ′‖ не делится на t. Рассмотрим стохастический вектор

D′ =
(
‖T ′‖

n ; (t−1)‖T ′‖
n ; n−t‖T ′‖

n

)
. Заметим, что D′ ∈ G[Π′;T ′]. Пусть

D′ ∈ G[Π′′;T ′′]. Тогда существуют подмножества T ′′
1 , T ′′

2 множества T ′′

такие, что T ′′
1 ⊇ T ′′

2 и

‖T ′‖ ≡ 0 (mod ‖T ′′
1 ‖), (13)

t‖T ′‖ ≡ n (mod ‖T ′′ \ T ′′
2 ‖). (14)

Поскольку I(n) ⊆ Π′′ и t взаимно просто с Π′′, число n взаимно просто
с t. Поэтому из (14) следует, что t /∈ T ′′ \ T ′′

2 . Следовательно, t ∈ T ′′
2 .

С другой стороны, поскольку ‖T ′‖ не делится на t, из (13) вытекает,
что t /∈ T ′′

1 , что противоречит соотношению T ′′
2 ⊆ T ′′

1 . Таким образом,
D′ /∈ G[Π′′;T ′′], тем самым имеем соотношение (12).
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б) Пусть ‖T ′‖ делится на t. Поскольку никакое число из T ′ не крат-
но t, в T ′ найдутся по крайней мере два числа t′1 и t′2, не являющиеся
взаимно простыми с t. Рассмотрим произвольное подмножество T ′

1 мно-
жества T ′, содержащее число t′1, но не содержащее числа t′2. Так как
все числа из T ′ попарно просты и, следовательно, (‖T ′

1‖, ‖T ′ \ T ′
1‖) = 1,

согласно то лемме 2 система сравнений

{
x ≡ 0 (mod ‖T ′

1‖),
x ≡ n (mod ‖T ′ \ T ′

1‖).

имеет решение, являющееся классом вычетов по модулю ‖T ′
1‖ · ‖T ′ \

T ′
1‖ = ‖T ′‖. Пусть m′′ — наименьший положительный вычет из дан-

ного класса. Поскольку 0 < m′′ 6 ‖T ′‖ < n, можно рассмотреть стохас-

тический вектор D′′ =
(

m′′

n ; n−m′′

n

)
. Так как m′′ ≡ 0 (mod ‖T ′

1‖) и m′′ ≡ n

(mod ‖T ′\T ′
1‖), то вектор D′′ содержится вG[Π′;T ′]. Если D′′ ∈ G[Π′′;T ′′],

то m′′ ≡ 0 (mod ‖T ′′
1 ‖) и m′′ ≡ n (mod ‖T ′′ \ T ′′

1 ‖) для некоторого под-
множества T ′′

1 множества T ′′. Так как t содержится в одном из множеств
T ′′

1 , T
′′\T ′′

1 , то либо m′′, либо n−m′′ кратно t. Поскольку m′′ ≡ 0 (mod t′1)
и m′′ ≡ n (mod t′2), число n делится соответственно либо на (t, t′2), ли-
бо на (t, t′1), что противоречит взаимной простоте чисел n и t. Таким
образом, D′′ /∈ G[Π′′;T ′′]. Поэтому снова имеем соотношение (12).

Пункт 2 данного утверждения непосредственно вытекает из пункта 1
и утверждения 3.

Утверждение 6 позволяет установить отношение включения между
любыми множествами из SG и тем самым описать структуру решетки,
образуемой этими множествами.

3. Основной результат

Основным результатом данной статьи является описание замыканий
произвольных подмножеств множества SQ. Отметим, что в силу утвер-
ждения 1 для получения этого описания достаточно рассмотреть замы-
кания произвольных множеств позитивных векторов из SQ.

Сначала рассмотрим случай конечных множеств векторов из SQ.
Пусть M = {D1, . . . ,Ds} — конечное множество произвольных позитив-
ных векторов из SQ размерности h1, . . . , hs соответственно. Без огра-
ничения общности мы предполагаем, что все компоненты каждого век-
тора Di представлены дробями, приведенными к наименьшему общему

знаменателю ni, т. е. Di =

(
m

(i)
1

ni
, . . . ,

m
(i)
hi

ni

)
, где (m

(i)
1 , . . . ,m

(i)
hi

) = 1.
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Для i = 1, . . . , s и j = 1, . . . , hi обозначим через l
(i)
j наибольший об-

щий делитель всех чисел m
(i)
1 , . . . ,m

(i)
hi

, кроме числа m
(i)
j , и положим

T (Di) = {l(i)1 , . . . , l
(i)
hi
}>1. В [5] доказано следующее

Утверждение 7. Множество T (Di) является разделимым и взаимно
простым с числом ni.

Положим T (M) = (T (D1), . . . , T (Ds)) в случае s > 2 и T (M) = T (D1)
в случае s = 1. Согласно утверждениям 7 и 4 имеем

Утверждение 8. Множество T (M) является разделимым и взаимно
простым с каждым из чисел n1, . . . , ns.

Обозначим через Π(M) множество простых чисел
s⋃

i=1
I(ni). В силу

утверждения 8 можно рассмотреть множество G [Π(M);T (M)]. В [5] до-
казано следующее утверждение.

Теорема 1. Для каждого конечного множества M позитивных век-
торов из SQ выполняется равенство 〈M〉 = G [Π(M);T (M)].

Теперь рассмотрим произвольное бесконечное множество M позитив-
ных векторов из SQ. Поскольку множество SQ является счетным, M
также является счетным множеством, т. е. представимо в виде бесконеч-
ной последовательности {D1,D2, . . .} векторов из SQ. Аналогично слу-
чаю конечного множества M для каждого вектора Di мы предполагаем,
что все компоненты этого вектора представлены дробями, приведенными
к наименьшему общему знаменателю ni, и определяем множество T (Di).
Положим T (M) = (T (D1), T (D2), . . .). Из утверждений 7 и 5 следует

Утверждение 9. T (M) является конечным разделимым множеством,
взаимно простым с каждым из чисел n1, n2, . . ..

Обозначим через Π(M) множество простых чисел
∞⋃
i=1

I(ni). Тогда в

силу утверждения 9 снова можно рассмотреть множество G [Π(M);T (M)].
Следующая теорема является обобщением теоремы 1 на случай замыка-
ний бесконечных подмножеств множества SQ.

Теорема 2. Для каждого бесконечного множества M позитивных
векторов из SQ выполняется равенство 〈M〉 = G [Π(M);T (M)].

Доказательство. Пусть Di =

(
m

(i)
1

ni
, . . . ,

m
(i)
hi

ni

)
— произвольный век-

тор из M . Заметим, что для любого j = 1, . . . , hi − 1 выполняются соот-
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ношения
j∑

t=1

m
(i)
t ≡ 0 (mod ‖Tj(Di)‖),

j∑

t=1

mt ≡ ni (mod ‖T (Di) \ Tj(Di)‖),

где Tj(Di) = {l(i)j+1, . . . , l
(i)
hi
}>1. Поэтому Di ∈ G [I(ni);T (Di)]. Поскольку

согласно утверждению 6 имеем G [I(ni);T (Di)] ⊆ G [Π(M);T (M)], век-
тор Di содержится вG [Π(M);T (M)]. Таким образом,M ⊆ G [Π(M);T (M)].
Поэтому 〈M〉 ⊆ G [Π(M);T (M)] в силу леммы 3.

Теперь рассмотрим произвольный вектор D =
(

m1
n , . . . ,

mh

n

)
из

G [Π(M);T (M)]. Обозначим черезMi, i = 1, 2, . . ., подмножество {D1, . . . ,
Di} множества M . Согласно лемме 1 существует такое j, что T (M) =
T (Mj) = T (Mj+1) = T (Mj+2) = . . .. Поскольку I(n) ⊆ Π(M), для
любого p из I(n) найдется jp такое, что p ∈ I

(
njp

)
. Положим j∗ =

max

(
j, max

p∈I(n)
jp

)
и Π∗ =

j∗⋃
i=1

I(ni). Согласно теореме 1 имеем 〈Mj∗〉 =

G[Π∗;T (Mj∗)] = G[Π∗;T (M)]. Так как I(n) ⊆ Π∗, то D ∈ G[Π∗;T (M)].
Поэтому D ∈ 〈Mj∗〉 ⊆ 〈M〉, т. е. G [Π(M);T (M)] ⊆ 〈M〉. Таким образом,
G [Π(M);T (M)] = 〈M〉.

Интересным следствием полученного нами результата является опи-
сание всех замкнутых классов векторов из множества SQ. Поскольку
любой из этих классов является замыканием некоторого своего подмно-
жества (например, самого этого класса), из теорем 1 и 2 и утверждения 1
вытекает, что любой такой класс является элементом множества SG. По-
этому, учитывая лемму 3, мы получаем

Следствие 1. Множество SG является множеством всех замкнутых
подмножеств множества SQ.

4. Конечно порожденные замкнутые классы в SQ

Среди замкнутых классов стохастических веторов наибольший инте-
рес с практической точки зрения представляют конечно порожденные
классы. Чтобы получить описание всех конечно порожденных замкну-
тых подмножеств множества SQ, обозначим через SGfin подмножество
множества SG, состоящее из всех множеств G[Π;T ] таких, что Π конеч-
но. Из теоремы 1 и утверждения 1 вытекает, что все конечно порожден-
ные замкнутые подмножества множества SQ являются элементами мно-
жества SGfin. Можно показать, что обратное утверждение также спра-
ведливо.

Теорема 3. Любое множество из SGfin является конечно порожден-
ным.
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Доказательство. Пусть G[Π;T ] — произвольное множество из SGfin.
Обозначим через M множество G[Π;T ]+. Поскольку M содержит счет-
ное число элементов, представим M в виде бесконечной последователь-
ности {D1,D2, . . .} позитивных векторов из SQ. Для каждого вектора Di

приведем все его компоненты к наименьшему общему знаменателю ni.
Согласно теореме 2 получаем

〈M〉 = G[Π(M);T (M)]. (15)

В силу утверждения 2 множество G[Π;T ] порождается подмно-
жеством M . С другой стороны, поскольку согласно лемме 3 множество
G[Π;T ] замкнуто, имеем 〈M〉 ⊆ 〈G[Π;T ]〉 = G[Π;T ]. Таким образом,
〈M〉 = G[Π;T ]. Поэтому из (15) следует, что G[Π;T ] = G[Π(M);T (M)].
Из этого равенства в силу пункта 2 утверждения 6 вытекает, что
Π = Π(M) и T = T (M). Обозначим через Mi, i = 1, 2, . . ., множество
{D1, . . . , Di}. Согласно лемме 1 существует такое j, что T (M) = T (Mj) =

T (Mj+1) = T (Mj+2) = . . .. Поскольку Π = Π(M) =
∞⋃
i=1

I(ni) и Π конеч-

но, для некоторого достаточно большого s имеем Π =
s⋃

i=1
I(ni). Положим

k = max(j, s). Так как T = T (M) = T (Mk) и
k⋃

i=1
I(ni) = Π, то согласно

теореме 1 получаем 〈Mk〉 = G[Π;T ].

Следствие 2. Множество SGfin является множеством всех конечно
порожденных замкнутых подмножеств множества SQ.

5. Заключение

Отметим, что для любого заданного стохастического вектора D и
любого заданного множества M векторов из SQ полученные результаты
позволяют эффективно определить, порождается ли вектор D множе-
ством M . Однако вопрос о сложности порождения вектора D множе-
ством M в случае D ∈ 〈M〉 (где под сложностью порождения может
пониматься как минимальное число исходных векторов из M , необхо-
димое для порождения вектора D, так и минимальная сложность реа-
лизации функции для порождения вектора D векторами из M) остается
открытым. Поэтому возможным направлением для дальнейших исследо-
ваний является изучение сложностных аспектов порождения векторов из
SQ. Другим интересным направлением исследований является рассмот-
рение стохастических векторов с компонентами из числовых множеств,
более широких, чем множество рациональных чисел (например, векто-
ров с компонентами, являющимися алгебраическими числами (см. [7])).
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