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УДК 519.11

О МАКСИМАЛЬНОЙ ДЛИНЕ ДВОИЧНЫХ СЛОВ

С ОГРАНИЧЕННОЙ ЧАСТОТОЙ ЕДИНИЦ И

БЕЗ ОДИНАКОВЫХ ПОДСЛОВ ЗАДАННОЙ ДЛИНЫ∗)

В.Н.Потапов

Построены двоичные слова с частотой единиц не более β
(0 6 β 6 1) и без одинаковых подслов длины n, длина которых менее
чем на n отличается от максимально возможной. Найдена асимпто-
тика длины таких слов при n → ∞. Показано, что подслова таких
слов имеют асимптотически максимальную аддитивную сложность
среди всех слов той же длины с частотой единиц не более β.

Введение

Пусть {0, 1}∗ — множество слов в алфавите {0, 1}. Обозначим через
|u| длину слова u ∈ {0, 1}∗, а через wt(u) число единиц в слове u. Будем
говорить, что частота единиц в слове u не превосходит β (0 6 β 6 1), если
wt(u) 6 β|u|. В настоящей статье рассматривается задача нахождения
двоичных слов максимальной длины с частотой единиц не более β, не
содержащих одинаковых подслов длины n.

Слово w = w1w2 . . . wi . . . wj . . . wn называеся круговым, если за по-
следней буквой следует первая, т. е. слова вида wj . . . wnw1 . . . wi явля-
ются подсловами кругового слова w. Известно (см., например, [3, § 9.1]),
что каждое слово длины n входит в круговое слово де Брейна ℓ(n) по
одному разу и |ℓ(n)| = 2n. Поскольку частота единиц в словах де Брейна
равняется 1/2, при β > 1/2 решение рассматриваемой задачи известно.

В § 2 построены слова ℓ(n, β), подобные словам де Брейна, с часто-
той единиц β (0 < β < 1/2), не содержащие одинаковых подслов длины
n. Показано, что их длина |ℓ(n, β)| отличается от максимально возмож-
ной менее чем на n. Аналогичное утверждение получено для некруговых
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слов. При n→ ∞ получена асимптотика

|ℓ(n, β)| =
(1 − β)(n− k0)(1 + o(1))

(1 − 2β)(n − 2k0)(k0 − nβ + 1)

(
n

k0

)
,

где k0 = ⌈βn+ β/(1 − 2β) − 1⌉.
В работе [4] показано, что слова де Брейна ℓ(n) имеют асимптоти-

чески (при n → ∞) максимальную аддитивную сложность среди всех
двоичных слов той же длины. В § 3 показано, что подслова слов ℓ(n, β)
имеют асимптотически максимальную аддитивную сложность среди слов
с частотой единиц не более β.

§ 1. Асимптотические комбинаторные равенства

Нам понадобятся следующие асимптотические равенства

Лемма 1. Пусть 0 < ε1 6 k/n 6 ε2 < 1/2. Тогда при n→ ∞

k∑

j=0

(
n

j

)
=

n− k

n− 2k

(
n

k

)
(1 + o(1)), (1)

k∑

i=0

i

(
n

k − i

)
=

k(n− k)

(n− 2k)2

(
n

k

)
(1 + o(1)). (2)

Доказательство. Пусть 1 6 i 6 k, k/n 6 ε2 < 1/2. Рассмотрим дробь

(
n

k − i

)/(
n

k

)
=

k

n+ i− k
× k − 1

n− 1 + i− k
× · · · × k − i+ 1

n+ 1 − k
. (3)

Тогда из (3) и неравенства
a− c

b− c
<
a

b
при 0 < c < a < b имеем

(
k − i

n− k

)i

6

(
n

k − i

)/(
n

k

)
6

(
k

n+ i− k

)i

6

(
k

n− k

)i

. (4)

Пусть i удовлетворяет неравенству 0 6 i 6 ln2 n и k/n > ε1 > 0.
Используя неравенство (1 + x)t > 1 + tx, где t > 1 и x > −1, получаем

(
k − i

n− k

)i

>

(
k

n− k

)i(
1 − ln2 n

k

)i

>

(
k

n− k

)i(
1 − ln4 n

k

)
. (5)
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Так как
k

n− k
< 1, то из формулы для суммы геометрической прогрес-

сии и неравенств (4), (5) cледует, что

k∑

j=0

(
n

j

)
=

k∑

i=0

(
n

k − i

)
6

(
n

k

) k∑

i=0

(
k

n− k

)i

6
n− k

n− 2k

(
n

k

)

и при n→ ∞
k∑

i=0

(
n

k − i

)
>

ln2 n∑

i=0

(
n

k − i

)
>

(
n

k

)(
1 − ln4 n

k

)
ln2 n∑

i=0

(
k

n− k

)i

=
n− k

n− 2k

(
n

k

)(
1 − ln4 n

k

)(
1 +O

(
1

nξ ln n

))
,

где ξ = − ln
k

n− k
> 0. Из последних двух неравенств получаем форму-

лу (1).

Используя формулы
∞∑

i=0

iai =
a

(1 − a)2
и

∞∑

i=t

iai = O(tat) при

a =
k

n− k
< 1 и неравенства (4), (5), имеем

k∑

i=0

i

(
n

k − i

)
6

(
n

k

) k∑

i=0

i

(
k

n− k

)i

6
k(n − k)

(n− 2k)2

(
n

k

)

и при n→ ∞
k∑

i=0

i

(
n

k − i

)
>

ln2 n∑

i=0

i

(
n

k − i

)
>

(
n

k

)(
1 − ln4 n

k

)
ln2 n∑

i=0

i

(
k

n− k

)i

=
k(n− k)

(n− 2k)2

(
n

k

)(
1 − ln4 n

k

)(
1 +O

(
ln2 n

nξ ln n

))
,

где ξ = − ln
k

n− k
> 0. Из последних двух неравенств получаем форму-

лу (2). Лемма 1 доказана.
Рассмотрим все множества слов длины n со средней частотой единиц,

не превышающей β. Обозначим через v(n, β) мощность наибольшего из
таких множеств, т. е. v(n, β) = max

M∈M
|M |, где

M = {M ⊂ {0, 1}n |
∑

w∈M

wt(w) 6 βn|M |}.
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Лемма 2. Пусть 0 < β < 1/2 и k0 = ⌈βn+ β/(1− 2β)− 1⌉. Тогда при
n→ ∞

v(n, β) =
(1 − β)(n − k0)(1 + o(1))

(1 − 2β)(n − 2k0)(k0 − nβ + 1)

(
n

k0

)
.

Доказательство. Пусть Mi = {w ∈ {0, 1}n | wt(w) = i}. Множество
Mi будем называть i-м слоем. Покажем, что существует такое множество
M ∈ M, |M | = v(n, β), что

M =

(
k⋃

i=0

Mi

)
∪ M̄ , где M̄ ⊂Mk+1. (6)

Действительно, пусть M ′ ∈ M и найдутся w1 ∈M ′ ∩Mi и w2 6∈M ′ ∩Mj,
i > j. Тогда множество (M ′ ∪ {w2})\{w1} содержится в M. Таким об-
разом, можно выбрать множество M той же мощности что и M ′, вклю-
чающее все слои Mi при 0 6 i 6 k для некоторого числа k, которое
обозначим через k(n, β). Найдем k(n, β). Очевидно, что k(n, β) есть наи-
большее натуральное число k такое, что

k∑

i=0

∑

w∈Mi

wt(w) 6 βn
k∑

i=0

|Mi|.

Применяя (1) и (2), преобразуем это неравенство. При n→ ∞ имеем

βn >

k∑
i=0

(k − i)
( n
k−i

)

k∑
i=0

( n
k−i

) = k −

k∑
i=0

i
( n
k−i

)

k∑
i=0

( n
k−i

) = k − k

n− 2k
(1 + o(1)). (7)

Покажем, что

lim
n→∞

k(n, β)

n
= β. (8)

Пусть n/2 > k(n, β) > n(β + 1/2)/2. Тогда

k(n, β) − k(n, β)

n− 2k(n, β)
>
n(β + 1/2)

2
− 1

1 − 2β
> βn

при достаточно больших n. Последнее неравенство противоречит нера-
венству (7). Тогда при n → ∞ имеем k(n, β) 6 n(β + 1/2)/2. Из опреде-
ления числа k(n, β) имеем

k(n, β) + 1 − k(n, β) + 1

n− 2(k(n, β) + 1)
(1 + o(1)) > βn

> k(n, β) − k(n, β)

n− 2k(n, β)
(1 + o(1)).
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Тогда при n→ ∞ имеем

k(n, β)/n + o(1) > β > k(n, β)/n + o(1).

Таким образом, предел (8) доказан. Из (7) и (8) получаем, что k(n, β)
есть максимальное k такое, что выполнено неравенство

k 6 βn+
β

1 − 2β
(1 + o(1)).

При достаточно больших n возможны два случая:

k(n, β) = k0 =

⌈
βn+

β

1 − 2β

⌉
− 1 (9)

и
k(n, β) = k0 + 1, (10)

причем второй случай возможен только для таких n, что

k(n, β) − βn− β

1 − 2β
= o(1). (11)

Пусть |M | = v(n, β) и множество M удовлетворяет равенству (6).
Тогда |M̄ | = ⌊D⌋, где число D удовлетворяет уравнению

βn

(
D +

k(n,β)∑

i=0

(
n

i

))
= D(k(n, β) + 1) +

k(n,β)∑

i=0

i

(
n

i

)
.

Используя (1), (2) и (8), при n→ ∞ получаем

D =
nβ − k(n, β) + k(n,β)

n−2k(n,β)(1 + o(1))

k(n, β) + 1 − nβ

k(n,β)∑

i=0

(
n

i

)

=

(
1 + β

1−2β (1 + o(1))

k(n, β) + 1 − nβ
− 1

)
k(n,β)∑

i=0

(
n

i

)
.

Если k(n, β) = k0, то при n→ ∞

v(n, β) = |M | =

k0∑

i=0

(
n

i

)
+ ⌊D⌋ =

(
1 + β

1−2β (1 + o(1))

k0 + 1 − nβ

)
k0∑

i=0

(
n

i

)
. (12)
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Если k(n, β) = k0 + 1, то из (11) при n→ ∞ имеем

v(n, β) = (1 + o(1))

k0+1∑

i=0

(
n

i

)
. (13)

Покажем, что формулы (12) и (13) асимптотически совпадают при усло-
вии (11), т. е. если

k0 + 1 − βn− β

1 − 2β
= o(1).

В этом случае из (12) следует, что

v(n, β) =
1 − β

β
(1 + o(1))

k0∑

i=0

(
n

i

)
.

В то время как из (1) и (9) при n→ ∞, получаем

k0∑
i=0

(
n
i

)

k0+1∑
i=0

(
n
i

) = 1 −
( n
k0+1

)

k0+1∑
i=0

(
n
i

) =
β

1 − β
(1 + o(1)).

Таким образом, формула (12) в случае (10) совпадает с формулой (13).
Это доказывает справедливость (12) независимо от того, какому из ра-
венств k(n, β) = k0 или k(n, β) = k0 + 1 удовлетворяет число k(n, β). Из
(1) и (12) получаем утверждение леммы 2.

§ 2. Построение слов ℓ(n, β) и оценка их длины

Графом де Брейна порядка n − 1 в алфавите {0, 1} называется ори-
ентированный граф Gn−1, вершины которого помечены двоичными сло-
вами (V (Gn−1) = {0, 1}n−1), а дугой соединяются только вершины вида
x1x2 . . . xn−1 и x2x3 . . . xn, причем дуга помечена словом x1x2 . . . xn. Сте-
пень захода и исхода каждой вершины равна двум. Эйлерову контуру в
графе Gn−1 соответствует круговое слово де Брейна ℓ(n). По построению,
все слова длины n входят в качестве подслов в слово ℓ(n) по одному разу.

Построим слова ℓ(n, β) с частотой единиц непревышающей β, как эй-
леровы контуры в подграфе графа де Брейна. Пусть U(n, β) ⊂ {0, 1}∗
— множество двоичных слов, в каждом из которых нет одинаковых под-
слов длины n и доля единиц не превышает β, 0 < β < 1/2. Обозначим
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через d(n, β) длину максимального слова из U(n, β), а через d̄(n, β) ана-
логичную величину для круговых слов. Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть 0 < β < 1/2. Тогда

0 6 v(n, β) − d̄(n, β) < n.

Доказательство. Рассмотрим граф де Брейна Gn−1. Удалим из него
все дуги, соответствующие словам с весом превосходящим k(n, β), и все
появившиеся изолированные вершины. Покажем, что полученный граф
H является эйлеровым. Пусть слово x ∈ {0, 1}n−1 соответствует вершине
графа H. Рассмотрим две пары дуг 1x, x1 и 0x, x0, в каждой из кото-
рых одна дуга является входящей, а другая исходящей из вершины x.
Поскольку wt(x1) = wt(1x) = wt(x) + 1 и wt(x0) = wt(0x) = wt(x), то
дуги 1x, x1 и 0x, x0 содержатся или не содержатся в графе H одно-
временно. Поэтому степень захода и степень исхода каждой вершины в
графе H равны. Каждая вершина x = (x1, . . . , xn−1) графа H входит в
контур

(x1, . . . , xn−1), (x2, . . . , xn−1, 0), . . . , (xn−1, 0, . . . , 0),

(0, . . . , 0), (0, . . . , 0, x1), . . . , (0, x1, . . . , xn−2),

содержащий вершину (0, . . . , 0). Таким образом, граф H является связ-
ным и, следовательно, эйлеровым.

Рассмотрим (k(n, β)+1)-й слой Mk(n,β)+1 ⊂ {0, 1}n. Дуги графа Gn−1,
соответствующие словам из Mk(n,β)+1, можно разбить на контуры так,
что каждый контур будет состоять из циклических сдвигов одного слова.
Каждый такой контур проходит через вершину графа H, поскольку со-
держит дугу вида (y1, . . . , yn−1, 1) и wt(y1, . . . , yn−1) = wt(y1, . . . , yn−1, 1)−
1 = k(n, β). Очевидно, что при добавлении произвольного числа таких
контуров свойство эйлеровости графа сохраняется. Длины таких конту-
ров не превышают числа n.

Добавим к графу H столько таких контуров, чтобы число дуг |E(H ′)|
в полученном графе H ′ удовлетворяло неравенству

v(n, β) − n < |E(H ′)| 6 v(n, β). (14)

По построению средняя частота единиц в множестве E(H ′) не превы-
шает среднюю частоту единиц в множестве M , |M | = v(n, β), которое
удовлетворяет условию (6) при k = k(n, β). Следовательно,




∑

x∈E(H′)

wt(x)


/(n|E(H ′)|) 6 β. (15)



О максимальной длине двоичных слов с ограниченной частотой 55О максимальной длине двоичных слов с ограниченной частотой 55О максимальной длине двоичных слов с ограниченной частотой 55

Эйлерову контуру в графе H ′ соответствует круговое слово ℓ(n, β) и из
(14) имеем

|ℓ(n, β)| = |E(H ′)| > v(n, β) − n. (16)

Поскольку все подслова x ∈ E(H ′) встречаются в слове ℓ(n, β) по одному
разу, а каждая позиция буквы входит в n подслов длины n, то

wt(ℓ(n, β)) =
1

n

∑

x∈E(H′)

wt(x).

Тогда из (15) имеем неравенство wt(ℓ(n, β))/|ℓ(n, β)| 6 β, т. е. частота
единиц в слове ℓ(n, β) не превосходит β. Так как d̄(n, β) > |ℓ(n, β)| то, из
(16) получаем

v(n, β) − d̄(n, β) < n. (17)

Непосредственно из определения величин v(n, β) и d̄(n, β), следует, что

v(n, β) − d̄(n, β) > 0.

Теорема 1 доказана.
Из теоремы 1, леммы 2 и (16) имеем

Следствие 1. Пусть 0 < β < 1/2 и k0 = ⌈βn+ β/(1− 2β)− 1⌉. Тогда
при n→ ∞

|ℓ(n, β)| =
(1 − β)(n− k0)(1 + o(1))

(1 − 2β)(n − 2k0)(k0 − nβ + 1)

(
n

k0

)
. (18)

Применяя формулу Стирлинга n! = nne−n
√

2πn(1+o(1)) к равенству
(18), нетрудно получить неравенства

C1
enh(β)

√
n

6 |ℓ(n, β)| 6 C2
enh(β)

√
n
, (19)

где h(β) = −β lnβ − (1 − β) ln(1 − β) и C1 > 0, C2 > 0 — некоторые
константы.

Из кругового слова ℓ(n, β) нетрудно построить более длинное обычное
слово с аналогичными свойствами, а именно справедливо

Следствие 2. При любом β, 0 < β < 1/2, найдется слово w ∈ {0, 1}∗
такое, что wt(w)/|w| 6 β и

|w| = |ℓ(n, β)| + n+ n

⌊
β(n − 1)

k0 + 2 − βn

⌋
− 1,
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где k0 = ⌈βn+ β/(1 − 2β) − 1⌉.
Утверждение аналогичное теореме 1 справедливо для некруговых

слов.

Теорема 2. Пусть 0 < β < 1/2. Тогда

v(n, β) + n

⌊
β(n− 1)

k0 + 2 − βn

⌋
− 1 < d(n, β) 6 v(n, β) + n+

βn(n− 1)

k0 + 1 − βn
,

где k0 = ⌈βn+ β/(1 − 2β) − 1⌉.
Доказательство. Оценка снизу получается из следствия 2 и неравен-

ства (16). Предположим найдется такое двоичное слово w ∈ U(n, β), что
a = |w| − n − v(n, β) > 0. В противном случае оценка сверху очевидна.
Пусть w̄ — круговое слово, полученное зацикливанием слова w. Пусть
B — множество подслов длины n слова w̄. Упорядочим подслова множе-
ства B по возрастанию веса и объединим v(n, β)+1 первых в множество
B1.

По определению числа v(n, β), если x ∈ B\B1, то

wt(x) > k(n, β) + 1 > k0 + 1

и 

∑

x∈B1

wt(x)



/

(n(v(n, β) + 1)) > β. (20)

Поскольку по крайней мере |w|−n+1 подслов длины n слова w̄ различны,
то |B\B1| > |w| − n + 1 − v(n, β) − 1 = a. Следовательно, справедливы
неравенства

wt(w)

|w| >

∑
x∈B

wt(x)

n|w| >

(1 + k0)a+
∑

x∈B1

wt(x)

n|w| . (21)

Тогда из (20), (21) и определения слова w имеем

β >
wt(w)

|w| > β
v(n, β) + 1

|w| +
(k0 + 1)a

n|w| = β
|w| − n− a+ 1

|w| +
(k0 + 1)a

n|w| .

Отсюда непосредственно вытекает, что

a 6
βn(n− 1)

k0 − βn+ 1
.

Теорема 2 доказана.
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§ 3. Аддитивная сложность слов ℓ(n, β)

Схемой конкатенации слова w ∈ {0, 1}∗ называется последователь-
ность слов v(−1) = 0, v(0) = 1, v(1), . . . , v(m) = w такая, что каждое
слово v(i) является конкатенацией двух предыдущих слов v(j1) и v(j2),
т. е. v(i) = v(j1)v(j2), где j1, j2 < i. Аддитивной сложностью слова w
называется величина l(w) = minm, где минимум берется по всем схемам
конкатенации слова w.

Слово u называется максимальным суффиксом слова w, если w пред-
ставимо в виде w = vu, где u является либо подсловом слова v, либо бук-
вой. Причем слово u имеет максимальную возможную длину. Пусть w =
u(0)u(1) . . . u(k), где u(i) — максимальный суффикс слова u(0)u(1) . . . u(i).
Суффиксной сложностью слова w называется величина l∗(w) = k. В ра-
боте [2] показано, что

l∗(w) 6 l(w) (22)

для произвольного слова w ∈ {0, 1}∗.
Рассмотрим множество слов

B(K,N) = {w ∈ {0, 1}N | wt(w) = K}.

Из работы [1] следует, что

max
w∈B(K,N)

l(w) =
h(β)N

lnN
(1 + o(1)) (23)

при N → ∞ и K/N → β, где 0 < β < 1/2 и h(β) = −β lnβ− (1−β) ln(1−
β).

Покажем, что среди слов w ∈ B(K,N) максимум величины l(w)
асимптотически достигается на подсловах круговых слов ℓ(n,K/N).

Рассмотрим n такое, что

|ℓ(n− 1,K/N)| − n < N 6 |ℓ(n,K/N)| − n. (24)

Из максимальности слова ℓ(n,K/N) легко следует, что для достаточ-
но больших N в круговом слове ℓ(n,K/N), удовлетворяющем неравен-
ству (24), найдется подслово длины N с весом, большим K. Из опре-
деления слова ℓ(n,K/N) следует, что в нем найдется подслово длины
N с весом, меньшим K. Поскольку в круговом слове имеются подсло-
ва одинаковой длины всех промежуточных весов, то в круговом слове
ℓ(n,K/N) найдется подслово u(N) длины N , содержащее K единиц. По
определению слова ℓ(n,K/N) все подслова длины n в слове u(N) раз-
личные. Тогда

l∗(u(N)) > ⌊N/(n − 1)⌋. (25)
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Из (19) и (24) имеем

C1
enh(β)

√
n

6 N 6 C2
enh(β)

√
n
,

где C1 > 0 и C2 > 0 — некоторые константы. Тогда n = ln N
h(β)(1+o(1)) при

N → ∞. Следовательно, из (22) и (25) при N → ∞ и K/N → β получаем

l(u(N)) >
Nh(β)

lnN
(1 + o(1)). (26)

Таким образом из (23) и (26) вытекает, что слова u(N) имеют асимп-
тотически максимальную аддитивную сложность среди слов из B(K,N).
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