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АЛГОРИТМЫ С УЛУЧШЕННЫМИ ОЦЕНКАМИ

ТОЧНОСТИ ДЛЯ ЗАДАЧИ О ПОКРЫТИИ

МНОЖЕСТВАМИ∗)

А. А. Агеев

Рассматривается классическая задача о покрытии множествами:
для заданного конечного множества I и семейства его подмножеств
{Sj | j ∈ J} с приписанными неотрицательными весами wj требу-
ется найти подсемейство {Sj | j ∈ J∗} с минимальным суммарным
весом среди всех подсемейств, объединение которых совпадает с I. В
работе предлагаются алгоритмы с улучшенными оценками точности
для некоторых NP-трудных частных случаев этой задачи.

Введение

В задаче о покрытии множествами (далее Set Cover) заданы ко-
нечное множество I и семейство его подмножеств {Sj |j ∈ J} такое, что⋃
j∈J

Sj = I. Каждому множеству Sj приписан неотрицательный вес wj .

Требуется найти подсемейство {Sj |j ∈ J∗} с минимальным суммарным
весом среди всех подсемейств, объединение которых совпадает с I (ина-
че говоря, покрывает все элементы множества I). В дальнейшем будем
считать, что I = {1, . . . , m}, J = {1, . . . , n}. Задача Set Cover легко
может быть переформулирована как задача целочисленного линейного
программирования. Для этого введем булеву матрицу A = (aij) размера
m×n, определенную следующим образом: aij = 1, если i ∈ Sj , и aij = 0 в
противном случае. Каждому подмножеству Sj поставим в соответствие
булеву переменную xj по правилу: xj = 1, если Sj входит в покрытие,
и xj = 0 в противном случае. В введенных обозначениях задача Set

Cover эквивалентна следующей задаче: найти

min F (x) =
∑

j∈J

wjxj (1)
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при ограничениях:
∑

j∈J

aijxj > 1, i ∈ I, (2)

xj > 0, j ∈ J, (3)

xj ∈ {0, 1}, j ∈ J. (4)

Для формулировки других результатов потребуются обозначения для
некоторых параметров матрицы A:

• r(A) — максимальное число единиц в строке матрицы A;
• c(A) — максимальное число единиц в столбце матрицы A;
• d(A) — максимальное число блоков из последовательных единиц в

строке матрицы A.
Известно, что задача Set Cover является NP-трудной [7]. Более то-

го, установлено [6], что из существования полиномиального алгоритма
для ее решения с оценкой точности (1−o(1)) lnm вытекает, что задачи из
класса NP могут быть решены алгоритмами с трудоемкостью nO(log log n)
(что принято считать столь же невероятным, как NP=P). С другой сто-
роны, известно [5], что жадный алгоритм решает задачу Set Cover с
оценкой точности

c(A)∑

t=1

1

t
6 lnm + 1,

т. е. для Set Cover жадный алгоритм в определенном смысле имеет
наилучшую из возможных оценок точности (более точная оценка в тер-
минах m установленa в [14]).

Если c(A) = 2, то задача полиномиально разрешима; она сводится к
задаче о покрытии вершин графа ребрами. Для каждого фиксирован-
ного значения c(A) > 3 задача NP-трудна [7], но при этом, как нетруд-
но видеть, упомянутый выше жадный алгоритм применительно к этому
частному случаю имеет константную оценку точности. С другой сто-
роны, Set Cover может быть решена малотрудоемким двойственным
алгоритмом с оценкой точности r(A) [4]. Для каждого значения r(A)
эта оценка, по-видимому, неулучшаема. По крайней мере, для задачи о
вершинном покрытии, соответствующей случаю r(A) = 2, до настоящего
времени не доказана, но и не опровергнута гипотеза [11], утверждающая,
что существование алгоритма с оценкой точности 2 − ε влечет NP=P.

В [8] рассмотрена задача о протыкании прямоугольников минималь-
ным числом прямых, параллельных осям. Эта задача легко сводится к
Set Cover c матрицей A = (A′|A′′), где A′ и A′′ — матрицы с d(A) = 1.
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Известно [9], что эта задача NP-трудна. В [8] построен алгоритм с оцен-
кой точности 2 для решения данной задачи, основанный на оригинальной
идее округления линейной релаксации.

Основными результатами настоящей работы являются два новых при-
ложения расширенного варианта этого метода. Первое приложение — ал-
горитм General с оценкой точности d(A) для задачи о покрытии множе-
ствами в общей постановке. Ясно, что d(A) всегда не превосходит r(A),
но в отличие от r(A) параметр d(A) зависит от перестановки столбцов
матрицы A. В конкретных примерах и некоторых частных случаях d(A)
(например, когда d(A) 6 const) может иметь существенно меньшее зна-
чение. Этот алгоритм обобщает алгоритм, построенный в [8].

Второе приложение имеет результатом алгоритм Special, который
также обобщает алгоритм, построенный в [8], но обеспечивает лучшую
оценку точности (почти двукратное улучшение, если сравнивать с преды-
дущим алгоритмом) для одного интересного частного случая Set Cover.

1. Базовая лемма и общая схема метода

Внимательный анализ предложенного в [8] алгоритма приводит к за-
ключению, что его ключевая идея содержится в следующей лемме.

Рассмотрим индивидуальную задачу Set Cover с матрицей ограни-
чений A.

Лемма 1. Пусть x — оптимальное решение линейной релаксации и
A′ = (a′ij)(i ∈ I, j ∈ J) — булева матрица, удовлетворяющая условиям:

1. Множество единиц матрицы A′ является подмножеством множе-
ства единиц матрицы A, т. е.

a′ij 6 aij (5)

для любых i ∈ I и j ∈ J .
2. Существует число α(A) > 0 такое, что при любом i ∈ I

∑

j∈J

a′ijxj >
1

α(A)
. (6)

3. Линейная релаксация задачи Set Cover c матрицей ограничений
A′ имеет целочисленное оптимальное решение x′.

Тогда x′ — допустимое решение исходной задачи и

F (x′) 6 α(A)F (x∗)

для любого допустимого решения x∗ исходной задачи.
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Доказательство. Из условия 2 вытекает, что в каждой строке матри-
цы A′ имеется по крайней мере одна единица. Это обстоятельство вместе
с условием 1 влечет допустимость решения x′ для исходной задачи. С
другой стороны, из (6) следует, что α(A)x — допустимое решение зада-
чи с матрицей A′. Следовательно, F (x′) 6 F (α(A)x). В силу линейности
F имеем F (α(A)x) 6 α(A)F (x), что по определению x не превосходит
α(A)F (x∗) для любого допустимого решения x∗ исходной задачи. Лемма
1 доказана.

Опишем общую схему эффективного применения этой леммы. Пусть
частный случай задачи Set Cover определяется некоторым классом
матриц ограничений A. Предположим, что по любой матрице A ∈ A и
любому оптимальному решению линейной релаксации задачи Set Cover

с матрицей ограничений A за полиномиальное время можно построить
полностью унимодулярную матрицу A′, удовлетворяющую условиям 1
и 2. Тогда любое оптимальное решение x′ задачи Set Cover с матрицей
A′ (заметим, что оно целочисленно) будет одновременно оптимальным
решением линейной релаксации этой задачи, т. е. условие 3 также вы-
полняется. Поскольку задача Set Cover с полностью унимодулярной
матрицей сводится к линейной релаксации [10, 12], x′ можно найти за по-
линомиальное время. Таким образом, для данного частного случая Set

Cover мы получаем полиномиальный приближенный алгоритм, имею-
щий согласно лемме 1 оценку точности α(A).

В следующих разделах мы представим новые реализации этой схемы.

2. Алгоритм для общего случая

Заметим, что при d(A) = 1 задача полиномиально разрешима (за
время O(mn), если свести задачу к задаче минимизации правильного
полинома от булевых переменных (см. [2]) и затем применить алгоритм
из [3]). Более того, в этом случае матрица A является полностью унимо-
дулярной [13, c. 540–544].

Пусть Ui = {j ∈ J | aij = 1}, т. е. Ui есть множество столбцов,
имеющих единицу в пересечении с i-й строкой. Множество Ui можно
представить как объединение U1i ∪ U2i ∪ . . . ∪ Ukii блоков из последова-
тельных единиц, разделенных нулями.

Алгоритм General. Алгоритм состоит из трех этапов. На первом
этапе решается линейная релаксация (1)–(3). Пусть x — оптимальное
решение задачи (1)–(3).

На втором этапе по решению x строится такая булева матрица A′,
что d(A′) = 1. Осуществляется это следующим образом. Ограничение
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(2) может быть записано в виде

ki∑

t=1

∑

j∈Uit

xj > 1.

Из этого представления видно, что для некоторого блока Ui′t

∑

j∈Uit′

xj > 1/ki > 1/d(A).

В новой матрице A′ оставляем только этот блок и так поступаем со всеми
строками. В итоге для каждого i ∈ I имеем

∑

j∈J

a′ijxj > 1/d(A).

На третьем этапе решается задача о покрытии с матрицей A′ и той же ве-
совой функцией w. Результатом работы алгоритма General будет x′ —
оптимальное решение этой задачи.

Анализ алгоритма. Сложность алгоритма определяется трудоемко-
стью решения линейной релаксации (1)–(3).

Поскольку из описания алгоритма ясно, что матрица A′ и найденное
решение x′, удовлетворяют условиям леммы 1 с α(A) = d(A), построен-
ный алгоритм имеет оценку точности d(A).

3. Алгоритм для частного случая

В этом разделе мы покажем, что применяя тот же метод можно полу-
чать алгоритмы с лучшими оценками точности для некоторых частных
случаев задачи Set Cover.

Рассмотрим частный случай задачи Set Cover, в котором матрица
ограничений A разбивается по строкам на r полностью унимодулярных
матриц, т. е. A = (B1|B2| . . . |Br), где Bl — полностью унимодулярная
матрица для каждого l = 1, . . . , r. Назовем матрицы Bl составляющи-
ми матрицами матрицы A. Покажем, что в этом случае задача Set

Cover может быть решена полиномиальным приближенным алгорит-
мом с оценкой точности r.

Алгоритм Special. Алгоритм состоит из трех этапов.
На первом этапе находится оптимальное решение x линейной релак-

сации (1)–(3).
На втором этапе в соответствии с этим решением матрица A преоб-

разуется в булеву матрицу A′ = (a′ij) с тем же числом строк и столбцов.



8 А. А. Агеев8 А. А. Агеев8 А. А. Агеев

Через Jt обозначим множество столбцов матрицы A, являющихся столб-
цами матрицы Bt. Представим i-e ограничение из (2) в следующем виде

r∑

t=1

∑

j∈Jt

aijxj > 1.

Из этой записи ясно, что для каждого i ∈ I можно найти число ti такое,
что ∑

j∈Jti

aijxj >
1

r
.

Для каждого i ∈ I и каждого j ∈ J полагаем

a′ij =

{
aij , если j ∈ Jti ,

0 в противном случае.

По построению матрица A′ отличается от матрицы A тем , что каж-
дая ее строка содержит целиком строку одной из составляющих подмат-
риц Bl, причем все остальные элементы этой строки, соответствующие
элементам других составляющих подматриц, равны нулю. Отсюда сле-
дует, что перестановками строк и столбцов матрица A′ приводится к
диагональному виду




B′
1

B′
2

. . .
B′

r


 ,

где B′
l — подматрица матрицы Bl для каждого l, а все элементы вне

диагональных подматриц равны нулю.
Напомним, что согласно определению матрица является полностью

унимодулярной, если определитель любой из ее подматриц равен 0,±1.
Таким образом, диагональные подматрицы матрицы A′ полностью уни-
модулярны. Поэтому сама матрица A′ полностью унимодулярна.

На третьем этапе находится оптимальное решение x′ задачи Set Co-

ver c матрицей ограничений A′ и весами подмножеств w. Выше уже
было отмечено, что эта задача сводится к решению задачи линейного
программирования и поэтому может быть решена за полиномиальное
время. Решение x′ объявляется результатом работы алгоритма Special.

Анализ алгоритма. Трудоемкость построенного алгоритма, как и в
случае алгоритма для общего случая, определяется трудоемкостью ре-
шения линейной релаксации.
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Из построения и сказанного ясно, что матрица A′ удовлетворяет усло-
виям леммы 1 c α(A) = r. Таким образом, по лемме 1 алгоритм Special

имеет оценку точности r.
Построенный алгоритм также обобщает алгоритм из работы [8].
Укажем другое интересное следствие из полученного результата.
Рассмотрим задачу Set Cover, в которой матрица ограничений A

имеет вид A = (A1|A2| . . . |As), где Al (l = 1, . . . , s)— булева матрица,
содержащая в каждой строке не более одной единицы. Заметим, что при
s 6 2 матрица A полностью унимодулярна [12] и, следовательно, задача
полиномиально разрешима (сводится к задаче о минимальном разрезе в
двудольном графе [1, 2]). При любом s > 3 задача NP-трудна [2].

Заметим, что алгоритм [4] и алгоритм, построенный в предыдущем
разделе, применительно к данной задаче находят решения с оценкой точ-
ности не лучше s. Из полученного в этом разделе результата следует, что
данная задача может быть решена с точностью r = ⌈s/2⌉.

В самом деле, поскольку при любом l = 1, . . . , s − 1 матрицы Al,
(Al|Al+1) полностью унимодулярны, матрица A разбивается по строкам
на r = ⌈s/2⌉ полностью унимодулярных подматриц:

A = (B1|B2| . . . |Br),

где Bt = (A2t−1|A2t) для t = 1, . . . , r − 1 и

Br =

{
(A2r−1|A2r), если s четно;
A2r−1, если s нечетно.
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