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ПОСТРОЕНИЕ РЕЛАКСАЦИИ ПОЛИТОПА

СИММЕТРИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ О КОММИВОЯЖЕРЕ

НА ОСНОВЕ СИЛЬНО РАЗРЕШИМОГО СЛУЧАЯ

КАЛЬМАНСОНА∗)

В.М.Демиденко

На основе условий Кальмансона, гарантирующих достижение ми-
нимума функционала симметрической задачи о коммивояжере на
цикле заданного вида, построена релаксация ее политопа в аффин-
ном матричном пространстве минимальной размерности, содержа-
щем этот политоп.

Одно из наиболее интересных и важных с теоретической и практи-
ческой точек зрения направлений в исследовании NP-трудной задачи о
коммивояжере связано с изучением ее политопа. Это направление, отно-
сящееся к полиэдральной комбинаторике, широко представлено в моно-
графиях [21, 25] и включает исследование отношения смежности, опре-
деленного на множестве минимальных граней (вершин) этого полито-
па, описание его граней максимальной размерности (фасет), построение
различных его релаксаций на основе комбинаторных свойств допусти-
мых решений (гамильтоновых циклов) и их различные алгоритмические
применения. Конечной целью исследований рассматриваемого политопа
в указанных направлениях является его полиэдральное описание в виде
системы линейных уравнений и неравенств, т. е. линеаризация задачи
коммивояжера. Получение такого описания позволило бы в полном объ-
еме использовать достаточно хорошо развитый аппарат линейного про-
граммирования для разработки эффективных методов решения данной
задачи. Однако трудности принципиального характера, возникающие на
пути линеаризации задачи о коммивояжере, например, NP-полнота рас-
познавания смежности вершин ее политопа [26] и проверки свойств, опре-
деляющих отдельные классы его фасет [19], а также сравнительно малое
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число комбинаторных свойств гамильтоновых циклов приводят к необ-
ходимости расширения базовой основы для построения новых релакса-
ций задачи и выделения новых классов фасет ее политопа. До насто-
ящего времени, в основном, использовались лишь отдельные свойства
гамильтоновых циклов, которые позволили установить, что политопы
задач о минимальном 1-дереве [22, 23] и совершенном 2-сочетании [17],
задачи о назначениях [18], а также политопы, порождаемые ограниче-
ниями устранения подциклов [12] и неравенствами, соответствующими
деревьям клик [20], являются приемлемыми с вычислительной точки
зрения релаксациями политопа рассматриваемой задачи.

В работах [1, 4, 15] отмечалось, что для построения релаксаций за-
дачи о коммивояжере можно использовать ее специальные случаи, для
которых гарантировано достижение оптимума на заранее заданном цик-
ле, так называемые сильно разрешимые случаи [9, 11]. Эти случаи, как
правило, определяются избыточными однородными системами линейных
неравенств, которые в матричном пространстве задают конусы специ-
ального вида, связанные с вершинами политопа задачи о коммивояже-
ре. Описание в явном виде множеств образующих таких конусов позво-
ляет строить различные релаксации исходной задачи. В данной статье
на основе сильно разрешимого случая симметрической задачи о комми-
вояжере, определяемого матрицами Кальмансона [2, 13, 24], построена
релаксация ее политопа в минимальном аффинном пространстве, содер-
жащем этот политоп. При построении релаксационного политопа исполь-
зовалось множество образующих конуса матриц Кальмансона, описание
которого в явном виде приведено в [4]. Отметим, что аддитивная харак-
теризация матриц Кальмансона приведена в [16], а обобщение условий
Кальмансона на случай несимметрической задачи о коммивояжере при-
ведено в [1, 10].

1. Предварительные сведения, основные понятия и
обозначения

Пусть R — поле вещественных чисел, R
n×n — пространство веще-

ственных квадратных матриц порядка n, Sn — симметрическая группа
подстановок, действующая на множестве Nn = {1, 2, . . . , n}, Tn — мно-
жество всех циклов длины n из Sn. Произвольная подстановка σ из Sn

трактуется как взаимно однозначное (биективное) отображение множе-
ства Nn в себя, переводящее i из Nn в σ(i). Для обозначения произвольно-
го цикла из Tn в дальнейшем используется запись τ = (i1, i2, . . . , iℓ, iℓ+1,
. . . , in), в которой iℓ+1 = τ(iℓ), τ(in) = i1. С помощью введенных обо-
значений известная задача о коммивояжере (ЗК) в терминах подстано-
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вок формулируется как задача нахождения в Tn такого цикла τ0, что
fA (τ0) 6 fA (τ) для произвольного τ из Tn, где A = [aij] ∈ R

n×n и
fA (τ) =

∑n
i=1 aiτ(i). В случае, когда матрица A принадлежит R

n×n
s —

подпространству симметрических матриц пространства R
n×n — имеем

симметрическую задачу о коммивояжере (СЗК).
В 1975 г. К.Кальмансоном [24] были получены условия сильной раз-

решимости СЗК, гарантирующие достижение минимума функционала
fA (τ) на цикле τ0 = (1, 2, . . . , n) . Эти условия, накладываемые на эле-
менты матрицы X = [xij ] из R

n×n
s , записываются в виде однородной

системы линейных неравенств

xij +xkl−xik−xjℓ 6 0, xiℓ+xjk−xik−xjℓ 6 0, i < j < k < l ∈ Nn, (1)

которая в R
n×n
s задает конус K специального вида . В дальнейшем

этот конус называется конусом Кальмансона. Согласно [7, с. 155], лю-
бой конус, в частности и конус K, представим в виде прямой суммы
K = L + K

⊥, в которой через L обозначено пространство линейности
конуса K (максимальное подпространство пространства R

n×n
s , содержа-

щееся в K), а через K
⊥ — ортогональная проекция конуса K на про-

странство L
⊥ — ортогональное дополнение L в R

n×n
s . Таким образом, по

определению имеет место равенство K
⊥ = K ∩ L

⊥.
Введем в рассмотрение бинарные матрицы Eij , где i, j ∈ Nn, каждая

из которых имеет единственный ненулевой элемент, стоящий на пересе-
чении i-й строки и j-го столбца. Далее, для p и q, 1 6 p < q 6 n, положим
Fpq = Epq + Eqp и определим множество B, состоящее из матриц вида

B
′

ijkℓ = Fij + Fkℓ − Fik − Fjℓ, B
′′

ijkℓ = Fiℓ + Fjk − Fik − Fjℓ,

i < j < k < ℓ ∈ Nn. (2)

Очевидно, что множество матриц B ⊂ R
n×n
s порождает однородную

систему линейных неравенств вида slu B =
{
(B, X) 6 0 |B ∈ B

}
, где

(B, X) =
n∑

i=1

n∑
j=1

bijxij — скалярное произведение матриц B = [bij ] и

X = [xij] . Непосредственной проверкой легко убедиться, что в случае
симметричности матрицы X = [xij ] система (1) эквивалентна введенной
системе неравенств slu B. Далее выделим в B подмножество B1, состо-
ящее из матриц B

′

1i+1i+2n и B
′′

ii+1jj+1, где 1 6 i 6 j − 2 6 n− 3, которые
в дальнейшем для упрощения изложения обозначаются соответственно
через Bi+1 иBij .Подмножество матриц B1, очевидно, порождает подсис-
тему системы slu B вида slu B1 =

{
(B, X) 6 0 |B ∈ B1

}
. Эквивалент-

ность системы slu B своей подсистеме slu B1, установленная в [2, 13],
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позволила полностью описать пространства L, L
⊥ [2, 16] и указать в яв-

ном виде минимальные грани конусов K и K
⊥ [4]. Сформулируем в виде

отдельных утверждений результаты из указанных выше работ, которые
понадобятся в дальнейшем.

Лемма 1. Справедливы следующие предложения:
(а) конус Кальмансона K совпадает с множеством решений системы

неравенств slu B1;

(b) множество матриц E =
{
Eii, Ei =

n∑
i6=j=1

( Eij +Eji) ∈ R
n×n
s | i ∈

Nn

}
образует базис пространства линейности L конуса Кальмансона K.

Рассмотрим симметричные матрицы Ui+1 =
[
u

(i+1)
pq

]
, Uij =

[
u

(ij)
pq

]
,

1 6 i 6 j − 2 6 n − 3, в которых верхние треугольники определяются
соотношениями:

u(i+1)
pq =





0, если 1 6 p = q 6 n,
−(n− i− 2)(n − i− 1), если 1 6 p < q 6 i+ 1,

(n− i− 2)i, если 1 6 p 6 i+ 1, i+ 2 6 q 6 n,
−(i+ 1)i, если i+ 2 6 p < q 6 n,

(3)

u(ij)
pq =





0, если 1 6 p = q 6 n,
−(j − i− 1)(j − i), если 1 6 p < q 6 i,

либо j + 1 6 p < q 6 n,
−(j − i− 1)(j − i), если 1 6 p 6 i, j + 1 6 q 6 n,

(j − i− 1)(n − j + i− 1), если 1 6 p 6 i,
i+ 1 6 q 6 j,

(j − i− 1)(n − j + i− 1), если i+ 1 6 p 6 j,
j + 1 6 q 6 n,

−(n− j + i)(n − j + i− 1), если i+ 1 6 p < q 6 j.

(4)

Из соотношений (3) и (4) следует, что матрицы Ui+1, Uij, 1 6 i 6

j−2 6 n−3, принадлежат пространству R
n×n
s , имеют клеточную струк-

туру и соответственно состоят из четырех и девяти клеток. Схематичное
изображение матриц Ui+1 и Uij приведено на рис., на котором показано,
что матрица Ui+1 разбивается на клетки (i + 1)-й строкой и (i + 1)-м
столбцом, а матрица Uij — i-й строкой и j-м столбцом; при этом все
элементы каждой клетки введенных матриц, исключая диагональные,
отличны от нуля и равны между собой. Значения элементов клеток обо-
значены числами, стоящими в центре прямоугольников, изображающих
соответствующие клетки. В дальнейшем введенное множество матриц
обозначается через U .
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Теорема 1. Матрицы Ui+1 и Uij из L
⊥, 1 6 i 6 j − 2 6 n − 3,

с точностью до умножения на положительные множители из R обра-
зуют единственную систему направляющих крайних лучей конуса K

⊥

(множество образующих конуса), для которой справедливы соотноше-
ния

(Bi+1, Ui+1) = −(n− 1)(n − 2), (B, Ui+1) = 0 при B 6= Bi+1,

(Bij, Uij) = −(n− 1)(n − 2), (B, Uij) = 0 при B 6= Bij,
(5)

где B — произвольная матрица из B1.

Далее понадобятся матрицы подстановок и так называемые пере-
нумерованные матрицы. Определим эти матрицы и перечислим их ос-
новные свойства, которые неоднократно будут использоваться при до-
казательстве вспомогательных и основных утверждений. Под матрицей,
соответствующей подстановке σ из Sn, понимается бинарная матрица
σ = [sij] с ненулевыми элементами siσ(i), где i ∈ Nn. В дальнейшем та-
кие матрицы будем называть матрицами подстановок. При заданной
подстановке σ через Aσ = [a′

ij] обозначается матрица σ−1Aσ, подобная
матрице A = [aij ], где σ−1 — матрица, обратная к σ. Простая провер-
ка показывает, что для элементов матрицы Aσ выполняются равенства
a′

ij = aσ(i)σ(j), i, j ∈ Nn. Поэтому матрица Aσ называется перенумерован-
ной посредством σ матрицей A. Для перенумерованных матриц имеют
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место соотношения
(

k∑

i=1

λiAi

)σ

=

k∑

i=1

λiA
σ
i , (Aσ

i )ρ = Aρσ
i , (Ai, Aj) = (Aσ

i , A
σ
j ), (6)

где A1, . . . , Ak ∈ R
n×n, λ1, . . . , λk ∈ R и σρ— произведение подстановок σ,

и ρ из Sn, которое определяется равенствами σρ(i) = σ(ρ(i)), где i ∈ Nn.
Для перенумерованных матриц подстановок и матриц Eij , кроме (6),
дополнительно выполняются соотношения

τ σ = τσ, τ −1 = τ−1,
(
τ−1

)σ
= ( τ σ )−1, E σ

ij = Eσ(i)σ(j), (7)

τ, σ ∈ Sn, i, j ∈ Nn.

Для любых подмножеств A ⊆ R
n×n и S ⊆ Sn полагаем

A
S =

{
Aσ ∈ R

n×n |A ∈ A, σ ∈ S
}
.

В случае A
S = A множество матриц A называется инвариантным от-

носительно S. Выделим в Sn стабилизатор элемента 1, т. е. группу под-
становок S1

n = {σ ∈ Sn |σ(1) = 1} . Если для произвольного цикла τ из
Tn использовать запись τ = (1, i2, . . . , in) , то согласно [6, с. 17] Tn ={
τσ
0 |σ ∈ S1

n

}
, где τ0 = (1, 2, . . . , n) , τσ

0 = στσ−1 и σ−1 — подстановка,
обратная к σ. Введенное представление для Tn позволяет сформулиро-
вать ЗК в теоретико-групповой постановке как задачу поиска в группе
S1

n такой подстановки ρ, что fA (τρ
0 ) 6 fA (τσ

0 ) для произвольной σ из S1
n

при условии A = [aij ] ∈ R
n×n.

Нетрудно проверить, что для произвольной матрицы A из R
n×n
s и

произвольной подстановки σ из S1
n выполняется равенство fA (τσ

0 ) =

fA

(
(τσ

0 )−1
)
, из которого, ввиду (τσ

0 )−1 ∈ Tn, следует, что минимум

функционала СЗК всегда достигается на паре различных циклов τρ
0 и

(τρ
0 )

−1
. Для устранения неоднозначности в определении минимума СЗК

используется ее матричная постановка. Введем бинарную матрицу T0 =
τ0 + τ0

−1 и положим T =
{
T σ

0 ∈ R
n×n
s |σ ∈ S1

n

}
. Тогда с учетом введен-

ных соглашений в матричной постановке СЗК формулируется как задача
нахождения в T такой матрицы T ρ

0 , что (A, T ρ
0 ) 6 (A, T σ

0 ) для произ-
вольной матрицы T σ

0 из T при условии, что A ∈ R
n×n
s . Равносильность

теоретико-групповой, матричной, а следовательно, и исходной постано-
вок СЗК, вытекает из равенства (A, T σ

0 ) = 2fA (τσ
0 ) , справедливость ко-

торого для произвольных A ∈ R
n×n
s и σ ∈ S1

n доказывается с помощью
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соотношений (6) и (7). Для СЗК в матричной постановке естественным
образом определяется ее политоп

P СЗК =
{
X ∈ R

n×n
s |X =

∑

σ∈S1
n

λσT
σ
0 ,

∑

σ∈S1
n

λσ = 1, 0 6 λσ ∈ R
}
,

представляющий собой линейную выпуклую оболочку множества мат-
риц T . Для обозначения вершин политопа P СЗК и его аффинной оболоч-
ки (аффинного пространства минимальной размерности, содержащего
P СЗК), используются соответственно стандартные обозначения vert P СЗК

и aff P СЗК. При доказательстве утверждений следующего раздела пона-
добится описание aff P СЗК, приведенное в [12], [25, с. 259].

Теорема 2. Пространство aff P СЗК совпадает с множеством решений
системы уравнений

i−1∑

j=1

xji +
n∑

j=i+1

xij = 2, xii = 0, i ∈ Nn, (8)

при этом dim
(
aff P СЗК

)
= dim P СЗК = n(n− 3)/2.

Наконец, используя матричную постановку СЗК, сформулируем ос-
новной результат работы К. Кальмансона [24], который понадобится при
доказательстве леммы 6.

Теорема 3. Для любой матрицы C из конуса K и любой подстанов-
ки σ из S1

n выполняется неравенство (C, T σ
0 ) > (C, T0) .

При доказательстве основных утверждений данной статьи понадо-
бятся леммы 2–4, которые приводятся в следующем разделе.

2. Вспомогательные утверждения

В работах [2, 16] показано, что множество матриц B1 образует базис
пространства L

⊥. Явный вид разложений матриц вида (2) по базису B1

устанавливает

Лемма 2. Для матриц B
′

ijkℓ и B
′′

ijkℓ, из множества B выполняются
равенства:

B
′′

ijkℓ =

j−1∑

r=i

ℓ−1∑

s=k

Brs для всех 1 6 i < j < k < ℓ 6 n, (9)

B
′

ijkℓ = B
′

1jkn +B
′′

1ijk +B
′′

jkℓn для всех 1 6 i < j < k < ℓ 6 n, (10)

B
′

1jkn =

k−1∑

r=j

Br для всех 2 6 j < k 6 n− 1. (11)
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Доказательство. Справедливость (9) неоднократно отмечалась в ра-
ботах [2, 13, 15], [25, с. 100]. Поэтому докажем (10). Подставив в сумму
B

′

1jkn + B
′′

1ijk + B
′′

jkℓn вместо слагаемых их выражения из (2) и проведя

несложные преобразования, получим B
′

1jkn +B
′′

1ijk +B
′′

jkℓn = (F1j +Fkn−
F1k −Fjn) + (F1k +Fij −F1j −Fik) + (Fjn +Fkℓ −Fjℓ −Fkn) = Fij +Fkℓ −
Fik −Fjℓ = B

′

ijkℓ, что доказывает справедливость (10). Аналогичной под-

становкой убеждаемся в справедливости равенств B
′

1pkn = Bp + B
′

1p+1kn

для всех p, где j 6 p 6 k − 1. Просуммировав по p = j, j + 1, . . . , k − 1
полученные равенства и удалив одинаковые слагаемые из левой и правой
частей результирующего равенства, получим (11). Лемма 2 доказана.

При доказательстве леммы 7 используются следующие два важных
свойства множества матриц T .

Лемма 3. Множество матриц T инвариантно относительно S1
n и сов-

падает с vert P СЗК.

Доказательство. Чтобы убедиться в инвариантности T относитель-
но S1

n, достаточно установить справедливость равенства T = T
S1

n . Как
уже отмечалось выше, S1

n является группой. Пусть ε — тождественная
подстановка. Тогда T = T

ε ⊆ T
S1

n , так как ε ∈ S1
n. Далее, произвольная

матрица из T
S1

n имеет вид
(
T σ

0

)ρ
, где σ, ρ ∈ S1

n. Отсюда с учетом (6) и

ρσ ∈ S1
n следует, что

(
T σ

0

)ρ
= T ρσ

0 ∈ T . Таким образом T
S1

n ⊆ T и с

учетом доказанного обратного включения имеем T = T
S1

n .
Равенство T = vert P СЗК справедливо, если T является выпукло неза-

висимым множеством в R
n×n
s . Действительно, в этом случае T является

множеством крайних точек политопа P СЗК, которое согласно [5, с. 19]
совпадает с множеством vert P СЗК. Очевидно, что для доказательства
выпуклой независимости T достаточно убедится в конической незави-
симости T . В связи с этим напомним, что произвольное подмножество
из R

n×n
s , состоящее не менее чем из двух матриц, является конически

независимым, если любая матрица из этого множества не выражается в
виде линейной комбинации остальных матриц, в которой коэффициенты
неотрицательны и не все равны нулю. Предположим, что T — конически
зависимо в R

n×n
s . Тогда в T должна существовать такая матрица T ρ

0 , что
T ρ

0 =
∑
σ∈S

λσT
σ
0 , где 0 < λσ ∈ R, S ⊆ S1

n\{ρ} и | S |> 2. Следовательно,

для произвольной матрицы X из R
n×n
s должно выполняться равенство

(
T ρ

0 , X
)

=

(∑

σ∈S

λσT
σ
0 , X

)
=
∑

σ∈S

λσ

(
T σ

0 , X
)
. (12)

Так как множество S не пусто и состоит из подстановок, отличных от
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ρ, то в S найдется такая подстановка θ, что для некоторого i из Nn

будет выполняться неравенство τρ
0 (i) 6= τ θ

0 (i). Из полученного соотноше-
ния следует, что элемент матрицы T ρ

0 , находящийся на пересечении i-й
строки и τ θ

0 (i)-го столбца, и симметричный ему элемент равны 0, а со-
ответствующие им элементы матрицы T θ

0 равны 1. Следовательно, для
матриц X0 = Eiτθ

0 (i) + Eτθ
0 (i)i и T ρ

0 справедливы равенства
(
T ρ

0 , X0

)
=(

T ρ
0 , Eiτθ

0 (i)

)
+
(
T ρ

0 , Eτθ
0 (i)i

)
= 0. В то же время

(∑

σ∈S

λσT
σ
0 , X0

)
=
∑

σ∈S\{θ}

λσ

(
T σ

0 , X0

)
+
(
T θ

0 , Eiτθ
0 (i)

)
+
(
T θ

0 , Eτθ
0 (i)i

)

=
∑

σ∈S\{θ}

λσ

(
T σ

0 , X0

)
+ 2 > 0,

так как
∑

σ∈S\{θ}

λσ

(
T σ

0 , X0

)
> 0, ввиду 0 < λσ ∈ R и неотрицательнос-

ти элементов матриц T σ
0 и X0. Таким образом, установлено, что для

матрицы X0 = Eiτθ
0 (i) + Eτθ

0 (i)i не выполняется равенство (12). Получен-
ное противоречие доказывает коническую, а следовательно и выпуклую
независимость множества матриц T . Леммы 2 доказана.

Нижеследующее утверждение показывает, что направляющее вектор-
ное пространство аффинной оболочки политопа P СЗК совпадает с L

⊥.

Лемма 4. Пространство L
⊥ инвариантно относительно S1

n и для
произвольной подстановки σ из S1

n имеет место равенство aff P СЗК =
T σ

0 + L
⊥.

Доказательство. Убедимся в инвариантности пространства L
⊥ отно-

сительно S1
n, т. е. в справедливости равенства (L⊥)S

1
n = L

⊥. Включение
L

⊥ ⊆ (L⊥)S
1
n очевидно, поскольку ε ∈ S1

n (напомним, что S1
n — груп-

па и ее единичный элемент — тождественная подстановка ε). Докажем
справедливость обратного включения (L⊥)S

1
n ⊆ L

⊥. По определению L
⊥

— ортогональное дополнение в R
n×n
s пространства линейности L кону-

са K. Следовательно, в силу предложения (b) леммы 1, пространство
L

⊥ совпадает с множеством решений системы линейных уравнений вида
slg E = {(Eii, Y ) = 0, (Ei, Y ) = 0, | i ∈ Nn} . Для произвольных подста-
новки σ из S1

n и матрицы Eii из E в силу (7) справедливо равенство
(Eii)

σ = Eσ(i)σ(i) . Следовательно, Eσ(i)σ(i) ∈ E, поскольку σ(i) ∈ Nn. Да-
лее из (6), (7), биективности подстановок и коммутативности операции
сложения матриц для произвольной матрицы Ei из E следует справед-
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ливость цепочки равенств

Eσ
i =

( n∑

i6=j=1

(Eij + Eji)
)σ

=

n∑

i6=j=1

(Eij + Eji)
σ

=
n∑

i6=j=1

(
Eσ(i)σ(j) + Eσ(j)σ(i)

)
=

σ(n)∑

σ(i)6=q=σ(1)

(
Eσ(i)q + Eqσ(i)

)

=

n∑

σ(i)6=q=1

(
Eσ(i)q + Eqσ(i)

)
= Eσ(i),

из которой, поскольку σ(i) ∈ Nn, следует (Ei)
σ = Eσ(i) ∈ E. Выберем в

(L⊥)S
1
n произвольную матрицу X. Так как S1

n — группа, то можно счи-
тать, что X = Y σ−1

, где Y ∈ L
⊥ и σ ∈ S1

n. Покажем, что X = Y σ−1

— решение системы slg E, откуда будет следовать справедливость вклю-
чения (L⊥)S

1
n ⊆ L

⊥ и, следовательно, инвариантность L
⊥ относитель-

но S1
n. В силу (6) имеем

(
Eii, Y

σ−1
)

=
(
Eσ

ii,
(
Y σ−1)σ)

= (Eσ
ii, Y ) =

(
Eσ(i)σ(i), Y

)
= 0 для любого i из Nn, воскольку Eσ(i)σ(i) ∈ E и Y ∈ L

⊥.
Учитывая, что Eσ(i) ∈ E, по аналогии убеждаемся в справедливости

равенств
(
Ei, Y

σ−1
)

= (Eσ
i , Y ) =

(
Eσ(i), Y

)
= 0 для Y σ−1

и всех i из

Nn. Таким образом установлено, что любая матрица Y σ−1
из L

⊥ являет-
ся решением системы slg E и, следовательно, пространство L

⊥ является
инвариантным относительно группы подстановок S1

n.

Теперь убедимся в справедливости равенства aff P СЗК = T σ
0 + L

⊥.
Пусть σ — произвольная фиксированная подстановка из S1

n, а X = [xij ]
— произвольная матрица из T σ

0 + L
⊥. Тогда X = T σ

0 + Y, где Y ∈ L
⊥, и

для матрицы Y = X − T σ
0 должны выполняться равенства

(Ei, X − T σ
0 ) =

n∑

i6=j=1

(Eij + Eji, X − T σ
0 ) = 0, (Eii, X − T σ

0 ) = 0, i ∈ Nn,

которые в силу симметричности матрицы X и (Eii, T
σ
0 ) = 0 при i ∈ Nn

равносильны равенствам 2

(
i−1∑
j=1

(Eji, X)+
n∑

j=i+1
(Eij , X)

)
= 4, (Eii, X) =

0, где i ∈ Nn. Таким образом, систему линейных уравнений, определя-
ющую в Rn×n

s аффинное пространство T σ
0 + L

⊥, образуют равенства
i−1∑
j=1

(Eji, X) +
n∑

j=i+1
(Eij , X) = 2 и (Eii, X) = 0, где i ∈ Nn. В силу
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(Eji, X) = xji, (Eij , X) = xij, (Eii, X) = xii, приведенная система урав-
нений совпадает с системой (8), которая в силу теоремы 2 определяет
aff P СЗК. Таким образом доказано, что aff P СЗК и T σ

0 + L
⊥ являются

множествами решений одной и той же системы линейных уравнений.
Следовательно, aff P СЗК = T σ

0 + L
⊥. Лемма 4 доказана.

3. Релаксация политопа PСЗК

Методы решения NP-трудных задач комбинаторной оптимизации ти-
па ветвей и границ обычно используют релаксации решаемой задачи, ко-
торые позволяют эффективно вычислять нижние границы ее оптимума.
Под релаксацией, как правило, понимается некоторая другая комбина-
торно-оптимизационная задача, в множество допустимых решений ко-
торой инъективно вкладывается множество допустимых решений исход-
ной задачи [25], т. е. между указанными множествами устанавливается
инъективное соответствие. Политоп релаксационной задачи принято на-
зывать релаксационным политопом исходной задачи или просто его ре-
лаксацией. В данном разделе, используя свойства симметрии политопа
P СЗК, строится его релаксация P KAL на основе конуса K

⊥. Предлага-
емая релаксация помимо основного требования — инъективности вло-
жения множества вершин политопа P СЗК в множество вершин P KAL —
обладает еще двумя свойствами: P KAL принадлежит affP СЗК, а размер-
ности P KAL и P СЗК совпадают, т. е. для P KAL выполняются следующие
соотношения:

P KAL ⊆ aff P СЗК, dim P KAL = dim P СЗК, vert P СЗК ⊆ vert P KAL, (13)

где через vert P СЗК и vert P KAL обозначены множества вершин соответ-
ствующих политопов.

Перейдем к построению релаксации P KAL. Пусть −K
⊥ =

{
−Y ∈ L

⊥

Y ∈ K
⊥
}

— конус, противоположный конусу K
⊥. По теореме 1 множе-

ство U =
{
Ui, Uij ∈ L

⊥ | 1 6 i 6 j − 2 6 n − 3
}

совпадает с множеством
образующих конуса K

⊥. Следовательно, −U =
{
−U ∈ L

⊥ |U ∈ U
}

яв-
ляется множеством образующих противоположного конуса −K

⊥. Обо-

значим через K̃
⊥

поляру конуса −K
⊥. Согласно [8, с. 161, 162] поля-

ра K̃
⊥

=
{
X ∈ L

⊥ | (Y, X) 6 0, Y ∈ −K
⊥
}

является острым конусом
в L

⊥, который описывается неизбыточной однородной системой нера-
венств, порождаемой множеством матриц −U и имеющей вид sluU =

{(U, X) > 0 |U ∈ U} . Рассмотрим сдвиг поляры K̃
⊥

в вершину T0 поли-
топа P СЗК, который согласно [5, с. 13] совпадает с множеством матриц



14 В.М.Демиденко14 В.М.Демиденко14 В.М.Демиденко

T0 +K̃
⊥

=
{
T0 + Y ∈ R

n×n
s |Y ∈ K̃

⊥
}
. Далее, для произвольной подста-

новки σ из S1
n определим множество

(
T0 + K̃

⊥
)σ

=
{
T σ

0 + Y σ ∈ R
n×n
s |Y ∈ K̃

⊥
}

всех перенумерованных посредством σ матриц из T0 + K̃
⊥

и введем в
рассмотрение полиэдр P KAL, являющийся пересечением множеств мат-

риц
(
T0 + K̃

⊥
)σ

по всем σ из S1
n, т. е. по определению полагаем P KAL =

⋂
σ∈S1

n

(
T0 + K̃

⊥
)σ

.

Основная цель данной работы состоит в доказательстве того, что
полиэдр P KAL — релаксация политопа P СЗК, обладающая свойствами
(13). Чтобы убедиться в этом, понадобятся еще четыре вспомогательных
утверждения.

Лемма 5. Полиэдр P KAL содержится в aff P СЗК и совпадает с мно-
жеством решений системы

slu P KAL =
⋃

σ∈S1
n

slu U
σ, где slu U

σ = {(Uσ, X) > (U, T0) |U ∈ U} .

Доказательство. В силу леммы 4 должны выполняться равенства
aff P СЗК = T σ

0 + L
⊥ и

(
L

⊥
)σ

= L
⊥ для произвольной σ из S1

n. Для каж-

дого из перенумерованных сдвигов
(
T0 + K̃

⊥
)σ
, пересечением которых

является P KAL, в силу (6) имеем
(
T0 + K̃

⊥
)σ

= T σ
0 +

(
K̃

⊥
)σ
. Следова-

тельно, для доказательства включения P KAL ⊆ aff P СЗК в силу леммы 4

достаточно убедиться в справедливости включения
(
K̃

⊥
)σ

⊆ L
⊥. По

определению имеем K̃
⊥ ⊆ L

⊥. Отсюда с учетом инвариантности L
⊥

относительно S1
n следует справедливость

(
K̃

⊥
)σ

⊆
(
L

⊥
)σ ⊆ L

⊥ для про-

извольной σ из S1
n. Таким образом включение P KAL ⊆ aff P СЗК доказано.

Теперь покажем, что полиэдр P KAL является множеством решений
системы sluP KAL. В начале убедимся в том, что множество решений ее

подсистемы slu U
σ совпадает с

(
T0 + K̃

⊥
)σ
, где σ ∈ S1

n. Пусть X ∈
(
T0 + K̃

⊥
)σ

. Тогда в силу (6) имеем X = T σ
0 + Y σ, где Y ∈ K̃

⊥
. Следо-
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вательно,

(Uσ, X) = (Uσ, T σ
0 + Y σ) =

((
Uσ
)σ−1

,
(
T σ

0

)σ−1
)

+
((
Uσ
)σ−1

,
(
Y σ
)σ−1

)

= (U, T0) + (U, Y ) .

Отсюда и из неравенства (U, Y ) > 0 следуют неравенства (Uσ, X) >

(U, T0) при всех U из U . Следовательно, X — решение системы sluU
σ.

Обратно, пусть X — решение системы slu U
σ. Тогда для произволь-

ной U из U имеем

0 6 (Uσ, X) − (U, T0) = (Uσ, X) − (Uσ, T σ
0 ) = (Uσ, X − T σ

0 )

=
(
U, Xσ−1 − T0

)
,

т. е. матрица Y = Xσ−1 − T0 принадлежит K̃
⊥
. Отсюда и из (6) следует,

что X = (T0 + Y )σ ∈
(
T0 + K̃

⊥
)σ
. Далее, так как P KAL по определению

является пересечением конусов
(
T0 + K̃

⊥
)σ
, где σ пробегает все S1

n, то

система slu P KAL, определяющая P KAL в aff P СЗК, очевидно, совпадает с
объединением систем slu U

σ по всем σ из S1
n, т. е. slu P KAL =

⋃
σ∈S1

n

slu Uσ.

Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Для произвольной σ из S1
n ранг системы slu U

σ равен
n(n− 3)/2.

Доказательство. Из первого равенства, приведенного в (6), следует,
что свойство линейной независимости сохраняется для перенумерован-
ных матриц. Таким образом, для доказательства леммы 6, ввиду спра-
ведливости равенств

∣∣U
∣∣ =

∣∣Uσ
∣∣ = n(n−3)/2 для всех σ из S1

n, достаточ-
но убедиться в линейной независимости матриц из U . Предположив про-
тивное, т. е. наличие представления нулевой матрицы O в виде линейной
комбинации матриц из U , т. е. справедливость матричного равенства

n−2∑

i=2

λiUi +
n−3∑

j=1

n−1∑

k=j+2

λjkUjk = O,

в котором для некоторых 2 6 r 6 n − 2, либо 1 6 p 6 q − 2 6 n − 3,
соответствующие коэффициенты λr, либо λpq не равны нулю. Из данно-
го матричного равенства следует, что для произвольной матрицы X из
R

n×n
s должно выполняться равенство

(n−2∑

i=2

λiUi +
n−3∑

j=1

n−1∑

k=j+2

λjkUjk, X

)
= 0.
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Однако при X = Br, либо при X = Bpq в силу (5) и справедливы соот-
ношения

( n−2∑

i=2

λiUi +

n−3∑

j=1

n−1∑

k=j+2

λjkUjk, X

)

=

{
λr

(
Ur, Br

)
= −λr(n− 1)(n − 2) 6= 0 при X = Br,

λpq

(
Upq, Bpq

)
= −λpq(n− 1)(n − 2) 6= 0 при X = Bpq.

Из полученного противоречия следует линейная независимость матриц
из U . Лемма 6 доказана.

Введем в рассмотрение конус

K0 =
{
λ (Y − T0) ∈ L

⊥ |Y ∈ P СЗК, 0 6 λ ∈ R

}
,

который совпадает со сдвигом граничного конуса политопа P СЗК, соот-
ветствующего вершине T0, в нулевую матрицу O. Для введенного конуса
справедлива следующая

Лемма 7. Для произвольной подстановки σ из S1
n выполняется сле-

дующая цепочка включений P СЗК ⊆ (T0 + K0)
σ ⊆

(
T0 + K̃

⊥
)σ

.

Доказательство. Чтобы убедиться в справедливости включения
P СЗК ⊆ (T0 + K0)

σ , достаточно показать, что для произвольных мат-
рицы Y из P СЗК и подстановки σ из S1

n матрица Y σ−1 − T0 принадле-
жит конусу K0. Действительно, если X = Y σ−1 − T0 ∈ K0, то в си-
лу (6) будем иметь Xσ =

(
Y σ−1 − T0

)σ
= Y − T σ

0 . Отсюда следует,
что Y = Xσ + T σ

0 = (T0 +X)σ ∈ (T0 + K0)
σ . Теперь покажем, что

Y σ−1− T0 ∈ K0, если Y ∈ P СЗК. Согласно лемме 3 множество vert P СЗК

инвариантно относительно S1
n. Следовательно, в силу (6) политоп P СЗК

инвариантен относительно S1
n, т. е. для произвольных Y из P СЗК и σ из

S1
n имеем Y σ−1 ∈ P СЗК. Отсюда и из определения конуса K0 следует, что
Y σ−1− T0 ∈ K0.

Убедимся в справедливости второго включения

(T0 + K0)
σ ⊆

(
T0 + K̃

⊥
)σ
,

которое в силу (6) равносильно включению K0 ⊆ K̃
⊥
. Докажем спра-

ведливость последнего включения. Ранее отмечалось, что K̃
⊥

совпада-
ет с множеством решений системы slu U . Следовательно, нужно пока-
зать, что произвольная матрица C из K0 является решением slu U , т. е.
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для всех U из U выполняются неравенства (U, C) > 0. Из определения
K0 следует, что C = λ (Y − T0) , где 0 6 λ ∈ R и Y ∈ P СЗК. Так как
по лемме 3 множество vert P СЗК совпадает с множеством матриц T , то
Y =

∑
σ∈S1

n

µσT
σ
0 , где 0 6 µσ ∈ R и

∑
σ∈S1

n

µσ = 1. Следовательно,

C = λ

(
∑

σ∈S1
n

µσT
σ
0 −T0

)
= λ

(
∑

σ∈S1
n

µσT
σ
0 −

∑

σ∈S1
n

µσT0

)
=
∑

σ∈S1
n

νσ

(
T σ

0 −T0

)
,

где νσ = λµσ > 0, σ ∈ S1
n, и для скалярного произведения матриц C из

K0 и U из U имеем
(
U, C

)
=
(
U,

∑
σ∈S1

n

νσ

(
T σ

0 −T0

))
=
∑

σ∈S1
n

νσ

(
U, T σ

0 −T0

)
.

Ввиду неотрицательности коэффициентов νσ для всех σ из S1
n требуемые

неравенства
(
U, C

)
> 0 при всех U из U , очевидно, будут выполняться,

если справедливы неравенства
(
U, T σ

0 − T0

)
> 0 для всех U из U и σ из

S1
n, которые равносильны неравенствам

(
U, T σ

0

)
>
(
U, T0

)
. По теореме 3

последние неравенства справедливы, так как матрицы U из U являют-
ся направляющими крайних лучей K

⊥ и, следовательно, принадлежат
конусу Кальмансона K = L + K

⊥. Лемма 7 доказана.
Введем в рассмотрение транспозиции σ = (i, k), где i = 2, . . . , n − 2,

k = i+ 1, . . . , n− 1. Напомним, что транспозицией σ называется подста-
новка, в которой перемещаются только два элемента.

Лемма 8.
(а) Eсли B ∈ B1\

{
Bi−1, Bk−1, Bk, Bi−1k−1, Bi−1k

}
, 2 6 i 6 n − 2,

1 6 i 6 k − 1 6 n − 2, то в разложение матрицы B(i, k) по базису B1 не
входит матрица Bi;

(b) матрицы B
(i, k)
i−1 , Bk−1,

(i, k) B
(i, k)
k , B

(i, k)
i−1k−1, B

(i, k)
i−1k, 2 6 i 6 n − 2,

1 6 i 6 k − 1 6 n− 2, имеют следующие разложения по базису B1 :

B
(i, k)
i−1 = Bi−1 +Bi +

k−1∑

s=i+1

Bs, B
(i, k)
k−1 = −Bi −

k−2∑

s=i+1

Bs,

B
(i, k)
k = Bi +

k∑

s=i+1

Bs,

B
(i, k)
i−1k−1 = Bi +

k−1∑

s=i+1

Bs +
i−2∑

u=1

k−2∑

v=i

Buv +
n−2∑

u=i

n−1∑

v=k

Buv,

B
(i, k)
i−1k = −Bi +Bi−1k −

k−1∑

s=i+1

Bs −
i−2∑

u=1

k−1∑

v=i

Buv −
k−1∑

u=1

n−1∑

v=k+1

Buv.
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Доказательство. Для матриц Br при r 6= i − 1, i, k − 1, k с учетом
(2), свойств перенумерованных матриц (6), (7) и свойств транспозиции
σ = (i, k) следуют равенства

Bσ
r = Fσ(1)σ(r) + Fσ(r+1)σ(n) − Fσ(1)σ(r+1) − Fσ(r)σ(n)

= F1r + Fr+1n − F1r+1 − Frn = Br.

По аналогии устанавливается справедливость равенств Bσ
pq = Bpq при

p 6= i − 1, i и q 6= k − 1, k. Из соотношений (2), (6), (7), (11) и свойств
транспозиции σ = (i, k) для матрицы Bi следует, что

Bσ
i =Fσ(1)σ(i)+Fσ(i+1)σ(n)−Fσ(1)σ(i+1)−Fσ(i)σ(n) =F1k+Fi+1n−F1i+1−Fkn

= −B ′

1i+1kn =−
k−1∑

s=i+1

Bs.

Для матриц Bpq, где p = i и q = k−1, k, учитывая свойства транспозиции
σ = (i, k), соотношения (2), (6), (7), (9)–(11) и лемму 2, получаем

Bσ
ik−1 =Fσ(i)σ(k) + Fσ(i+1)σ(k−1) − Fσ(i)σ(k−1) − Fσ(i+1)σ(k)

=Fki + Fi+1k−1 − Fkk−1 − Fi+1i = Bik−1 −B
′

ii+1k−1k

=Bik−1 −
k−2∑

s=i+1

Bs −
i−1∑

u=1

k−2∑

v=i+1

Buv −
k−2∑

u=i+1

n−1∑

v=k

Buv,

Bσ
ik =Fσ(i)σ(k+1) + Fσ(i+1)σ(k) − Fσ(i)σ(k) − Fσ(i+1)σ(k+1)

=Fkk+1 + Fi+1i − Fki − Fi+1k+1 =

B
′

ii+1kk+1 =B
′

1i+1kn +B
′′

1ii+1k +B
′′

i+1kk+1n

=

k−1∑

s=i+1

Bs +

i−1∑

u=1

k−1∑

v=i+1

Buv +

k−1∑

u=i+1

n−1∑

v=k+1

Buv.

Из полученных соотношений следует справедливость предложения (а).
Предложение (b) леммы 8 доказывается аналогичным образом с помо-
щью леммы 2 и соотношений (2), (6), (7). Лемма 8 доказана.

Переходим к формулировке и доказательству основного утверждения
данной статьи.

Теорема 4. Полиэдр P KAL является релаксацией политопа P СЗК, для
которой выполняются свойства (13).

Доказательство. В силу леммы 5 P KAL ⊆ aff P СЗК, что влечет
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dim P KAL 6 dim
(
aff P СЗК

)
. Далее по лемме 7 выполняется включение

P СЗК ⊆
(
T0+P̃

⊥
)σ

для произвольных σ ∈ S1
n, из которого следует вклю-

чение P СЗК ⊆ ⋂
σ∈S1

n

(
T0 + K̃

⊥
)σ

= P KAL. Поэтому dim P СЗК 6 dim P KAL.

Из приведенных неравенств и теоремы 2 получаем равенства dim P СЗК =
dim P KAL = n(n − 3)/2, из которых следует, что P KAL имеет в aff P СЗК

полную размерность. Таким образом, согласно [7, с. 161] каждая верши-
на V из vert P KAL определяется некоторой подсистемой системы slu P KAL

ранга n(n− 3)/2, в которой каждое неравенство обращается матрицей V
в равенство. Так как множество vert P СЗК, совпадающее по лемме 3 с
множеством матриц T , также содержится в P KAL ввиду P СЗК ⊆ P KAL,
то для доказательства включения vert P СЗК ⊆ vert P KAL достаточно убе-
диться в существовании для матриц из T = vert P СЗК подсистем системы
slu P KAL указанного выше вида.

Выберем в T произвольную матрицу T σ
0 , где σ ∈ S1

n, и убедимся,
что искомой системой является система slu U

σ. Действительно, по лем-
ме 6 ранг системы slu U

σ равен n(n − 3)/2 и в силу (6) выполняются

равенства
(
Uσ, T σ

0

)
=

((
Uσ
)σ−1

,
(
T σ

0

)σ−1
)

=
(
U, T0

)
, т. е. каждое нера-

венство из системы slu U
σ обращается матрицей T σ

0 в равенство. Таким
образом, справедливо включение vert P СЗК ⊆ vert P KAL. Следовательно,
для завершения доказательства теоремы 4 осталось убедиться в том,
что полиэдр P KAL — политоп, т. е. ограничен.

Согласно [7, с. 164] полиэдр P KAL представим в виде P KAL = P
′

+
char. cone P KAL, где P

′

— некоторый политоп, char. cone P KAL — характе-
ристический конус полиэдра P KAL, который совпадает с множеством ре-
шений однородной системы линейных неравенств slu

(
char. cone P KAL

)
={(

Uσ, Y
)

> 0 |U ∈ U , σ ∈ S1
n

}
. Из приведенного представления сле-

дует, что P KAL — ограничен, если char. cone P KAL = {O}. Так как K̃
⊥

совпадает с множеством решений подсистемы slu U системы неравенств

slu
(
char. cone P KAL

)
, то char. cone P KAL ⊆ K̃

⊥ ⊆ L
⊥. Следовательно,

произвольная матрица Y из char. cone P KAL представима в виде линей-
ной комбинации матриц из множества B1, являющегося базисом L

⊥, т. е.
для матрицы Y имеет место равенство

Y =

n−2∑

r=2

µrBr +

n−3∑

p=1

n−1∑

q=p+2

µpqBpq, µr, µpq ∈ R. (14)

Покажем, что для коэффициентов из представления (14) матрицы Y
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выполняются равенства

µr = 0, r = 2, . . . , n− 2, µpq = 0, p = 1, . . . , n− 3,

q = p+ 2, . . . , n − 1, (15)

из которых следует справедливость char. cone P KAL = {O}, т. е. ограни-
ченность полиэдра P KAL. Сначала убедимся в том, что коэффициенты
из представления (14) неположительны, т. е.

µr 6 0, r = 2, . . . , n− 2, µpq 6 0, p = 1, . . . , n− 3,

q = p+ 2, . . . , n − 1. (16)

Из определения char. cone P KAL, (14) и соотношения (5) следует справед-
ливость соотношений

0 6
(
Ur, Y

)
= µr

(
Ur, Br

)
, 0 6

(
Upq, Y

)
= µpq

(
Upq, Bpq

)
,

при всех 2 6 r 6 n− 2, 1 6 p 6 q − 2 6 n− 3. Отсюда в силу неравенств(
Ur, Br

)
< 0,

(
Upq и Bpq

)
< 0, следуют неравенства (16).

Теперь укажем такую однородную систему линейных неравенств, за-
висящую от переменных µr и µpq, где 2 6 r 6 n−2 и 1 6 p 6 q−2 6 n−3,
что ее объединение с (16) совпадает с равенствами (15). Рассмотрим
транспозиции (i, k), где 2 6 i 6 n − 2, i + 1 6 k 6 n − 1. В силу (6)
и (14) произвольная матрица Y (i, k) представима в виде линейной комби-
нации перенумерованных матриц из B1:

Y (i, k) =

n−2∑

r=2

µrB
(i, k)
r +

n−3∑

p=1

n−1∑

q=p+2

µpqB
(i, k)
pq , µr, µpq ∈ R. (17)

Так как в силу леммы 4 пространство L
⊥ инвариантно относительно

S1
n, то матрицы B

(i, k)
r и B

(i, k)
pq из (17) принадлежат пространству L

⊥.
Следовательно они представимы в виде линейных комбинаций матриц
из B1. Подставляя в (17) вместо матриц B

(i, k)
r и B

(i, k)
pq , где 2 6 r 6

n − 2 и 1 6 p 6 q − 2 6 n − 3, их соответствующие представления в
виде линейных комбинаций матриц из B1 и группируя коэффициенты
при каждой матрице B из B1, с учетом леммы 8 получим следующие
разложения матриц Y (i, k), 2 6 i 6 n− 2, i+ 1 6 k 6 n− 1, по базису B1:

Y (i, k) =
∑

B∈B1\{Bi}

νB,i,kB

+
(
µi−1 − µk−1 + µk + µi−1k−1 − µi−1k

)
Bi, (18)
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где νB,i,k — некоторые линейные функции, зависящие от коэффициентов
µr и µpq, 2 6 r 6 n − 2, 1 6 p 6 q − 2 6 n − 3. Так как матрица Y ∈
char. cone P KAL, то

(
U

(i, k)
i , Y

)
> 0 при 2 6 i 6 n−2, 1 6 i 6 k−1 6 n−2.

Отсюда с учетом (18), (5) и (6) следует справедливость соотношений

0 6
(
U

(i, k)
i , Y

)
=
(
Ui, Y

(i, k)
)

=
(
µi−1−µk−1+µk+µi−1k−1−µi−1k

)(
Ui, Bi

)

при всех 2 6 i 6 n − 2, 1 6 i 6 k − 1 6 n − 2. Полученные соотношения
и неравенства

(
Ui, Bi

)
< 0, которые в силу теоремы 1 справедливы при

всех i = 2, . . . , n− 2, приводят к системе неравенств

µi−1 − µk−1 + µk + µi−1k−1 − µi−1k 6 0, (19)

i = 2, . . . , n− 2, k = i+ 1, . . . , n− 1.

Учитывая, что матрицы B1, Bn−1, Bii−1 не принадлежат B1 при
i = 2, . . . , n − 2 (так как для указанных номеров они вообще не опре-
делялись), то соответствующие им коэффициенты в (16) можно считать
равными нулю, т. е. µ1 = µn−1 = µi−1i = 0 при всех i = 2, . . . , n− 2.

Покажем, что из (16) и (19) следует (15). Предположим, что в (14)
среди µr, где r = 2, . . . , n−2, есть ненулевые и пусть µi — первый из них,
т. е. µ2 = . . . = µi−1 = 0. Тогда, просуммировав по k = i + 1, . . . , n − 1
неравенства µi−1−µk−1 +µk +µi−1k−1−µi−1k 6 0, получим неравенство-

следствие системы (19) вида
n−1∑

k=i+1

(
µi−1−µk−1+µk +µi−1k−1−µi−1k

)
6 0.

Несложные преобразования левой части неравенства-следствия показы-
вают, что она равна

(n− i− 1)µi−1 −
n−1∑

k=i+1

µi−1 +
n−1∑

k=i+1

µk +
n−1∑

k=i+1

µi−1k−1 −
n−1∑

k=i+1

µi−1k

= −
n−2∑

k=i

µk+
n−1∑

k=i+1

µk+
n−2∑

k=i

µi−1k−
n−1∑

k=i+1

µi−1k+
n−2∑

k=i−1

(
µi−1k−µi−1k

)
−µi−1n−1

= −µi − µi−1n−1,

так как µi−1 = µn−1 = µi−1i = 0. Таким образом, полученное выше
неравенство-следствие равносильно неравенству µi + µi−1n−1 > 0, из ко-
торого с учетом неравенства µi 6 0, µi−1n−1 6 0 следуют равенства
µi = 0, µi−1n−1 = 0. Таким образом, доказано равенство нулю всех коэф-
фициентов вида µi и µi−1n−1 из (14) при всех i = 2, . . . , n − 2. Далее из
равенств µi = 0, где i = 2, . . . , n− 2, и (19) следует справедливость нера-
венства µi−1k−1 − µi−1k 6 0 при всех i = 2, . . . , n− 2, k = i+ 1, . . . , n− 1,
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т. е. для каждого фиксированного i, где 2 6 i 6 n − 2, имеет место
цепочка неравенств µi−1i 6 µi−1i+1 6 . . . 6 µi−1n−2 6 µi−1n−1, из ко-
торой в силу µi−1i = 0 и µi−1n−1 = 0, следуют равенства µi−1i+1 =
µi−1i+2 = . . . = µi−1n−3 = µi−1n−1 = 0 при любом i = 2, . . . , n − 2. Та-
ким образом, доказана справедливость равенств (15) для коэффициентов
из представления вида (14) произвольной матрицы Y, принадлежащей
конусу char. cone P KAL. Тем самым доказана ограниченность полиэдра
P KAL. Теорема 4 доказана.

4. Заключение

Теоретическая и практическая значимость построения релаксаций
политопа задачи о коммивояжере обусловлена тем, что до настояще-
го времени не получено его полиэдрального описания. Выделены лишь
некоторые достаточно представительные классы его фасет, используе-
мые в методах отсечения, и построены отдельные его релаксации [5, 21,
25], которые позволяют применять хорошо развитый аппарат линейного
программирования для вычисления нижних оценок оптимальных значе-
ний функционала ЗК [21, 25]. К настоящему времени с помощью пред-
ложенной методики, использующей сильно разрешимые случаи задачи о
коммивояжере, помимо P KAL, построены релаксации ее политопа на ос-
нове условий Супника [28] и обобщенных условий Супника [3], которые
также как и условия Кальмансона гарантируют сильную разрешимость
ЗК. Система неравенств slu P KAL, описывающая релаксационный поли-
топ P KAL, является избыточной, в чем нетрудно убедиться. Выделение
в ней неизбыточной подсистемы, эквивалентной системе slu P KAL, пред-
ставляет определенный теоретический и практический интерес и явля-
ется предметом дальнейших исследований. Следует отметить, что как
полученные ранее [25] релаксации СЗК, так и P KAL могут быть исполь-
зованы для выявления фасет политопа СЗК, которые играют важную
роль в методах ,, ветвей и границ “ и методах отсечений, ориентирован-
ных на решение СЗК.
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