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Показано, что в базисе {x|y} при инверсных неисправностях эле-
ментов схем почти все булевы функции можно реализовать асимпто-
тически наилучшими по надежности схемами, функционирующими
с ненадежностью, асимптотически равной 3ε (ε — вероятность неис-
правности элемента) при ε → 0, причем сложность этих схем по
порядку равна сложности минимальных схем, построенных только
из надежных элементов.

Исследуется задача построения асимптотически наилучших по на-
дежности схем из ненадежных элементов в базисе {x|y} [8] (напомним,
что функция x|y = x̄∨ ȳ называется штрихом Шеффера). Существенное
внимание уделяется сложности таких схем.

Впервые задачу синтеза надежных схем из ненадежных элементов
рассматривал Дж.Нейман [6]. Он предполагал, что все элементы схе-
мы независимо друг от друга с вероятностью ε (ε < 1/2) подвержены
инверсным неисправностям, когда функциональный элемент с припи-
санной ему булевой функцией e(x̃) в неисправном состоянии реализует
функцию ē(x̃). С помощью итерационного метода Дж. Нейман устано-
вил, что при ε < 1/6 произвольную булеву функцию можно реализовать
схемой, на выходе которой вероятность ошибки при любом входном на-
боре значений переменных не превосходит cε (c – некоторая константа,
зависящая от базиса). С ростом числа итераций сложность схемы увели-
чивается экспоненциально.

Схема из ненадежных элементов характеризуется двумя важными
параметрами: вероятностью ошибки на выходе схемы (ненадежностью) и
сложностью. Оптимизации сложности схем уделялось главное внимание
в работах С.И.Ортюкова [7], Д.Улига [9] и некоторых других авторов.
Введем необходимые определения и сформулируем результаты назван-
ных авторов.

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке программы «Универ-
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Рассматривается реализация булевых функций схемами из ненадеж-
ных элементов в произвольном конечном базисе Б = {e1, ..., em} [8].
(Множество всех функциональных элементов Ei, которые реализуют ба-
зисные функции ei, будем также называть базисом Б [5]). Каждому эле-
менту Ei базиса приписано положительное число v(Ei) — вес элемента
Ei. Сложность схемы S определяется как сумма весов всех входящих в
нее элементов и обозначается через L(S). Пусть ρ = min v(Ei)/(n(Ei)−1),
где минимум берется по всем таким элементам Ei базиса, что n(Ei) > 1,
а n(Ei) — число существенных переменных функции ei, реализуемой эле-
ментом Ei, i = 1, 2, ...,m.

Предполагается (как и у Дж.Неймана), что все элементы схемы неза-
висимо друг от друга с вероятностью ε (ε < 1/2) подвержены инверсным
неисправностям. Пусть Pf̄(ã)(S, ã) – вероятность появления значения f̄(ã)
на выходе схемы S, реализующей булеву функцию f(x̃) при входном на-
боре ã. Ненадежность P (S) схемы S определяется как максимальное из
чисел Pf̄(ã)(S, ã) при всевозможных входных наборах ã. Надежность схе-
мы S равна 1− P (S).

Замечание 1. Нетрудно проверить, что при ε < 1/2 ненадежность
любой схемы, содержащей хотя бы один элемент, не меньше ε.

Пусть P (f) = inf P (S), где S — схема из ненадежных элементов, реа-
лизующая булеву функцию f(x1, ..., xn). Схему A из ненадежных элемен-
тов, реализующую булеву функцию f(x1, ..., xn), назовем асимптотичес-

ки наилучшей (асимптотически оптимальной) по надежности, если
P (A) ∼ P (f) при ε→ 0.

Введем функцию Шеннона

Lp,ε(n) = max
f

min
S
L(S),

где минимум берется по всем схемам S из ненадежных элементов, реали-
зующим функцию f(x1, ..., xn) с ненадежностью P (S) 6 p, а максимум –
по всем булевым функциям f от n переменных.

Результат С.И.Ортюкова [7] состоит в следующем: если ε < ε0, p >
q(ε)Lg, где q(ε) = ε+ 3ε2 + o(ε2) при ε→ 0, а Lg — минимальное число
надежных элементов, необходимое для реализации функции голосования
g(x1, x2, x3) = x1x2∨x1x3∨x2x3 в рассматриваемом базисе, то существует
такая функция ρ(ε)→ ρ при ε→ 0, что

Lp,ε(n) . ρ(ε) · 2n/n.

В случае инверсных неисправностей, появляющихся с вероятностью
не более ε, Д.Улиг [9] показал, что для любых c, b (c, b > 0) существует ε′
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(ε′ ∈ (0, 1/2)) такое, что при любых ε, 0 < ε < ε′, и p, p > (1+ b)εLg

(точнее при любом p, p > q(ε)Lg), выполнено соотношение

Lp,ε(n) . (1 + c)ρ · 2n/n.

Таким образом, С. И. Ортюков и Д. Улиг для инверсных неисправ-
ностей нашли методы синтеза оптимальных по сложности схем, функ-
ционирующих с некоторым уровнем надежности 1− p.

Если базис Б содержит функцию голосования (т. е. Lg = 1), то при
p ∼ ε (ε → 0) схемы, построенные С.И Ортюковым и Д.Улигом, яв-
ляются не только оптимальными по сложности, но и асимптотически
наилучшими по надежности (см. замечание 1). Эти схемы функциони-
руют с ненадежностью, асимптотически равной ε при ε → 0. Являются
ли схемы, построенные С. И. Ортюковым и Д. Улигом, асимптотически
наилучшими по надежности в том случае, когда базис Б не содержит
функцию голосования g(x1, x2, x3) ? Ответ на этот вопрос получен в на-
стоящей работе для базиса Б = {x|y}.

Для сравнения с результатами С.И.Ортюкова и Д.Улига нужно знать
величину Lg в базисе {x|y}. Легко видеть, что функция g(x1, x2, x3) рав-
на функции

(x1|x2)|(((x1|x3)|(x2|x3))|((x1|x3)|(x2|x3))) (1)

Моделируя формулу (1) схемой из шести элементов, имеем неравенство
Lg 6 6. С другой стороны, нетрудно проверить, что для реализации
функции голосования g надо использовать не менее пяти элементов,
т. е. Lg > 5. Значит, схемы, построенные С.И.Ортюковым и Д. Улигом,
функционируют с ненадежностью, не превосходящей p, где p > q(ε)Lg >
5ε. В то же время из теоремы 1 (она доказана ниже) следует, что лю-
бую булеву функцию можно реализовать схемой, ненадежность которой
асимптотически не больше 3ε при ε→ 0. Таким образом, нет оснований
считать схемы, построенные С.И.Ортюковым и Д.Улигом, асимптоти-
чески наилучшими по надежности.

Итак, рассмотрим задачу построения асимптотически наилучших по
надежности схем из ненадежных элементов в базисе {x|y} и оценим
сложность этих схем (веса всех элементов считаются равными единице).
Ответы на вопросы «Какова надежность (ненадежность) асимптотичес-
ки наилучших по надежности схем?», «Какие функции можно реализо-
вать такими схемами?» и «Какова сложность асимптотически наилуч-
ших по надежности схем?» содержатся в теоремах 1, 4, 6 и 7.
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Теорема 1. При ε 6 1/160 любую булеву функцию f можно реали-

зовать такой схемой S, что P (S) 6 3ε+ 48ε2.

При доказательстве теоремы 1 используются теоремы 2 и 3, доказан-
ные в работе [1].

Пусть схема Sh реализует функцию x|y с вероятностями ошибок на
выходе P0(00) = α, P0(01) = β, P0(10) = δ, P1(11) = τ , и пусть
µ = max{α, β, δ, τ}.

Теорема 2 [1]. Если µ 6 1/160, то любую булеву функцию f можно

реализовать схемой S, ненадежность которой P (S) 6 4µ.

Теорема 3 [1]. Пусть f — произвольная булева функция, S — схема

ее реализующая с ненадежностью P (S). Тогда можно построить такую

схему ϕ(S), реализующую функцию f , что

P (ϕ(S)) 6 max{2α + τ + 2(β + δ)P (S) + 2(P (S))2,
α+ (β + δ)(τ + 2P (S)) + (τ + 2P (S))2},

L(ϕ(S)) = 4L(S) + 3L(Sh) . 4L(S).
(2)

Замечание 2. При инверсных неисправностях все вероятности оши-
бок на выходе любого базисного элемента (в нашем случае элемента
«штрих Шеффера») при любом входном наборе значений переменных
одинаковы и равны ε. Поэтому µ = ε и соотношение (2) принимает вид

P (ϕ(S)) 6 max{3ε+ 4εP (S) + 2P 2(S), ε + 3ε2 + 8εP (S) + 4P 2(S)}. (3)

Доказательство теоремы 1. По теореме 2 при ε 6 1/160 любую
булеву функцию можно реализовать схемой S, ненадежность которой
P (S) 6 4ε (см. замечание 2). Применяя теорему 3, по схеме S построим
схему ϕ(S). По формуле (3) имеем P (ϕ(S)) 6 3ε + 48ε2. Схема ϕ(S) —
искомая. Теорема 1 доказана.

Пусть h(x̃) — произвольная булева функция, где x̃ = (x1, ..., xn),
а K(n) — множество булевых функций вида f(x̃) = (x̄i ∨ h(x̃))a, где
1 6 i 6 n, a ∈ {0, 1}.

Теорема 4. Пусть ε 6 1/8, f(x̃) — булева функция, f 6∈ K(n), и

S — любая схема, реализующая f . Тогда P (S) > 3ε− 6ε2 + 4ε3.

Доказательству теоремы 4 предпошлем леммы 1–3.
Пусть f — произвольная булева функция, отличная от константы, и

S — любая схема, ее реализующая. Пусть подсхема C схемы S содер-
жит выход схемы S и реализует булеву функцию f ′ с ненадежностью
P (C) 6 1/2. Обозначим через p1 минимум вероятностей ошибок на вы-
ходе схемы C по таким входным наборам b̃, что f ′(b̃) = 0. Аналогично,
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p0 — минимум вероятностей ошибок на выходе схемы C по таким вход-
ным наборам b̃, что f ′(b̃) = 1.

Лемма 1 [3]. Вероятности ошибок на выходе схемы S удовлетворяют

неравенствам:

P1(S, ã) > p1, если f(ã) = 0;

P0(S, ã) > p0, если f(ã) = 1.

Замечание 3. Из леммы 1 следует, что P (S) > pi, i = 0; 1.

Пусть S — произвольная схема, реализующая булеву функцию f, от-
личную от константы. Пусть выходному элементу E схемы S приписана
функция «штрих Шеффера». Первый вход элемента E соединен с выхо-
дом некоторой подсхемы S1, второй вход элемента E соединен с выходом
некоторой подсхемы S2. Обозначим через Pf̄i

(Si, ã) вероятность ошибки
на входном наборе ã схемы Si, реализующей функцию fi, i = 1, 2.

Лемма 2. Вероятности ошибок на выходе схемы S равны:

P0(S, ã) = ε+P1(S1, ã)P1(S2, ã)(1−2ε), если набор ã является нулевым

для функций f1 и f2, т. е. fi(ã) = 0, i = 1, 2;

P1(S, ã) = ε+ (P0(S1, ã) + P0(S2, ã)− P0(S1, ã)P0(S2, ã))(1 − 2ε), если

набор ã является единичным для функций f1 и f2, т. е. fi(ã) = 1, i = 1, 2;

P0(S, ã) = ε+ P1(S1, ã)(1− P0(S2, ã))(1− 2ε), если набор ã такой, что

f1(ã) = 0 и f2(ã) = 1;

P0(S, ã) = ε+ (1− P0(S1, ã))P1(S2, ã)(1− 2ε), если набор ã такой, что

f1(ã) = 1 и f2(ã) = 0.

Для доказательства достаточно вычислить вероятности ошибок.
Пусть схема S, реализующая булеву функцию f, отличную от кон-

станты, такова, что оба входа ее выходного элемента E соединены с вы-
ходом некоторой подсхемы B. Пусть P1(B, ã) и P0(B, ã) — вероятности
ошибок на выходе схемы B.

Лемма 3. Вероятности ошибок на выходе схемы S равны:

P1(S, ã) = ε + P0(B, ã)(1 − 2ε), если набор ã является таким, что

f(ã) = 0;

P0(S, ã) = ε + P1(B, ã)(1 − 2ε), если набор ã является таким, что

f(ã) = 1.

Для доказательства достаточно вычислить вероятности ошибок.
Доказательство теоремы 4. Пусть f — булева функция, удовлетворя-

ющая условиям теоремы 4, а S — произвольная схема, ее реализующая.
Выделим в схеме S функциональный элемент E1, содержащий выход
схемы S. Поскольку f 6∈ K(n), возможны два случая.
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1. Входы элемента E1 соединены с выходами разных элементов E2 и
E3. По лемме 2, учитывая замечание 2, вероятность p1 ошибки на выходе
подсхемы, состоящей из элементов E1, E2 и E3, равна p1 = ε+(2ε−ε2)(1−
2ε) = 3ε− 5ε2 + 2ε3 = p1. Учитывая замечание 3, по лемме 1 при ε 6 1/8
справедливо неравенство P (S) > 3ε − 5ε2 + 2ε3.

2. Входы элемента E1 соединены с выходом одного элемента E2. Воз-
можны два случая.

2.1. Входы элемента E2 соединены с выходами разных элементов E3 и
E4. Тогда (см. пункт 1 доказательства) вероятность p1 ошибки на выходе
подсхемы, состоящей из элементов E2, E3 и E4, равна p1 = 3ε−5ε2+2ε3 =
p1. По лемме 3 вероятность ошибки на выходе подсхемы, состоящей из
элементов E1, E2, E3 и E4, равна p0 = ε + (3ε − 5ε2 + 2ε3)(1 − 2ε) =
4ε − 10ε2 + 12ε3 − 4ε4 = p0. По лемме 1, учитывая замечание 3, при
ε 6 1/8 верно неравенство P (S) > 4ε−10ε2+12ε3−4ε4, т. е. утверждение
теоремы верно.

2.2. Оба входа элемента E2 соединены с выходом одного элемента E3.
Тогда вероятности ошибок p0 и p1 на выходе подсхемы, состоящей из
элементов E1, E2 и E3, вычисляются двукратным применением леммы
3 и равны ε + 2ε(1 − ε)(1 − 2ε) = 3ε − 6ε2 + 4ε3. По лемме 1, учитывая
замечание 3, при ε 6 1/8 верно неравенство P (S) > 3ε−6ε2+4ε3. Теорема
4 доказана.

Из теоремы 4 следует, что любая схема, удовлетворяющая услови-
ям теоремы 1 и реализующая булеву функцию f(x̃), f 6∈ K(n), является
асимптотически наилучшей по надежности и функционирует с ненадеж-
ностью, асимптотически равной 3ε при ε→ 0.

Нетрудно проверить, что число функций в классе K(n) равно 2n22n−1
,

что мало по сравнению с общим числом 22n
булевых функций от n пере-

менных. Поэтому при инверсных неисправностях элементов x|y почти все
булевы функции в базисе из этих элементов можно реализовать асимп-
тотически наилучшими по надежности схемами, функционирующими с
ненадежностью, асимптотически равной 3ε при ε→ 0.

Ответ на вопрос о сложности асимптотически наилучших по надеж-
ности схем содержится в теоремах 6 и 7. Докажем, что эти схемы мож-
но строить со сложностью, по порядку равной сложности минимальных
схем, состоящих только из надежных элементов.

При доказательстве теорем 6 и 7 используются теорема 5 и лемма 4,
доказанные в работе [4].

Теорема 5 [4]. При µ 6 1/600 любую булеву функцию от n перемен-
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ных можно реализовать такой схемой S, что

P (S) 6 7µ и L(S) . 56 · 2n/n.

В отличие от теоремы 2 в теореме 5 оцениваются сразу две величи-
ны — ненадежность и сложность схемы. Поэтому ограничения на пара-
метр µ (в нашем случае µ = ε) являются более жесткими.

Обозначим через G схему, реализующую функцию голосования

g(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3.

Пусть S — произвольная схема, реализующая булеву функцию f . Возь-
мем три экземпляра схемы S, их выходы соединим со входами схемы G.
Так построенную по схеме S схему будем обозначать через ψ(S). Оче-
видно, схема ψ(S) реализует функцию f . Справедлива следующая

Лемма 4 [4]. P (ψ(S)) 6 3P 2(S) + P (G).
Из теоремы 5 для базиса {x|y} имеем

Следствие 1. При ε 6 1/600 произвольную булеву функцию от

n переменных можно реализовать такой схемой A, что P (A) 6 7ε и

L(A) . 56 · 2n/n.

Теорема 6. При ε 6 1/600 произвольную булеву функцию от n пе-

ременных можно реализовать такой схемой B, что

P (B) 6 3ε+ 126ε2 и L(B) . 224 · 2n/n.

Доказательство. Возьмем схему S, удовлетворяющую условиям след-
ствия 1, и по ней построим схему ϕ(S). Тогда по теореме 3 имеем
L(ϕ(S)) . 4 · 56 · 2n/n = 224 · 2n/n. Из соотношения (3) следует, что
P (ϕ(S)) 6 3ε+ 126ε2. Теорема 6 доказана.

Лемма 5. При ε 6 1/600 функцию голосования g(x1, x2, x3) = x1x2∨
x1x3 ∨ x2x3 можно реализовать такой схемой Sg, что

P (Sg) 6 3ε+ 33ε2 и L(Sg) = 111.

Доказательство. Моделируя формулу (1), построим схему C, кото-
рая реализует функцию голосования g и содержит шесть элементов. Оче-
видно, что L(C) = 6 и P (C) 6 6ε.

По схеме C построим схему ϕ(C) (см. теорему 3). Ясно, что ее слож-
ность равна 27, а согласно (3) ненадежность при ε 6 1/600 удовлетворяет
неравенству: P (ϕ(C)) 6 3ε+ 96ε2 6 3,16ε.
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По схеме ϕ(C) построим схему ϕ2(C). По теореме 3 имеем L(ϕ2(C)) =
4L(ϕ(C)) + 3 = 111. При ε 6 1/600 из (3) следует, что P (ϕ2(C)) 6

3ε+ 33ε2. Лемма 5 доказана.

Теорема 7. При ε 6 1/600 произвольную булеву функцию от n пе-

ременных можно реализовать такой схемой A, что

P (A) 6 3ε+ 35ε2 и L(A) . 672 · 2n/n.

Доказательство. Возьмем схему S, удовлетворяющую условиям след-
ствия 1. По ней построим схему ψ(S) (см. лемму 4), выбрав в качестве
схемы схему Sg из леммы 5. Тогда L(ψ(S)) . 3 · 56 · 2n/n = 168 · 2n/n.

По леммам 4 и 5 при ε 6 1/600 имеем P (ψ(S)) 6 3P 2(S) + P (Sg) 6

3(7ε)2 + 3ε + 33ε2 = 3ε+ 180ε2 6 3,3ε.
По схеме ψ(S) построим схему ϕ(ψ(S)). Тогда L(ϕ(ψ(S))) . 4 · 168 ·

2n/n = 672 · 2n/n. По формуле (3) при ε 6 1/600 получаем P (ϕ(ψ(S))) 6

3ε+ 35ε2. Теорема 7 доказана.
Таким образом, в базисе {x|y} при инверсных неисправностях на вы-

ходах элементов почти все булевы функции можно реализовать схема-
ми, ненадежность которых асимптотически не превосходит 3ε при ε→ 0,
причем сложность этих схем по порядку равна сложности минимальных
схем, построенных только из надежных элементов.

Полученные результаты справедливы для двойственных функций в
базисе {x ↓ y} = {x̄&ȳ} при инверсных неисправностях элементов [2].

Автор благодарит О. Б. Лупанова за постановку задачи и обсуждение
результатов.
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