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ЖЁСТКАЯ РАСКРАСКА ИНЦИДЕНТОРОВ

НЕОРИЕНТИРОВАННОГО МУЛЬТИГРАФА∗)

В.Г.Визинг

Раскраска инциденторов неориентированного мультиграфа на-
зывается жёсткой p-раскраской, если а) инциденторы раскрашены
правильно; б) для любого ребра модуль разности между цветами
его инциденторов равен p. Исследуется минимальное число цветов,
необходимое для жёсткой p-раскраски инциденторов при p > 1.

Под мультиграфом G = (V,E), если не оговорено противное, понима-
ется конечный неориентированный мультиграф без петель [5] с множе-
ством вершин V и множеством рёбер E. Через ∆(G) обозначается мак-
симальная степень вершины мультиграфа G. Мультиграф G называет-
ся мультиграфом степени ∆, если ∆(G) = ∆. Мультиграф называется
однородным, если степени всех его вершин одинаковы.

Фактором мультиграфа G = (V,E) будем называть мультиграф
F = (V,E′) с тем же множеством вершин, в котором E′ ⊆ E. Если при
этом ∆(F ) 6 k, то F называется k-фактором. Фактор называется одно-

родным, если степени всех его вершин одинаковы. Теорема Петерсена [9]
утверждает, что однородный мультиграф четной степени 2m разбивает-
ся на m однородных 2-факторов. Из теоремы Петерсена легко вытекают
следующие утверждения.

Утверждение 1. Мультиграф G степени ∆ разбивается на ⌈∆/2⌉
2-факторов.

Утверждение 2. Мультиграф G степени ∆ = 2pr разбивается на r
2p-факторов.

Утверждение 3. Мультиграф G степени ∆ = 2k + t, где k > 1 и

t > 1 разбивается на два фактора F ′ и F ′′ таких, что ∆(F ′) 6 2k и

∆(F ′′) 6 2⌈t/2⌉.
Введём понятие инцидентора. Если ребро e инцидентно вершине v, то

пара (v, e) называется инцидентором ребра e, примыкающим к вершине
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v. Таким образом, каждое ребро имеет два инцидентора, которые назы-
ваются сопряженными. Два инцидентора, принадлежащие различным
ребрам, называются смежными, если они примыкают к одной и той же
вершине.

Пусть I(G) — множество всех инциденторов мультиграфа G. Рас-
краской инциденторов называется отображение f : I(G) → N , где N —
множество натуральных чисел (цветов). Если инциденторы ребра e окра-
шены в цвета a и b, причем a < b, то будем говорить, что a — младший,
а b — старший цвет ребра e.

Задача раскраски инциденторов начала систематически изучаться,
начиная с работы [6]. Обзор результатов, полученных до середины 2004
года, имеется в [3].

Раскраска инциденторов, при которой смежные инциденторы окра-
шиваются различно, называется правильной. Правильная раскраска ин-
циденторов f называется p-раскраской (p — целое, p > 0), если для лю-
бых двух сопряженных инциденторов i1 и i2 выполняется неравенство
|f(i1) − f(i2)| > p. Через χ(p,G) обозначается наименьшее k такое, при
котором существует p-раскраска всех инциденторов мультиграфа G цве-
тами из интервала [1, k]. В статье [4] доказано

Утверждение 4. Для мультиграфа G степени ∆ справедливо равен-

ство χ(p,G) = max{∆, ⌈∆/2⌉ + p}.
Назовём p-раскраску инциденторов жёсткой, если |f(i1) − f(i2)|=p

для любых двух сопряженных инциденторов i1 и i2. Жёстким инциден-

торным p-хроматическим числом χ(p, p,G) мультиграфа G называется
наименьшее k, при котором существует жёсткая p-раскраска всех инци-
денторов мультиграфа G цветами из интервала [1, k]. Очевидно, что

χ(p, p,G) > χ(p,G) = max{∆, ⌈∆/2⌉ + p} > ∆. (1)

Жёсткая 0-раскраска инциденторов совпадает с правильной раскрас-
кой рёбер. В этом отношении понятие жёсткой раскраски инциденто-
ров является обобщением понятия правильной раскраски рёбер, а поня-
тие жёсткого инциденторного 0-хроматического числа совпадает с по-
нятием хроматического класса. Однако приводимые ниже результаты,
касающиеся жёсткой p-раскраски при p > 1, существенно отличаются от
известных фактов, касающихся жёсткой 0-раскраски [1, 2, 10].

Теорема 1. Пусть G — мультиграф степени ∆ > 0. Если p > ∆/2,
то χ(p, p,G) = χ(p,G) = ⌈∆/2⌉ + p.

Доказательство. В силу соотношения (1) достаточно доказать, что



50 В.Г.Визинг50 В.Г.Визинг50 В.Г.Визинг

χ(p, p,G) 6 ⌈∆/2⌉ + p, т. е. все инциденторы мультиграфа G можно
жёстко p-раскрасить с помощью ⌈∆/2⌉+ p цветов. Разобьём G на ⌈∆/2⌉
2-факторов Fj ; это возможно по утверждению 1. Построим жёсткую p-
раскраску инциденторов каждого фактора Fj с помощью цветов j и j+p
(j = 1, . . . , ⌈∆/2⌉) следующим способом. Выберем направление обхода
каждой компоненты связности 2-фактора Fj . Для каждого ребра окра-
шиваем в цвет j тот инцидентор, который встречается раньше при об-
ходе; сопряжённый ему инцидентор окрашиваем в цвет j + p. Покажем,
что после раскраски указанным способом инциденторов всех 2-факторов
получится жёсткая p-раскраска всех инциденторов мультиграфа G с по-
мощью ⌈∆/2⌉ + p цветов. Нужно убедиться только в правильности рас-
краски инциденторов. Правильность следует из того, что младшие цвета
рёбер различных факторов различны, старшие цвета рёбер различных
факторов различны; кроме того, младший цвет любого ребра не больше
⌈∆/2⌉, а в силу p > ⌈∆/2⌉ старший цвет любого ребра больше ⌈∆/2⌉.
Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Пусть G — мультиграф степени ∆ = 2pr, где p > 1 и

r > 1. Тогда χ(p, p,G) = χ(p,G) = ∆.

Доказательство. По утверждению 2 мультиграф G можно разбить
на r 2p-факторов. По теореме 1 инциденторы каждого такого 2p-фактора
можно жёстко p-раскрасить с помощью 2p цветов. Следовательно, все ин-
циденторы мультиграфа G можно жёстко p-раскрасить с помощью 2pr
цветов. Значит, χ(p, p,G) 6 2pr = ∆. Отсюда с учётом (1) получаем, что
χ(p, p,G) = χ(p,G) = ∆. Теорема 2 доказана.

Заметим, что при p > 1 жёсткое инциденторное p-хроматическое чис-
ло мультиграфа, степень которого удовлетворяет условиям теорем 1 или
2, точно выражается через степень мультиграфа и не зависит от других
структурных свойств мультиграфа.

Теперь нас будет интересовать тот случай, когда степень мультигра-
фа имеет вид 2pr+ s, где r > 1, p > 1 и 1 6 s 6 2p− 1. Сначала докажем
следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть p > 1, и пусть G — n-вершинный мультиграф, ин-

циденторы которого жёстко p-раскрашены. Пусть [a + 1, a + 2p] — про-

извольный интервал длины 2p с натуральными концами. Тогда число

рёбер, младшие цвета которых принадлежат этому интервалу, не боль-

ше pn.

Доказательство. Пусть E′ и E′′ — множества рёбер, младшие цвета
которых принадлежат соответственно интервалам [a + 1, a + p] и



Жесткая раскраска инциденторов неориентированного мультиграфа 51Жесткая раскраска инциденторов неориентированного мультиграфа 51Жесткая раскраска инциденторов неориентированного мультиграфа 51

[a+p+1, a+2p]. Старшие цвета рёбер множества E′ принадлежат тому же
интервалу [a+p+1, a+2p], которому принадлежат младшие цвета рёбер
из E′′. Так как жёсткая раскраска инциденторов является правильной,
то в один и тот же цвет могут быть окрашены не более n инциденторов;
поэтому |E′| + |E′′| 6 pn. Лемма 1 доказана.

Теорема 3. Пусть G — мультиграф степени ∆ = 2pr + s, где p > 1,
r > 1 и 1 6 s 6 2p − 1. Тогда

χ(p, p,G) 6 ∆ + p− ⌊s/2⌋. (2)

Если H = (V,E) — однородный мультиграф степени ∆, то

χ(p, p,H) = ∆ + p− ⌊s/2⌋. (3)

Доказательство. Сначала докажем соотношение (2). Разобьём G на
два фактора F1 и F2 таких, что ∆(F1) 6 2pr, ∆(F2) 6 2⌈s/2⌉. Это можно
сделать по утверждению 3. В силу теорем 2 и 1 справедливы неравенства
χ(p, p, F1) 6 2pr, χ(p, p, F2) 6 ⌈s/2⌉ + p. Поэтому

χ(p, p,G) 6 2pr + ⌈s/2⌉ + p = 2pr + s− ⌊s/2⌋ + p = ∆ + p− ⌊s/2⌋.

Теперь докажем равенство (3). Для этого достаточно показать, что
χ(p, p,H) > ∆ + p − ⌊s/2⌋. Рассмотрим жёсткую p-раскраску всех ин-
циденторов мультиграфа H. Предположим, что мультиграф H имеет n
вершин. Тогда в H имеется (2pr+ s)n/2 = prn+ sn/2 рёбер. В силу лем-
мы 1 интервалу [1, 2pr] принадлежат младшие цвета не более чем prn
рёбер. Следовательно, в мультиграфе H имеется не меньше sn/2 рёбер,
инциденторы которых окрашены в цвета, большие 2pr. Пусть E′ — под-
множество таких рёбер и H ′ = (V,E′). Так как |V | = n и |E′| > sn/2, то
∆(H ′) > s и в силу теоремы 1 имеем χ(p, p,H ′) > ⌈s/2⌉ + p. Значит, на
раскраску инциденторов рёбер из E′ использовано не меньше ⌈s/2⌉ + p
цветов, больших чем 2pr. Следовательно, χ(p, p,H) > 2pr + ⌈s/2⌉ + p =
∆ + p− ⌈s/2⌉. Теорема 3 доказана.

Замечание. В случае p = 1 утверждение теоремы 3 следует из бо-
лее сильного результата [7] о том, что при нечётном ∆ любой (2,∆)-
бирегулярный двудольный граф имеет интервальную раскраску ∆ + 1
цветом.

Известно [10], что для мультиграфа G степени ∆ имеют место нера-
венства ∆ 6 χ(0, 0, G) 6 ⌊3∆/2⌋, причём для любого m такого, что
∆ 6 m 6 ⌊3∆/2⌋, можно построить однородный мультиграф G степени
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∆ с χ(0, 0, G) = m. Однако, как показывают теоремы 1–3, при p > 1 ин-
циденторное жёсткое p-хроматическое число однородного мультиграфа
принимает вполне определенное значение, зависящее только от степени
мультиграфа.

Осталась открытой проблема отыскания точного инциденторного жёст-
кого p-хроматического числа для неоднородных мультиграфов, степени
которых удовлетворяют условиям теоремы 3. При p = 0 эта задача яв-
ляется NP-трудной [8]. При p > 1 ситуация не ясна.

Рассмотрим, например, случай p = 1. Пусть G — неоднородный муль-
тиграф нечётной степени ∆ > 3. Тогда по теореме 3 выполняются нера-
венства ∆ 6 χ(1, 1, G) 6 ∆ + 1. Является ли NP-трудной задача точного
определения χ(1, 1, G)?
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