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О НАИБОЛЬШЕМ РАЗМЕРЕ АНТИКОДОВ

А.Я. ван Зантен

Приводится краткое доказательство известного выражения
для наибольшего размера двоичного антикода длины n с макси-
мальным расстоянием m. Это выражение впервые было изучено
Д. Клейтманом в контексте экстремальных задач о подмножествах
конечного множества, а несколько ранее Д. Катоной.

Введение

В алгебраической теории кодирования обычно изучаются двоичные
(n,M, d)-коды. Двоичный (n,M, d)-код состоит из |M | двоичных слов
длины n с минимальным расстоянием Хемминга, равным d. При фикси-
рованных двух параметрах кода ставится вопрос об экстремальном зна-
чении третьего параметра. Аналогичные оптимизационные задачи рас-
сматриваются и для q-значных кодов в алфавите {0, 1, . . . , q − 1}, ко-
гда расстояние Хемминга между двумя словами определяется как число
позиций, в которых эти слова различаются. Если вместо минимального
расстояния рассматривается максимальное расстояние между двумя сло-
вами из M , то говорят об антикоде [3, 6, 7]. В частности, можно ставить
вопрос о наибольшем размере N(n,m) антикода с наибольшим расстоя-
нием m между словами длины n. В [7] было высказано предположение,
что
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k∑
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i

)
при чётном m,

N(n,m) =
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(
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при нечётном m,

где k =
⌊m

2

⌋
и 1 6 m < n. Правые части этих соотношений равны раз-

меру шара радиуса m/2 с дополнительным слагаемым для нечётных зна-
чений m. Хотя этот результат представляется естественным, но его до-
казательство было получено не сразу. Фактически это сделали П.Эрдёш
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(для чётного m), затем Д.Клейтман[5] и Д.Катона [4] с использованием
различных подходов в терминах экстремальной теории множеств. Здесь
представлено относительно короткое индуктивное доказательство в тер-
минах двоичных слов, основанное на известной теореме о сложении би-
номиальных коэффициентов. В разделе 2 кратко показано, как этот под-
ход может быть использован для получения аналогичного результата в
случае q-значных кодов (см. также [1, 2]).

1. Доказательство теоремы

Пусть C — множество мощности N := |C| двоичных слов длины n.
Назовём множество C двоичным кодом длины n и размера N . Как обыч-
но, расстояние Хемминга d(v, w) между словами v и w из C опреде-
ляется как число позиций, в которых v и w различаются. Наибольшее
расстояние в C называется диаметром d(C) кода:

d(C) := max{d(v,w)|v,w ∈ C}. (1)

Пусть N(n,m) — наибольший размер двоичного кода длины n и диа-
метра m, 0 6 m 6 n. Определим F как семейство кодов длины n, диа-
метра m и размера N(n,m). Для произвольного кода C ∈ F определим
подкоды

Ci := {v|v ∈ C, vn = i} (2)

при i ∈ {0, 1}.
Утверждение 1.. Для произвольных n и m, 0 < m < n, существует

такой код C ∈ F , что d(v,w) 6 m− 2 для всех v, w из C1.

Доказательство. Возьмём произвольный код B из F . Если B удо-
влетворяет вышеуказанному неравенству, то полагаем C := B. Если B
не удовлетворяет этому неравенству, преобразуем B в другой код из F ,
который удовлетворяет этому неравенству.

A. Сначала преобразуем код B в код D из F такой, что D1 не со-
держит пары слов, расстояние между которыми равно m. Пусть S ⊆ B1

определено следующим способом:

S = {x|x ∈ B1,∃y ∈ B1 такое, что d(x,y) = m}. (3)

Ясно, что либо S = ∅, либо |S| > 2. Если S 6= ∅, для каждого слова
x ∈ S определим слово x′ с x′j = xj , 1 6 j < n, и x′n = 0. Ни одно из этих
слов x′ не принадлежит B, так как условие d(x,y) = m в (3) означает,
что d(x,y) = m+ 1. Кроме того, для любого x′ имеем
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d(x′,v) = d(x,v) − 1 6 m− 1, if v ∈ B0, (4)

d(x′,v) = d(x,v) + 1 6 (m− 1) + 1 = m, if v ∈ B1\S, (5)

d(x′,v′) = d(x,v) 6 m, if v ∈ S. (6)

Следовательно, заменив все x ∈ S на соответствующие x′, получим
код D, который обладает свойством, указанным в начале доказательства.

B. Теперь преобразуем код D в код C ∈ F такой, что C1 не содержит
пары кодовых слов на расстоянии, большем m− 2.

Пусть T ⊆ D1 определяется следующим образом:

T = {x|x ∈ D1,∃y ∈ D1 with d(x,y) = m− 1, x1 = y1}. (7)

Очевидно, что T является объединением двух непересекающихся мно-
жеств T0 и T1 таких, что в Ti имеем x1 = y1 = i, а |Ti| = ∅, либо |Ti| > 2
при i = 0, 1. Если T 6= ∅, для каждого x ∈ T определим слово x′ с
x′1 = x1 +1 (mod 2), x′j = xj при 1 < j < n и x′n = 0. Ни одно из этих слов
x′ не прнадлежит D, поскольку d(x,y) = m− 1 и x1 = y1 в (7) означает,
что d(x′,y) = (m−1)+2 = m+1. Кроме того, для каждого x′ выполнены
соотношения:

d(x′,v) 6d(x,v) + 1 − 1 6 m, если v ∈ D0, (8)

d(x′,v) 6d(x,v) + 1 6 (m− 1) + 1 = m, если v ∈ D1\T, (9)

d(x′,v′) 6d(x,v) 6 m− 1, если v ∈ T. (10)

Следовательно, заменив все x ∈ T на соответствующие x′, получим
код E(1) ∈ F такой, что d(E

(1)
1 ) 6 m − 1, и если E

(1)
1 содержит пару

(x,y) с d(x,y) = m − 1, то x1 6= y1. Аналогично, удалив из E(1)
1 пары

(x,y) с d(x,y) = m − 1 и x2 = y2, получим код E(2) ∈ F такой, что

d(E
(2)
1 ) 6 m − 1, и если E

(2)
1 содержит пару (x,y) с d(x,y) = m − 1, то

x1 6= y1 и x2 6= y2. Продолжая этот процесс, получаем код E(n−1) из F с
d(E(n−1)) 6 m−1, обладающий тем свойством, что если E(n−1)

1 содержит
пару слов x и y с d(x,y) = m−1, то x1 6= y1, x2 6= y2, . . . , xn−1 6= yn−1. Так
как xn = yn = 1, то d(x,y) = n − 1. Следовательно, m = n. Последнее

равенство противоречит условию m < n. Поэтому E
(n−1)
1 не содержит

пары слов x и y с d(x,y) > m− 2. Следовательно, C := E(n−1) является
кодом, который удовлетворяет утверждению. Утверждение 1 доказано.

Замечание. Использованный выше метод аналогичен методу “pu-
shing–techniques” из [1, 2].
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Следующее свойство является непосредственным следствием утвер-
ждения 1. Его доказательство проводится удалением последней коорди-
наты во всех словах кода C.

Следствие. Максимальный размер N(n,m) двоичного кода длины n
и диаметра m, 1 < m < n, удовлетворяет рекурентному соотношению

N(n,m) 6 N(n− 1,m) +N(n− 1,m− 2).

Теперь всё готово к доказательству известного результата, получен-
ного Д. Клейтманом [5] и Д. Катоной [4].

Теорема. Пусть C — двоичный код длины n > 1 с диаметром m,

1 6 m 6 n, который имеет максимальный размер N(n,m). Тогда

N(n, n) = 2n, а при m < n

N(n,m) =
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⌋
.

Доказательство. Равенство N(n, n) = 2n тривиально. Для m < n мы
сначала докажем более слабые соотношения:

N(n,m) 6
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(11)

Предположим, что неравенства (11) верны для всех значений, мень-
ших чем некоторое фиксированное n > 1. Пусть m чётно. По следствию
и индуктивному предположению при m < n− 1 имеем
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Поскольку код, содержащий все слова из шара радиуса k с некото-
рым фиксированным центром (скажем 0) имеет точно такое число слов,
то правая часть приведённого неравенства справедлива. Таким образом,
теорема доказана для n в случае, когда m чётно, и 0 < m < n−1. Чтобы
завершить доказательство теоремы в случае, когда m чётно, мы дока-
жем теорему для m = n−1 и нечётного n. Единственное ограничение на
код C в этом случае: если слово прнадлежит C, то его дополнение (от-
рицание в двоичном случае) не принадлежит C. По принципу Дирихле

имеем N(n, n− 1) = 2n−1 =
k∑

i=0

(n
i

)
при k = (n− 1)/2.

Доказательство для нечётных m аналогично. Теорема верна также
для значения n. Тем самым, поскольку при n = 1 теорема тривиальна,
мы доказали ее для всех n > 1 по индукции. Теорема доказана.

2. Обобщение на q-значные антикоды

Наш метод может быть легко обобщён для получения верхней оцен-
ки для наибольшего размера q-значного антикода длины n с максималь-
ным расстоянием m. Обозначив эту величину через Nq(n,m), аналогично
неравенствам (11) получаем соотношения

Nq(n,m) 6



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)
(q − 1)i, если m чётно,

k∑
i=0

(
n
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)
(q − 1)i +

(
n−1

k

)
(q − 1)k+1, если m нечётно.

(12)

Однако верхняя оценка (12) не является точной для всех целых чисел
m из интервала [1, n − 1]. Для того чтобы получить равенства в (12)
при 1 6 m 6 m0, где m0 — целое число, введённое в [1, 2], мы должны
обобщить аргументы, использованные в последней части доказательства
теоремы для такого m0. Это находится на стадии исследования.
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