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ЧИСЛО k-НЕРАЗДЕЛЁННЫХ СЕМЕЙСТВ

ПОДМНОЖЕСТВ n-ЭЛЕМЕНТНОГО МНОЖЕСТВА

(k-НЕРАЗДЕЛЁННЫХ БУЛЕВЫХ ФУНЕЦИЙ

ОТ n ПЕРЕМЕННЫХ). ЧАСТЬ III.

СЛУЧАЙ k > 3 И ПРОИЗВОЛЬНЫХ n
∗)

А.Д.Коршунов

Пусть S — множество, состоящее из n элементов, и k — нату-
ральное число, k > 2. Семейство F подмножеств S1, . . . , Sr мно-
жества S называется k-неразделённым, если пересечение любых
v членов, v 6 k, семейства F непусто. Число k-неразделённых
семейств подмножеств n-элементного множества равно числу
k-неразделённых булевых функций от n переменных (булева функ-
ция f(x1, . . . , xn) называется k-неразделённой, если у любых v на-
боров, v 6 k, на которых функция f(x1, . . . , xn) равна 1, имеется
по меньшей мере одна общая единичная компонента). В статье най-
дена асимптотика для числа k-неразделённых булевых функций от
n переменных (следовательно, для числа k-неразделённых семейств
подмножеств n-элементного множества) при любом фиксированном
k > 3 и n→ ∞.

Введение

Потребность в изучении различных семейств подмножеств конечно-
го множества, удовлетворяющих заданным ограничениям, возникает при
решении ряда задач дискретной математики. Среди естественных огра-
ничений, которым должны удовлетворять такие семейства, является от-
сутствие в каждом семействе v членов (подмножеств), v 6 k, с пустым
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пересечением, k = 2, 3, . . . Такие семейства называются k-неразделённы-

ми.
Булева функция f(x1, . . . , xn) называется k-неразделённой, если у лю-

бых v наборов, v 6 k, на которых функция f(x1, . . . , xn) равна 1, имеется
по меньшей мере одна общая единичная компонента.

Нетрудно видеть, что число k-неразделённых семейств n-элементного
множества совпадает с числом k-неразделённых булевых фунеций от n
переменных.

Действительно, пусть k-неразделённое семейство F состоит из под-
множеств S1, . . . , Sr n-элементного множества S. Подмножеству Si,
1 6 i 6 r, поставим в соответствие такой двоичный (характеристиче-
ский) набор α̃i = (α1

i , . . . , α
n
i ), что

αj
i =

{
1, если j-й элемент из S принадлежит множеству Si;
0 в противном случае.

В качестве булевой функции f(x1, . . . , xn) возьмём функцию, которая
равна 1 на всех характеристических наборах и равна 0 на 2n − r осталь-
ных наборах.

Ясно, что функция f(x1, . . . , xn) является k-неразделённой, а ука-
занное соответствие между k-неразделёнными семействами подмножеств
n-элементного множества и k-неразделёнными булевыми функциями от
n переменных взаимно однозначно. Следовательно, число k-неразделён-
ных семейств подмножеств n-элементного множества равно числу k-не-
разделённых булевых функций от n переменных.

Замечание 1. Множество k-неразделённых булевых функций от n
переменных при k = 2, 3, . . . впервые изучал Э.Пост [10] в связи с ис-
следованием замкнутых (относительно операции суперпозиции) классов
булевых функций. Описание этих классов имеется в [6, 9].

Обозначим через Fk(n) множество k-неразделённых булевых функ-
ций от n переменных. В работах [2] и [5] исследовался размер множества
F2(n) при чётных и нечётных n соответственно.

Основной целью настоящей статьи является доказательство следую-
щего утверждения.

Теорема 1. При любом фиксированном k > 3 и n→ ∞ справедливо

соотношение |Fk(n)| ∼ n22n−1
.

Замечание 2. Формулировка этого утверждения имеется в [3, 4].

Справедливость теоремы 1 устанавливается в два этапа. Сначала до-
казывается
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Теорема 2. При любом фиксированном k > 3 и n→ ∞ справедливо

соотношение

|Fk(n)| > n22n−1 −
(n
2

)
22n−2 ∼ n22n−1

.

Затем доказывается

Теорема 3. При n→ ∞ справедливо соотношение

|F3(n) 6 22n−1
(1 + o(1)).

Поскольку F3(n) ⊇ F4(n) ⊇ . . . ⊇ Fn(n), из теоремы 3 следует, что
при любом фиксированном k > 3 и n→ ∞

|Fk(n)| 6 n22n−1
(1 + o(1)). (1)

Из (1) и теоремы 2 следует утверждение теоремы 1.
Доказательство теоремы 2 основано на использовании принципа вклю-

чения и исключения. Теорема 3 доказывается иначе.

§ 1. Доказательство теоремы 2

Обозначим через F+
k (n) множество таких k-неразделённых булевых

функций f = f(x1, . . . , xn), что во всех наборах, на которых f равна 1,
имеется по меньшей мере одна общая единичная компонента.

Пусть натуральные числа i1, . . . , is, где 1 6 s 6 n, таковы, что
1 6 i1 < . . . < is 6 n. Обозначим через F+

k,i1,...,is
(n) множество таких

функций f = f(x1, . . . , xn) из F+
k (n), что во всех наборах, на которых

функция f равна 1, i1-я, . . ., is-я компоненты являются единичными
(возможно наличие других таких компонент).

Нетрудно видеть, что при любых рассматриваемых i1, . . . , is

|F+
k,i1,...,is

(n)| = 22n−s
.

Воспользовавшись принципом включения и исключения [8] по параметру
s, имеем

|F+
k (n)| =

n∑

s=1

(−1)s+1
(n

s

)
22n−s

. (2)

Из (2) и неравенства Бонферрони [8] следует, что при любом n > 3

|F+
k (n)| > n22n−1 −

(n
2

)
22n−2

, |F+
k (n)| 6 n22n−1

.

Следовательно, при n→ ∞ имеем

|F+
k (n)| ∼ n22n−1

. (3)
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Так как |Fk(n)| > |F+
k (n)|, то из (3) следует утверждение теоремы 2.

Замечание 3. Из доказательства теоремы 2 следует, что почти каж-
дая функция f = f(x1, . . . , xn) из F+

k (n) является такой, что во всех
наборах, на которых f равна 1, имеется только одна общая единичная
компонента.

§ 2. Доказательство теоремы 3

Множество всех упорядоченных двоичных наборов длины n обозна-
чим через Bn. Через Bn

i,1, 1 6 i 6 n, обозначим множество наборов из
Bn, в каждом из которых i-я компонента равна 1. Через Bn

i,0, 1 6 i 6 n,
обозначим множество наборов из Bn, в каждом из которых i-я компо-
нента равна 0. Ясно, что |Bn| = 2n и |Bn

i,1| = |Bn
i,0| = 2n−1 при любом i,

1 6 i 6 n.
Множество F3(n) представим в виде F3(n) = F 1

3 (n)∪F 2
3 (n), где F 1

3 (n)
состоит из таких функций f = f(x1, . . . , xn) множества F3(n), что среди
наборов из Bn, на которых f равна 1, имеются два набора, в которых
присутствует только одна общая единичная компонента; F 2

3 (n) = F3(n)\
F 1

3 (n).
Нетрудно видеть, что любая функция из F 1

3 (n) принадлежит множе-
ству F+

3 (n), введённому в § 1. Поэтому согласно теореме 2 для доказа-
тельства теоремы 3 достаточно показать, что при n→ ∞

|F 2
3 (n)| = o(|F+

3 (n)|). (4)

Прежде чем переходить к доказательству соотношения (4), введём нес-
колько понятий и убедимся в справедливости двух вспомогательных утвер-
ждений (лемм 1 и 2).

Пусть α̃ = (α1, . . . , αn) и β̃ = (β1, . . . , βn) — различные наборы из Bn.
Через c(α̃, β̃) обозначается число общих единичных компонент в α̃ и β̃.
Наборы α̃ и β̃ называются противоположными, если αi + βi = 1 при
любом i, 1 6 i 6 n.

Говорят, что набор α̃ предшествует набору β̃ (обозначение: α̃ ≺ β̃),
если αi 6 βi при любом i, 1 6 i 6 n. Ясно, что не любые наборы нахо-
дятся в отношении предшествования. Например, наборы (1,0) и (0,1) в
таком отношении не находятся. Если α̃ 6≺ β̃ и α̃ 6≻ β̃, то наборы α̃ и β̃
называются несравнимыми.

Пусть M(n) обозначает множество монотонных булевых функций от
n переменных.

Лемма 1. При чётном n→ ∞

|M(n)| < 2

( n
n/2

)
exp

(
2n/2

)
,
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а при нечётном n→ ∞

|M(n)| < 2

(
n

(n−1)/2

)
exp

(
2n/2

)
.

Доказательство. Из теоремы 1 [1] следует, что при чётном n→ ∞

|M(n)| < 2

( n
n/2

)
exp

((
n

n/2

)
2−n/2+1

)
, (5)

а при нечётном n→ ∞

|M(n)| < 2

( n
(n−1)/2

)
+1

exp
(( n

(n−1)/2

)
2−n/2+1

)
. (6)

Воспользовавшись асимптотической формулой Стирлинга

k! ∼
√

2πk(k/e)k ,

при чётном n→ ∞ получаем

(
n

n/2

)
=

n!

(n/2)!(n/2)!
∼ 2n

√
2

πn
(7)

и при нечётном n→ ∞ имеем

( n
(n−1)/2

)
=

n!

((n − 1)/2)!((n + 1)/2)!
∼ 2n

√
2

πn
. (8)

Из (5)–(8) следует утверждение леммы 1.
Пусть S — произвольное множество попарно несравнимых наборов

из Br. Такие множества называются шпернеровыми. Введём следующие
обозначения:

а) S — множество таких наборов из Br, каждый из которых проти-
воположен некоторому набору из S;

b) P (S) — множество таких наборов из Br, каждый из которых пред-
шествует некоторому набору из S;

c) T (S) — множество таких наборов из Br, что для каждого из них
имеется предшествующий набор из S.

Легко видеть, что если S состоит из таких наборов, что в любых двух
наборах имеется по меньшей мере одна общая единичная компонента, то
в любых двух наборах из S ∪T (S) имеется по меньшей мере одна общая
единичная компонента, (S∪T (S))∩(S∪P (S)) = ∅ и |S∪T (S)| = |S∪P (S)|.
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Поэтому при любом таком S выполняется неравенство |S ∪T (S)| 6 2r−1.
Следовательно, |T (S)| < 2r−1.

Теперь убедимся в справедливости следующего утверждения.

Лемма 2. |F2(r)| < |M(r)| · 22r−1
при любом r > 1.

Доказательство. Все функции из F2(r) можно получить следующим
способом.

1) Выбирается такое шпернерово множество S из Br, что в любых
двух наборах из S имеется по меньшей мере одна общая единичная ком-
понента. Так как совокупность наборов из S можно рассматривать как
множество нижних единиц (единственной) монотонной булевой функции
от r переменных, то число способов выбора множества S меньше числа
монотонных булевых функций от r переменных, т. е. меньше величины
|M(r)|.

2) Берутся такие булевы функции от r переменных, которые равны 1
на каждом наборе из S, принимают произвольные значения на наборах
из T (S) и равны 0 на остальных наборах из Br. Так как |T (S)| < 2r−1,
то при фиксированном S число способов задания таких функций мень-
ше 22r−1

.
Из пп. 1 и 2 следует, что

|F2(r)| < |M(r)| · 22r−1
.

Лемма 2 доказана.
Множество S из Bn

1,1 (или Bn
1,0) назовём множеством с v-кратным

пересечением, v > 1, если c(α̃, β̃) > v для любых α̃, β̃ из S и в S имеются
такие наборы α̃′, β̃′, что c(α̃′, β̃′) = v.

Пусть f = f(x1, . . . , xn) — произвольная функция из F3(n), Bn
1,1,f и

Bn
1,0,f — множества наборов из Bn

1,1 и Bn
1,0 соответственно, на которых

функция f равна 1. Возможны следующие случаи.
Случай 1. Среди наборов из Bn

1,1,f имеются такие наборы α̃ и β̃, что

c(α̃, β̃) = 1, т. е. общей единичной компонентой в α̃ и β̃ является только
первая компонента.

Случай 2. Среди наборов из Bn
1,0,f есть такие наборы γ̃ и σ̃, что

c(γ̃, σ̃) = 1.
Случай 3. Множество Bn

1,1,f является множеством с 2-кратным пе-
ресечением, а среди наборов из Bn

1,0,f нет таких наборов γ̃ и σ̃, что
c(γ̃, σ̃) = 1.

Случай 4. Среди наборов из Bn
1,1,f нет таких наборов α̃ и β̃, что

c(α̃, β̃) = 1, а среди наборов из Bn
1,0 имеется только один набор, на кото-
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ром функция f равна 1, т. е. |Bn
1,0,f | = 1.

Случай 5. Среди наборов из Bn
1,0,f нет таких наборов γ̃ и σ̃, что

c(γ̃, σ̃) = 1, а среди наборов из Bn
1,1 имеется только один набор, на кото-

ром функция f равна 1, т. е. |Bn
1,1,f | = 1.

Случай 6. Для любых различных наборов α̃ и β̃ из Bn
1,1,f справедли-

во неравенство c(α̃, β̃) > 3, а Bn
1,0,f является множеством с 2-кратным

пересечением.
Случай 7. Для любых различных наборов α̃ и β̃ из Bn

1,1,f справедли-

во неравенство c(α̃, β̃) > 3, а Bn
1,0,f является множеством с 3-кратным

пересечением.
Случай 8. Для любых различных наборов α̃ и β̃ из Bn

1,1,f справедли-

во неравенство c(α̃, β̃) > 3, а Bn
1,0,f является множеством с 4-кратным

пересечением.
Случай 9. Для любых различных наборов α̃ и β̃ из Bn

1,1,f справедливо

неравенство c(α̃, β̃) > 3, а для любых различных наборов γ̃ и σ̃ из Bn
1,0,f

справедливо неравенство c(γ̃, σ̃) > 5.
Исследуем функции в каждом случае при условии, что они являются

3-неразделёнными.
Случай 1. Поскольку функция f является 3-неразделённой, в про-

извольных двух наборах α̃, β̃ из Bn
1,1,f таких, что c(α̃, β̃) = 1, и любом

наборе из Bn
1,0 нет общих единичных компонент. Поэтому функция f рав-

на 0 на любом наборе из Bn
1,0. Следовательно, функция f принадлежит

множеству F+
3 (n).

Случай 2. Пусть наборы γ̃ и σ̃ из Bn
1,0,f таковы, что c(γ̃, σ̃) = 1, и

общей единичной компонентой в этих наборах является i-я компонента,
2 6 i 6 n. Тогда в наборах γ̃, σ̃ и любом наборе из Bn

1,1,f только i-я ком-
понента является общей единичной компонентой. Это означает, что во
всех наборах из Bn

1,1,f i-я компонента равна 1. Кроме того, в наборах γ̃,
σ̃ и любом оставшемся наборе из Bn

1,0,f только i-я компонента является
общей единичной компонентой. Поэтому во всех наборах из Bn

1,0,f ∪Bn
1,1,f

i-я компонента равна 1. Следовательно, функция f принадлежит мно-
жеству F+

3 (n).

Случай 3. Пусть наборы α̃ и β̃ из Bn
1,1,f таковы, что c(α̃, β̃) = 2, и

пусть i-я и, конечно, первая компоненты в них равны 1, 2 6 i 6 n. Тогда
в наборах α̃, β̃ и любом наборе из Bn

1,0,f только i-я компонента является
общей единичной компонентой. Следовательно, во всех наборах из Bn

1,0,f

i-я компонента равна 1.
Обозначим через Bn−2

1,0,f множество наборов длины n− 2, полученных
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из наборов множества Bn
1,0,f после удаления из них первой и i-й компо-

нент. Так как c(γ̃, σ̃) > 2 для любых наборов γ̃ и σ̃ из Bn
1,0,f , то множе-

ство Bn−2
1,0,f является 2-неразделённым. Отсюда и из леммы 2 следует, что

при фиксированном i, 2 6 i 6 n, на множестве Bn
1,0 функция f может

быть задана менее чем |M(n− 2)| · 22n−3
способами. Аналогично, так как

c(α̃, β̃) > 2 для любых наборов α̃ и β̃ из Bn
1,1,f , то на множестве Bn

1,1

функция f может быть задана менее чем |M(n − 1)| · 22n−2
способами.

Следовательно, общее число функций из F3(n) рассматриваемого вида
меньше величины

n · |M(n − 2)| · 22n−3 · |M(n− 1)| · 22n−2

= (см. лемму 1 при n→ ∞) = o(22n−1
). (9)

Случай 4. Из леммы 2 следует, что в Bn
1,1 функция f может быть

задана менее чем |M(n−1)|·22n−2
способами, а для выбора одного набора

из Bn
1,0 имеется 2n−1 возможностей. Следовательно, число функций из

F3(n) рассматриваемого вида меньше величины

2n−1 · |M(n − 1)| · 22n−2
= (см. лемму 1 при n→ ∞) = o(22n−1

). (10)

Случай 5. Согласно лемме 2 в Bn
1,0 функция f может быть задана

менее чем |M(n − 1)| · 22n−2
способами, а для выбора одного набора из

Bn
1,1 имеется 2n−1 возможностей. Следовательно, число функций из F3(n)

рассматриваемого вида меньше величины

2n−1 · |M(n − 1)| · 22n−2
= (см. лемму 1 при n→ ∞) = o(22n−1

). (11)

Случай 6. Пусть наборы γ̃ и σ̃ из Bn
1,0,f таковы, что c(γ̃, σ̃) = 2, и

пусть, для определённости, вторая и третья компоненты в этих наборах
равны 1. Тогда в наборах γ̃, σ̃ и любом наборе из Bn

1,0, в котором вто-
рая и третья компоненты равны 0, нет общей единичной компоненты.
Значит, наборы из Bn

1,0, в котором вторая и третья компоненты равны 0,
не принадлежат множеству Bn

1,0,f . Множество таких наборов обозначим

через Bn,0
1,0 .

Множество Bn
1,0 \B

n,0
1,0 представим в виде Bn

1,0 \B
n,0
1,0 = Bn,1

1,0 ∪Bn,2
1,0 , где

Bn,1
1,0 состоит из таких наборов, в каждом из которых первая и вторая

компоненты равны 0, а третья компонента равна 1; множество Bn,2
1,0 со-

стоит из таких наборов, в каждом из которых первая компонента равна
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0, а вторая компонента равна 1. Обозначим через Bn,1
1,0,f (Bn,2

1,0,f ) мно-

жество наборов из Bn,1
1,0 (Bn,2

1,0 ), на которых функция f равна 1. Так как

c(γ̃′, σ̃′) > 2 для любых различных наборов из Bn,1
1,0,f или из Bn,2

1,0,f , то на

множестве Bn,1
1,0 функция f может быть задана менее чем |M(n−3)|·22n−4

способами, а на множестве Bn,2
1,0 — менее чем |M(n−2)| ·22n−3

способами.
Вместе с тем на множестве Bn

1,1 функция f может быть задана менее

чем |M(n − 1)| · 22n−2
способами. Следовательно, общее число функций

из F3(n) рассматриваемого вида меньше величины

(n−1
2

)
· |M(n− 3)| · 22n−4 · |M(n − 2)| · 22n−3 · |M(n − 1)| · 22n−2

= (см. лемму 1 при n→ ∞) = o(22n−1
) (12)

(множитель
(n−1

2

)
равен числу способов выбора двух позиций среди n−1

позиций).
Случай 7. Пусть наборы γ̃ и σ̃ из Bn

1,0,f таковы, что c(γ̃, σ̃) = 3, и
пусть, для определённости, вторая, третья и четвёртая компоненты в
этих наборах равны 1. Тогда в наборах γ̃ и σ̃ и любом наборе из Bn

1,0,
в котором вторая, третья и четвёртая компоненты равны 0, нет общей
единичной компонетны. Поэтому наборы из Bn

1,0, в которых вторая, тре-
тья и четвёртая компоненты равны 0, не принадлежат множеству Bn

1,0,f .

Множество таких наборов обозначим через Bn,0
1,0 .

Множество Bn
1,0,f \Bn,0

1,0 представим в виде

Bn
1,0,f \Bn,0

1,0 = Bn,1
1,0 ∪Bn,2

1,0 ∪Bn,3
1,0 ,

где Bn,1
1,0 состоит из таких наборов, в каждом из которых вторая ком-

понента равна 1; Bn,2
1,0 состоит из таких наборов, в каждом из которых

вторая компонента равна 0, а третья компонента равна 1; Bn,3
1,0 состоит

из таких наборов, в каждом из которых вторая и третья компоненты
равны 0, а четвёртая компонента равна 1. Очевидно, что

|Bn,1
1,0 | = 2n−2, |Bn,2

1,0 | = 2n−3, |Bn,3
1,0 | = 2n−4. (13)

Обозначим через Bn,i
1,0,f множество наборов из Bn,i

1,0, 1 6 i 6 3, на
которых функция f равна 1. Так как c(γ̃′, σ̃′) > 2 для любых набо-
ров γ̃′ и σ̃′ из Bn,i

1,0,f , 1 6 i 6 3, то согласно лемме 2 и соотношени-

ям (13) на множестве Bn,i
1,0 функция f может быть задана менее чем

|M(n − i − 1)|22n−i−2
способами, а на множестве Bn

1,1 функция f может
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быть задана менее чем |M(n−1)|22n−2
способами. Следовательно, общее

число функций из F3(n) рассматриваемого вида меньше величины

(
n−1

3

)
·|M(n−2)|·22n−3 ·|M(n−3)|·22n−4 ·|M(n−4)|·22n−5 ·|M(n−1)|·22n−2

= (см. лемму 1 при n→ ∞) = o(22n−1
) (14)

(множетель
(n−1

3

)
равен числу способов фиксацмм трёх позиций среди

n− 1 позиций).
Случай 8. Пусть наборы γ̃ и σ̃ из Bn

1,0,f таковы, что c(γ̃, σ̃) = 4, и
пусть, для определённости, вторая–пятая компоненты в этих наборах
равны 1. Тогда в наборах γ̃ и σ̃ и любом наборе из Bn

1,0, в котором
вторая–пятая компоненты равны 0, нет общей единичной компонетны.
Поэтому наборы из Bn

1,0, в которых вторая–пятая компоненты равны 0,
не принадлежат множеству Bn

1,0,f . Множество таких наборов обозначим

через Bn,0
1,0 .

Множество Bn
1,0,f \Bn,0

1,0 представим в виде

Bn
1,0,f \Bn,0

1,0 =

4⋃

i=1

Bn,i
1,0,

где Bn,1
1,0 состоит из таких наборов, в каждом из которых вторая ком-

понента равна 1; Bn,2
1,0 состоит из таких наборов, в каждом из которых

вторая компонента равна 0, а третья компонента равна 1; Bn,3
1,0 состоит из

таких наборов, в каждом из которых вторая и третья компоненты рав-
ны 0, а четвёртая компонента равна 1; Bn,4

1,0 состоит из таких наборов,
в каждом из которых вторая–четвёртая компоненты равны 0, а пятая
компонента равна 1. Очевидно, что

|Bn,1
1,0 | = 2n−2, |Bn,2

1,0 | = 2n−3, |Bn,3
1,0 | = 2n−4, |Bn,4

1,0 | = 2n−5. (15)

Обозначим через Bn,i
1,0,f множество наборов из Bn,i

1,0, 1 6 i 6 4, на
которых функция f равна 1. Так как c(γ̃′, σ̃′) > 2 для любых набо-
ров γ̃′ и σ̃′ из Bn,i

1,0,f , 1 6 i 6 4, то согласно лемме 2 и соотношени-

ям (15) на множестве Bn,i
1,0 функция f может быть задана менее чем

|M(n − i − 1)|22n−i−2
способами, а на множестве Bn

1,1 функция f может

быть задана менее чем |M(n−1)|22n−2
способами. Следовательно, общее
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число функций из F3(n) рассматриваемого вида меньше величины

(n−1
4

)
· |M(n− 2)| · 22n−3 · |M(n − 3)| · 22n−4 · |M(n − 4)| · 22n−5

· |M(n − 5)| · 22n−6 · |M(n− 1)| · 22n−2

= (см. лемму 1 при n→ ∞) = o(22n−1
) (16)

(множетель
(n−1

4

)
равен числу способов фиксации четырёх позиций среди

n− 1 позиций).
Случай 9. Выше было показано, что на множестве Bn

1,1 функция

f может быть задана менее чем |M(n − 1)|22n−2
способами, а число

возможностей для задания таких функций f на множестве Bn
1,0, ког-

да f равна 1 не более чем на ⌊2n/n⌋ наборах из Bn
1,0, меньше величины

⌊2n/n⌋∑

i=1

(
2n−1

i

)
< (en)2

n/n. Следовательно, при n→ ∞ общее число функ-

ций из F3(n), равных 1 не более чем на ⌊2n/n⌋ наборах из Bn
1,0, меньше

величины
(en)2

n/n · |M(n − 1)| · 22n−2
= o(22n−1

). (17)

Теперь рассмотрим функции из F3(n), принимающие значение 1 толь-
ко на таких наборах из Bn

1,0, в каждом из которых содержится не менее
⌊n/2⌋ + 2 единиц. Ясно, что число способов задания таких функций в

Bn
1,0 не превосходит 2

2n−2−
(n−1

n/2

)
−
( n−1
n/2+1

)
при чётном n и не превосходит

2
2n−2− 1

2

( n−1
(n+1)/2

)
−
( n−1
(n+3)/2

)
при нечётном n. Следовательно, общее число

таких функций из F3(n) не превосходит

2
2n−2−

(n−1
n/2

)
−
( n−1
n/2+1

)
· |M(n − 1)| · 22n−2

= o(22n−1
) (18)

при чётном n→ ∞ и не превосходит

2
2n−2− 1

2

(
n−1

(n+1)/2

)
−
(

n−1
(n+3)/2

)
· |M(n− 1)| · 22n−2

= o(22n−1
) (19)

при нечётном n→ ∞.
Остаётся убедиться в том, что число остальных функций из F3(n),

рассматриваемых в случае 9, равно o(22n−1
). Изложение будем вести на

языке булева куба. Наборы из Bn назовём вершинами n-мерного булева
куба, обозначаемого через En. Наборы с k единицами из Bn называются
вершинами k-го слоя в En, 0 6 k 6 n.
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Воспользуемся следующим обобщением леммы 2. Пусть α̃ — произ-
вольная вершина k-го слоя из En. Множество вершин β̃ с (k + w)-го
слоя из Er, где w > 1 и k + w 6 r, таких, что β̃ ≻ α̃, назовём w-тенью

вершины α̃.
Пусть S = {α̃1, . . . , α̃v} — множество таких вершин из Er, в каждой

из которых имеется не более r − w единиц. При каждом j = 1, 2, . . . , w
обозначим через T j(S) множество вершин из Er, каждая из которых
принадлежит j-тени некоторого набора из S. Множество T j(S) назовём
j-тенью множества S. Пусть множество S таково, что c(α̃i, α̃l) > 5 при
любых i и l, 1 6 i < l 6 v. Далее, пусть при j = 1, 2, 3, 4

Rj =

v⋃

i=1

T j(α̃i) ∪ P
(

v⋃

i=1

T j(α̃i)

)
.

Нетрудно убедиться в том, что при любом j = 1, 2, 3, 4 ни одна вершина
из Rj не может принадлежать множеству S∪T (S). Поэтому |S∪T (S)| 6

|Rj |. Однако это неравенство является грубым и им нельзя воспользо-
ваться при доказательстве сформулированного утверждения. Более точ-
ную оценку для |S| можно получить, используя следующее утверждение
Р. Г.Нигматуллина [7]: в Er среди вcех вершинных подмножеств мощно-

сти

t∑

i=1

(
r

t

)
наименьшую границу имеет шар радиуса t. Число гранич-

ных вершин в таком множестве равно

(
r

t

)
.

Пусть r = n− 1. Легко видеть, что число вершин в Er, в каждой из
которых содержится не более ⌊n/2+

√
3n ln n⌋ и не менее ⌊n/2−

√
3n ln n⌋

единиц, не превосходит

2

⌊n/2−
√

3n ln n⌋∑

i=1

(
n− 1

i

)
< 2n/n3.

Отсюда и из неравенства
t∑

i=1

(
r

i

)
> 2n/n следует, что в почти каждой

граничной вершине такого множества содержится n/2 · (1+o(1)) единиц.
Пользуясь этим фактом, нетрудно видеть,что при таком v

|R1| >

(
n− 1

t+ 1

)
(1 − o(1)), |R2| >

(
n− 1

t+ 2

)
(1 − o(1)),

|R3| >

(
n− 1

t+ 3

)
(1 − o(1)), |R4| >

(
n− 1

t+ 4

)
(1 − o(1)).
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Если множество S является шаром, то

|R1| =

(
n− 1

t+ 1

)
, |R2| =

(
n− 1

t+ 2

)
, |R3| =

(
n− 1

t+ 3

)
, |R4| =

(
n− 1

t+ 4

)
.

Поэтому вершины с первых t + 4 слоёв не могут принадлежать «шаро-
вому» множеству S. Так как t + 4 + t 6 n − 1, то t 6 (n − 5)/2. В свою
очередь, при чётном n

⌊(n−5)/2⌋∑

i=1

(
n− 1

i

)
6 2n−2 −

(
n− 1

n/2

)
−
(
n− 1

n/2 + 1

)
,

а при нечётном n

⌊(n−5)/2⌋∑

i=1

(
n− 1

i

)
6 2n−2 − 1

2

(
n− 1

(n− 1)/2

)
−
(

n− 1

(n+ 1)/2

)
.

Следовательно, число функций из F3(n) рассматриваемого вида не пре-
восходит

|M(n − 1)|22n−2− 1
2(

n−1
⌊(n−1)/2)−( n−1

⌊(n+1)/2⌋) · |M(n − 1)|22n−2
= o(22n−1

). (20)

Из (9)–(12), (14) и (16)–(20) следует, что |F3(n)| = o(22n−1
) при

n → ∞. Тем самым справедливость соотношения (4) установлена. Тео-
рема 3 доказана.

Замечание 4. Из (3) и теоремы 3 следует, что при любом фиксиро-
ванном k > 3 и n→ ∞ почти каждая функция f = f(x1, . . . , xn) из Fk(n)
является такой, что во всех наборах, на которых f равна 1, имеется по
меньшей мере одна общая единичная компонента.
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