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О СПЕЦИАЛЬНЫХ СОВЕРШЕННЫХ ПАРОСОЧЕТАНИЯХ

В БУЛЕВОМ КУБЕ∗)

А.Л.Пережогин

Для n = 4 и n > 5 предложена конструкция такого совершенного
паросочетания M в n-мерном булевом кубе En, что множество рё-
бер, находящихся в пересечении M с любой гранью размерности k,
2 6 k 6 n − 1, куба En, не является совершенным паросочетанием в
этой грани. Показано, что при n = 5 таких паросочетаний нет.

Введение

Для ряда комбинаторных задач [1, 2, 5] представляется интересным
изучение структуры произвольных совершенных паросочетаний в буле-
вом кубе размерности n [4]. Особый интерес вызывают паросочетания,
в которых есть рёбра всех направлений и они расположены по булевому
кубу равномерно.

Известно [6], что совершенное паросочетание в булевом кубе размер-
ности n (n-кубе), не индуцирующее совершенное паросочетание во всех
гранях размерности 2, существует при любом n > 4 (для построения
такого паросочетания достаточно использовать рёбра четырех направ-
лений). Иными словами, такие паросочетания не содержат близких рё-
бер одного направления. В [3, 7] при всех n = 2k, k > 2, построены
совершенные паросочетания в булевом n-кубе, у которых рёбра одного
направления максимально удалены друг от друга, т. е. все рёбра паро-
сочетания, попадающие в любую грань размерности 3, имеют разные
направления. Такие паросочетания соответствуют совершенным троич-
ным равновесным кодам с расстоянием 3 [3]. Но эти паросочетания могут
индуцировать совершенные паросочетания уже в гранях размерности 4.

В настоящей статье предлагается индуктивная конструкция совер-
шенных паросочетаний в булевом n-кубе, n > 4, n 6= 5, не индуци-
рующих совершенные паросочетания ни в какой грани размерности k,
2 6 k 6 n − 1.

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (проект 05–01–00364) и проекта Универ-
ситеты России (ур.04.01.199).
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В § 2 приведена база индукции для чётных n и доказывается, что
в пятимерном булевом кубе таких паросочетаний нет. В § 3 приводится
конструкция и база индукции для нечётных n.

§ 1. Предварительные сведения

Через En обозначим n-мерный булев куб, т. е. неориентированный
граф с 2n вершинами, которые помечены двоичными наборами длины
n. В этом графе две вершины смежны тогда и только тогда, когда со-
поставленные им наборы отличаются только в одной позиции. Рассто-
янием Хемминга между произвольными вершинами x = (x1, . . . , xn) и
y = (y1, . . . , yn) из En называется величина

d(x, y) =

n∑

i=1

(xi ⊕ yi) =

n∑

i=1

|xi − yi|,

где ⊕ – сложение по модулю 2.
Словом a = (a1, . . . , an) в алфавите {0, 1, ∗} обозначим подмноже-

ство вершин графа En

(a1, . . . , an) = {(x1, . . . , xn) ∈ En| если ai 6= ∗, то xi = ai, 1 6 i 6 n},

которые образуют грань размерности k в кубе En (т. е. подграф, изо-
морфный графу Ek), где k – число звездочек в слове a. Если в a нет
звездочек, то a является вершиной в En, если в a есть ровно одна звез-
дочка, то a образует ребро, причём если звездочка стоит в i-ой позиции,
то будем говорить, что соответствующее ребро имеет направление i. За-
метим, что символ ∗ можно трактовать как множество {0, 1}.

Если a и b – грани куба En и a ⊆ b, то говорим, что a является
подгранью грани b. Заметим, что пересечение двух граней либо пусто,
либо является гранью.

Произвольное подмножество попарно несмежных рёбер булева куба
En называется паросочетанием в En. Паросочетание, покрывающее все
вершины En, называется совершенным. Число рёбер в паросочетании
называется размером паросочетания. Заметим, что паросочетание в En

является совершенным тогда и только тогда, когда его размер равен
2n−1.

Пусть M – совершенное паросочетание в En и a – грань. Пересече-
нием M ∩ a обозначим множество рёбер из M , принадлежащих грани a.
Если a имеет размерность k, то M ∩ a является совершенным паросоче-
танием в a, если |M ∩ a| = 2k−1.
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Если a = (a1, . . . , an) – грань в En и σ1, . . . , σk ∈ {0, 1}, то че-
рез a(σ1, . . . , σk) обозначим грань (a1, . . . , an, σ1, . . . , σk) в булевом кубе
En+k. Для совершенного паросочетания M в En определим

M(σ1, . . . , σk) = {e(σ1, . . . , σk)|e ∈ M}.

Совершенное паросочетание M в En назовём специальным, если для
любой грани a размерности k, 2 6 k 6 n − 1, в En

|M ∩ a| 6= 2k−1,

т. е. M ∩ a не является совершенным паросочетанием в a.
Назовём правильной восьмеркой следующий набор объектов

(Mn
00, Mn

01, Mn
11, Mn

10, e1, e2, e3, e4), где
a) Mn

α1α2
– специальное паросочетание в En при любых

α1, α2 ∈ {0, 1};
b) если (α1, α2) 6= (β1, β2), то Mn

α1α2
∩ Mn

β1β2
= ∅;

c) существуют такие x1, x2, . . . , xn−2 ∈ {0, 1}, что

e1 = (x1, x2, . . . , xn−2, 0, ∗) ∈ Mn
00,

e2 = (x1, x2, . . . , xn−2, ∗, 1) ∈ Mn
01,

e3 = (x1, x2, . . . , xn−2, 1, ∗) ∈ Mn
11,

e4 = (x1, x2, . . . , xn−2, ∗, 0) ∈ Mn
10.

Заметим, что рёбра e1, e2, e3, e4 образуют цикл в En.

§ 2. Специальные паросочетания в малых размерностях куба

Очевидна следующая

Лемма 1. С точностью до автоморфизма куба в E3 существуют ров-

но два совершенных паросочетания

M3
1 = {(0, 0, ∗), (0, 1, ∗), (1, 0, ∗), (1, 1, ∗)}

и

M3
2 = {(0, 0, ∗), (0, 1, ∗), (1, ∗, 0), (1, ∗, 1)},

причём оба паросочетания не являются специальными.

Лемма 2. В E4 существует правильная восьмерка.
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Доказательство. Нетрудно видеть, что совершенные паросочетания

M4
00 = {(0, 0, 0, ∗), M4

01 = {(1, 0, 0, ∗), M4
11 = {(0, 0, 1, ∗), M4

10 = {(0, 1, 0, ∗),
(1, 0, ∗, 0), (0, 0, ∗, 1), (0, 1, ∗, 0), (0, 0, ∗, 0),
(0, ∗, 1, 0), (0, ∗, 0, 0), (0, ∗, 0, 1), (1, ∗, 0, 0),
(∗, 1, 0, 0), (∗, 0, 1, 0), (∗, 0, 0, 0), (∗, 0, 0, 1),
(1, 1, 1, ∗), (0, 1, 1, ∗), (1, 1, 0, ∗), (1, 0, 1, ∗),
(0, 1, ∗, 1), (1, 1, ∗, 0), (1, 0, ∗, 1), (1, 1, ∗, 1),
(1, ∗, 0, 1), (1, ∗, 1, 1), (1, ∗, 1, 0), (0, ∗, 1, 1),
(∗, 0, 1, 1)} (∗, 1, 0, 1)} (∗, 1, 1, 1)} (∗, 1, 1, 0)}

являются специальным и вместе с рёбрами

e1 = (0, 0, 0, ∗), e2 = (0, 0, ∗, 1), e3 = (0, 0, 1, ∗), e4 = (0, 0, ∗, 0)

образуют правильную восьмерку в E4. Лемма 2 доказана.

Теорема 1. В E5 нет специальных паросочетаний.

Доказательство. Докажем от противного. Предположим, что M —
специальное паросочетание в E5. Поскольку |M | = 16 и в M имеется
чётное ненулевое число рёбер каждого направления, то в E5 существу-
ют такие два направления, что в M имеется ровно по два рёбра этих
направлений. Без ограничения общности положим

M1 = {(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ M |x1 = ∗} = {(∗, ai
2, ai

3, ai
4, ai

5)|i = 1, 2},

M2 = {(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ M |x2 = ∗} = {(bi
1, ∗, bi

3, bi
4, bi

5)|i = 1, 2}.

Так как M – специальное паросочетание, то при любых σ1, σ2 ∈ {0, 1}
существуют единственные i, j ∈ {1, 2} такие, что ai

2 = σ2 и bj
1 = σ1, т. е.

грань (σ1, σ2, ∗, ∗, ∗) имеет ровно 2 вершины, инцидентные рёбрам из
M1 ∪ M2.

Пусть i, j ∈ {1, 2}. Так как M совершенное, то

d((ai
3, ai

4, ai
5), (b

j
3, bj

4, bj
5)) = kij

нечётно. Если kij = 1, то по лемме 1 в грани (bj
1, ai

2, ∗, ∗, ∗) существует
подгрань размерности 2, содержащая два рёбра из M . Противоречие со
специальностью M . Следовательно, kij = 3 при любых i, j ∈ {1, 2}. Но
тогда

a1
m = a2

m, m ∈ {3, 4, 5}.

Значит, M ∩ (∗, ∗, a1
3, a1

4, a1
5) = M1, что противоречит специальности па-

росочетания M . Теорема 1 доказана.
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§ 3. Конструкция специальных паросочетаний

Пусть (Mn
00, Mn

01, Mn
11, Mn

10, e1, e2, e3, e4) – правильная восьмерка,
где e1 = (x1, x2, . . . , xn−2, 0, ∗). Пусть σ1, σ2 ∈ {0, 1}. Положим

Mn+2
σ1σ2

= Mn
00(σ1σ2) ∪ Mn

01(σ1σ2) ∪ Mn
11(σ1σ2) ∪ Mn

10(σ1σ2)

∪ {vσ1σ2
i |1 6 i 6 4}\{ei(σ1σ2)|1 6 i 6 4},

где
vσ1σ2

1 = (x1, x2, . . . , xn−2, σ1, σ2, 0, ∗),

v
σ1σ2
2 = (x1, x2, . . . , xn−2, σ1, σ2, ∗, 1),

v
σ1σ2
3 = (x1, x2, . . . , xn−2, σ1, σ2, 1, ∗),

vσ1σ2
4 = (x1, x2, . . . , xn−2, σ1, σ2, ∗, 0).

Лемма 3. Паросочетание Mn+2
σ1σ2

является совершенным в En+2.

Доказательство. Очевидно, что при любых α1, α2 ∈ {0, 1} паросо-
четание Mn

α1α2
(σ1σ2) является совершенным в грани (∗, . . . , ∗, σ1, σ2)

булева куба En+2. Следовательно,

Mn
00(σ1σ2) ∪ Mn

01(σ1σ2) ∪ Mn
11(σ1σ2) ∪ Mn

10(σ1σ2)

является совершенным паросочетанием в En+2. Множество рёбер
{vσ1σ2

i , ei(σ1σ2)|1 6 i 6 4} образует чередующийся цикл. Но тогда по
построению паросочетание Mn+2

σ1σ2
является совершенным в En+2. Лем-

ма 3 доказана.

Лемма 4. Множество (Mn+2
00 , Mn+2

01 , Mn+2
11 , Mn+2

10 , v00
1 , v01

2 , v11
3 , v10

4 )
является правильной восьмеркой в En+2.

Доказательство. По построению выполнены условия a) и b). Пусть
σ1, σ2 ∈ {0, 1}. Остается показать, что паросочетание Mn+2

σ1σ2
является

специальным. Пусть это не так. По лемме 3 паросочетание Mn+2
σ1σ2

являет-
ся совершенным. Следовательно, при некотором k, 2 6 k 6 n + 1, суще-
ствует такая грань ak = (a1, a2, . . . , an+2) размерности k, что ak∩Mn+2

σ1σ2

– совершенное паросочетание в ak. Иными словами,

|ak ∩ Mn+2
σ1σ2

| = 2k−1. (1)

Возможны два случая.
I. Символ * не принадлежит множеству {an+1, an+2}.
Если k = n, то ak = (∗, . . . , ∗, an+1, an+2) и по построению

ak ∩ Mn+2
σ1σ2

= Mn
σ1⊕an+1 σ2⊕an+2

(an+1, an+2)\ei(σ1, σ2)
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для некоторого i, 1 6 i 6 4. Следовательно, |ak ∩ Mn+2
σ1σ2

| = 2k−1 − 1.
Противоречие с (1).

Если k < n, то по построению имеем

2k−1 = |ak ∩ Mn+2
σ1σ2

| = |(a1, a2, . . . , an) ∩ Mn
σ1⊕an+1 σ2⊕an+2

|.

Противоречие со специальностью паросочетания Mn
σ1⊕an+1 σ2⊕an+2

.
II. Символ * принадлежит множеству {an+1, an+2}.
Если при любом i, 1 6 i 6 4, ребро vσ1σ2

i не принадлежит грани ak,
то при некоторых π1, π2 ∈ {0, 1} грань

ak ∩ (∗, . . . , ∗, π1, π2) = (a1, a2, . . . , an, π1, π2)

имеет размерность m, причём 0 6 m 6 k − 1. Но случаи m = 0 и m = 1
противоречат (1). Следовательно, паросочетание

Mn+2
σ1σ2

∩ (a1, a2, . . . , an, π1, π2)

является совершенным в грани (a1, a2, . . . , an, π1, π2) размерности
m, 2 6 m 6 k − 1. Но тогда по построению (a1, a2, . . . , an) является
гранью размерности m в En и паросочетание

Mn
σ1⊕π1 σ2⊕π2

∩ (a1, a2, . . . , an)

является совершенным в грани (a1, a2, . . . , an). Противоречие со спе-
циальностью паросочетания Mn

σ1⊕π1 σ2⊕π2
.

Если при некотором i, 1 6 i 6 4, ребро vσ1σ2
i принадлежит грани ak,

то согласно (1) ребро vσ1σ2
j также принадлежит грани ak, где |i− j| = 2.

Следовательно, по построению имеем

an−1 = an = an+1 = an+2 = ∗. (2)

Но тогда паросочетание

(Mn
00(σ1σ2) ∪ Mn

01(σ1σ2) ∪ Mn
11(σ1σ2) ∪ Mn

10(σ1σ2)) ∩ ak

также является совершенным в ak. Следовательно, Mn
00∩(a1, a2, . . . , an)

– совершенное паросочетание в грани (a1, a2, . . . , an) размерности k−2.
Используя (2), имеем 2 6 k−2 6 n−1. Противоречие со специальностью
Mn

00. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. В E7 существует правильная восьмерка.

Доказательство. Каждое из четырех специальных паросочетаний
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M7
σ1σ2

, σ1, σ2 ∈ {0, 1} в кубе размерности 7, входящих в правильную
восьмерку, будем строить по следующей схеме. Рассмотрим последова-
тельность граней куба E7

a0 = (0, 0, 0, ∗, ∗, ∗, ∗),

a1 = (1, 0, 0, ∗, ∗, ∗, ∗),

a2 = (1, 1, 0, ∗, ∗, ∗, ∗),

a3 = (0, 1, 0, ∗, ∗, ∗, ∗),

a4 = (0, 1, 1, ∗, ∗, ∗, ∗),

a5 = (1, 1, 1, ∗, ∗, ∗, ∗),

a6 = (1, 0, 1, ∗, ∗, ∗, ∗),

a7 = (0, 0, 1, ∗, ∗, ∗, ∗).

В каждой грани ai, 0 6 i 6 7, построим совершенное паросочетание
Mσ1σ2

i , являющееся одним из специальных паросочетаний в E4, постро-
енных при доказательстве леммы 2. В грани ai выделим ребро uσ1σ2

i

из Mσ1σ2
i (для простоты записи Mσ1σ2

i и u
σ1σ2
i будем представлять четы-

рехмерными, опуская первые три позиции, задаваемые соответствующей
гранью ai). Тогда

M7
σ1σ2

=

7⋃

i=0

(Mσ1σ2
i ∪ {vσ1σ2

i }\{uσ1σ2
i },

где vσ1σ2
i – ребро куба E7, смежное одновременно с рёбрами uσ1σ2

i и
uσ1σ2

i+1( mod 7).
Согласно этой схеме паросочетания и рёбра

M00
0 = M00

4 = M4
00, u00

0 = (1, 1, 1, ∗), u00
4 = (0, 0, 0, ∗),

M00
1 = M00

5 = M4
01, u00

1 = (1, ∗, 1, 1), u00
5 = (0, ∗, 0, 0),

M00
2 = M00

6 = M4
11, u00

2 = (1, 0, ∗, 1), u00
6 = (0, 1, ∗, 0),

M00
3 = M00

7 = M4
10, u00

3 = (∗, 0, 0, 1), u00
7 = (∗, 1, 1, 0)

порождают паросочетание M7
00. Аналогично, паросочетания и рёбра

M01
0 = M01

4 = M4
01, u01

0 = (1, 1, ∗, 0), u01
4 = (0, 0, ∗, 1),

M01
1 = M01

5 = M4
11, u01

1 = (1, ∗, 1, 0), u01
5 = (0, ∗, 0, 1),

M01
2 = M01

6 = M4
10, u01

2 = (1, 0, 1, ∗), u01
6 = (0, 1, 0, ∗),

M01
3 = M01

7 = M4
00, u01

3 = (∗, 0, 1, 1), u01
7 = (∗, 1, 0, 0),



58 А.Л.Пережогин58 А.Л.Пережогин58 А.Л.Пережогин

M11
0 = M11

4 = M4
11, u11

0 = (1, 1, 0, ∗), u11
4 = (0, 0, 1, ∗),

M11
1 = M11

5 = M4
10, u11

1 = (1, ∗, 0, 0), u11
5 = (0, ∗, 1, 1),

M11
2 = M11

6 = M4
00, u11

2 = (1, 0, ∗, 0), u11
6 = (0, 1, ∗, 1),

M11
3 = M11

7 = M4
01, u11

3 = (∗, 0, 1, 0), u11
7 = (∗, 1, 0, 1),

M10
0 = M10

4 = M4
10, u10

0 = (1, 1, ∗, 1), u10
4 = (0, 0, ∗, 0),

M10
1 = M10

5 = M4
00, u10

1 = (1, ∗, 0, 1), u10
5 = (0, ∗, 1, 0),

M10
2 = M10

6 = M4
01, u10

2 = (1, 0, 0, ∗), u10
6 = (0, 1, 1, ∗),

M10
3 = M10

7 = M4
11, u10

3 = (∗, 0, 0, 0), u10
7 = (∗, 1, 1, 1)

порождают паросочетания M7
01, M7

11 и M7
10 соответственно.

Пусть σ1, σ2 ∈ {0, 1}. Так как
7⋃

i=0
Mσ1σ2

i – совершенное паросочетание

в E7, а множество рёбер {vσ1σ2
i , uσ1σ2

i |0 6 i 6 7} образует чередующийся
цикл, то M7

σ1σ2
является совершенным паросочетанием в E7.

Доказательство того, что M7
σ1σ2

является специальным, аналогично
доказательству леммы 4. Действительно, пусть при некотором k, 2 6 k 6

6, существует такая грань ak = (a1, a2, . . . , a7) размерности k, что ak ∩
M7

σ1σ2
является совершенным паросочетанием в ak. Тогда в силу леммы 2

грань ak содержит по крайней мере одно ребро из множества {vσ1σ2
i |0 6

i 6 7}. Но тогда по построению все рёбра этого множества лежат в ak,
что возможно только в случае, когда ak = E7. Это противоречит тому,
что k 6 6.

Также по построению M7
α1α2

∩ M7
β1β2

= ∅, если (α1, α2) 6= (β1, β2).
Таким образом, восьмерка (M7

00, M7
01, M7

11, M7
10, e1, e2, e3, e4), где

e1 = (0, 0, . . . , 0, 0, ∗) ∈ M7
00,

e2 = (0, 0, . . . , 0, ∗, 1) ∈ M7
01,

e3 = (0, 0, . . . , 0, 1, ∗) ∈ M7
11,

e4 = (0, 0, . . . , 0, ∗, 0) ∈ M7
10,

является правильной. Лемма 5 доказана.

Теорема 2. При любом n, n > 4 и n 6= 5, в булевом кубе En имеются

специальные паросочетания.

Доказательство. Индукция по n. Леммы 2 и 5 дают базу индукции,
а леммы 3 и 4 — индукционный шаг. Теорема 2 доказана.
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