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Рассматривается задача отыскания минимума функции с перемен-
ными, принимающими значения 0 и 1, представленной в виде поли-
нома степени 1 по каждой переменной. Для решения данной задачи
известны эффективные алгоритмы в случае, когда характеристичес-
кая матрица полинома обладает свойством связности, а коэффици-
енты при нелинейных членах положительны. В статье предлагается
полиномиальный алгоритм решения задачи минимизации полиномов
с характеристической матрицей, обладающей свойством связности,
с коэффициентами произвольных знаков. Он построен на основе ме-
тода рекуррентных соотношений динамического программирования.

Введение

В задаче минимизации полиномов от булевых переменных [1] рас-
сматривается функция p(y1, . . . , ym), в которой переменные принимают
значения 0 и 1, а функция представлена в виде

p(y1, . . . , ym) = c0 +
∑

i∈I

fi(1 − yi) +

T∑

t=1

ct
∏

i∈γt

yi,

где I = {1, . . . ,m}; γt ⊂ I, ct 6= 0, t = 1, . . . T ; fi > 0, i ∈ I. Предпола-
гается, что в данном представлении полинома p(y1, . . . , ym) отсутствуют
подобные члены, т. е. множества γt, t = 1, . . . , T, попарно различны и
если γt = {i} для некоторого t, 1 6 t 6 T, то ct > 0 и fi = 0. Требуется
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найти такой неединичный (0,1)-вектор (y∗1 , . . . , y
∗
m), на котором функция

p(y1, . . . , ym) принимает наименьшее значение.
Матрицу D = (dit)(i ∈ I, t = 1, . . . , T ) такую, что

dit =

{
0, если i ∈ γt,
1 в противном случае,

называют характеристической матрицей полинома p(y1, . . . , ym).
Рассмотрим также задачу, эквивалентную задаче минимизации по-

линомов от булевых переменных, которая более удобна для дальнейших
исследований. Эта задача, для которой используем обозначение MINF,
состоит в отыскании (0,1)-вектора (z∗1 , . . . , z

∗
m), доставляющего минимум

функции

f(z1, . . . , zm) =
∑

i∈I

fizi +

T∑

t=1

ct min
i|zi=1

dit.

Вектор (z∗1 , . . . , z
∗
m) является оптимальным решением задачи MINF

тогда и только тогда, когда вектор (y∗1, . . . , y
∗
m), где y∗i = 1 − z∗i , i ∈ I, —

оптимальное решение задачи минимизации полинома p(y1, . . . , ym).
В случае, когда коэффициенты ct, t = 1, . . . , T, положительны, за-

дача MINF эквивалентна задаче размещения предприятий с неограни-
ченными мощностями [1, 3]. Поэтому задача MINF относится к числу
NP-трудных. Одним из направлений исследования этой задачи, как и
любой NP-трудной задачи дискретной оптимизации, является исследо-
вание её частных случаев, специфика которых позволяет строить для их
решения полиномиальные алгоритмы.

Частные случаи экстремальных задач выделяются посредством на-
ложения дополнительных условий на исходные данные. В случае задачи
MINF такие условия накладываются на характеристическую матрицу
D. Для задачи минимизации полиномов с положительными коэффици-
ентами ct, t = 1, . . . , T, известны два основных свойства матрицы D, при
выполнении которых удается построить эффективные алгоритмы. Та-
кими свойствами являются гриди–свойство [2,5] и свойство связности
[3,4] характеристической матрицы D. Эти свойства позволяют строить
алгоритмы решения задачи MINF с оценками временно́й сложности, рав-
ными соответственно O(m(m+ T )) и O(mT ). Если матрица D обладает
гриди–свойством, то знаки коэффициентов ct, t = 1, . . . , T , не являют-
ся существенными и эффективный алгоритм решения задачи MINF в
случае коэффициентов разных знаков построен в [2]. Оценка временно́й
сложности этого алгоритма остается той же, что и для алгоритма в слу-
чае неотрицательных коэффициентов, и равна O(m(m+T )). В настоящей
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статье предлагается алгоритм решения задачи MINF с коэффициентами
ct, t = 1, . . . , T , произвольных знаков в случае характеристической мат-
рицы D, обладающей свойством связности. Алгоритм построен с исполь-
зованием метода рекуррентных соотношений динамического программи-
рования [3], его временна́я сложность не превосходит величины O(m2T ).

1. Свойство связности

Матрица D = (dit)(i ∈ I, t = 1, . . . , T ) обладает свойством связности

(является связной), если для любых k и i из I разность dkt − dit меняет
знак при монотонном изменении t не более одного раза.

Пусть матрица D = (dit)(i ∈ I, t = 1, . . . , T ) обладает свойством связ-
ности и в ней нет одинаковых строк. Заметим, что существует переста-
новка {i1, . . . , im} множества I такая, что для любых l и k, 1 6 l < k 6 m,
разность dilt − dikt либо не положительна для любого t = 1, . . . , T , либо
меняет знак с минуса на плюс при монотонно возрастающем изменении t.

Действительно, определим на множестве I бинарное отношение сле-
дования ≺ следующим образом: для любых k, i из I положим k ≺ i, если
первая ненулевая компонента вектора (dkt − dit)(t = 1, . . . , T ) отрица-
тельна. Поскольку в матрице D нет одинаковых строк, для любых k, i
из I выполняется одно из двух условий: либо k ≺ i, либо i ≺ k. Заметим
также, что данное отношение является транзитивным, т. е. если l ≺ k и
k ≺ i, то l ≺ i. В самом деле, пусть p и q — наименьшие номера такие,
что dlp −dkp < 0 и dkq −diq < 0. Пусть t0 = min{p, q}. Тогда dlt0 −dit0 < 0
и dlt − dit = 0 для t = 1, . . . , t0 − 1. Таким образом, множество I можно
линейно упорядочить отношением ≺ и перестановка строк, полученная
в результате такого упорядочения, будет искомой.

Пользуясь сказанным, при рассматрении (0,1)-матрицы D = (dit)
(i ∈ I, t = 1, . . . , T ), обладающей свойством связности, будем считать,

что в D нет одинаковых строк и подматрицы D0 =

(
1 0
0 1

)
.

Пусть 1 6 k < i 6 m и 1 6 p < q 6 T . Через D({k, i}, {p, q}) будем

обозначать подматрицу вида

(
dkp dkq

dip diq

)
матрицы D. Понятно, что если

(0,1)-матрица D обладает свойством связности, то при любых k, i, p и q,
таких, что k < i и p < q, имеем D({k, i}, {p, q}) 6= D0.

Рассмотрим задачу MINF в случае, когда (0,1)-матрица D = (dit)
(i ∈ I, t = 1, . . . , T ) обладает свойством связности. Для любых k, i из
I, k < i, обозначим через p(k, i) наибольший элемент p, 1 6 p 6 T, та-
кой, что dkt 6 dit для любого t 6 p. Для любого i ∈ I по определению
положим p(0, i) = 0.
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Для ненулевого (0,1)-вектора (z1, . . . , zm) введем следующие обозна-
чения:

I0 = {i ∈ I | zi = 1},
It = {i ∈ I0 | dit = min

k∈I0
dkt}, t = 1, . . . , T.

Наряду с исходной задачей MINF рассмотрим семейство задач
MINF(q), q = 1, . . . , T, где MINF(q) — задача минимизации на множе-
стве ненулевых (0,1)-векторов (z1, . . . , zm) функции fq(z1, . . . , zm) вида

fq(z1, . . . , zm) =
∑

i∈I

fizi +

q∑

t=1

ct min
i|zi=1

dit.

Пусть (z1, . . . , zm) — оптимальное решение задачи MINF(q). Заме-
тим, что относительно этого решения можно считать, что для любого
i ∈ I0 найдется t, 1 6 t 6 q, такое, что It = {i}. Действительно, пусть
для некоторого i0 ∈ I0 при любом t, 1 6 t 6 q, либо i0 /∈ It, либо
|It| > 1. Рассмотрим решение (z′1, . . . , z

′
m), отличающееся от исходного

решения (z1, . . . , zm) лишь тем, что z′i0 = 0. Поскольку при замене реше-
ния (z1, . . . , zm) на решение (z′1, . . . , z

′
m) значение функции fq(z1, . . . , zm)

может только уменьшиться, новое решение (z′1, . . . , z
′
m) также будет оп-

тимальным. Если и это решение не обладает нужным свойством, то про-
должим процесс построения оптимального решения с меньшим числом
единичных компонент.

При фиксированном i0 ∈ I рассмотрим такой (0,1)-вектор (z1, . . . , zm),
что zi0 = 1, zi = 0 при i > i0 и существует такое t, 1 6 t 6 q, что
It = {i0}. Вектор (z1, . . . , zm), обладающий указанными свойствами, на-
зовем i0-допустимым решением задачи MINF(q). Нашей целью является
отыскание i0-допустимого решения, доставляющего минимум функции
fq(z1, . . . , zm). Такое решение назовем i0-оптимальным решением задачи
MINF(q). Понятно, что если для каждого i0 ∈ I найдено i0-оптимальное
решение задачи MINF(q), то лучшее из них будет оптимальным реше-
нием задачи MINF(q). Понятно также, что если (z1, . . . , zm) является
i0-оптимальным решением задачи MINF(q), то можно считать, что для
любого i ∈ I0 найдется такое t, 1 6 t 6 q, что It = {i}.

Обозначим через Fq(i0), где i0 ∈ I и 1 6 q 6 T, значение функции
fq(z1, . . . , zm) на i0-оптимальном решении задачи MINF(q). По определе-
нию положим F0(0) = 0.

В следующих леммах говорится об основных свойствах, которыми
обладают i0-допустимые решения в случае, когда матрица D является
связной, и которые используются при построении i0-оптимальных реше-
ний.
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Лемма 1. Пусть i0, q и k таковы, что i0 ∈ I, 1 6 q 6 T, 1 6 k < i0
и p(k, i0) < q. Тогда если (z′1, . . . , z

′
m) — k-допустимое решение задачи

MINF(p(k, i0)), то для любого l, l < k, z′l = 1 и каждого t, t > p(k, i0)),
выполняются неравенства dlt > dkt > di0t.

Доказательство. Пусть p0 = p(k, i0). Покажем, что dkt > di0t, если
t > p0. В силу определения величины p0 имеем dkp0+1 > di0p0+1. Поэтому
если предположить, что dkt < di0t для некоторого t, t > p0+1, то подмат-
рица D({k, i0}, {p0 +1, t}) будет подматрицей вида D0, что противоречит
свойству связности матрицы D. Покажем, что dlt > dkt, если t > p0. Так
как (z′1, . . . , z

′
m) является k-допустимым решением задачи MINF(p0), то

для некоторого p, p 6 p0, имеем dlp > dkp. Если же dlt < dkt для некото-
рого t, t > p0, то подматрица D({l, k}, {p, t}) будет подматрицей вида D0,
что противоречит свойству связности матрицы D. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть i0, q и k таковы, что i0 ∈ I, 1 6 q 6 T, 1 6 k < i0
и p(k, i0) < q. Тогда если (z′1, . . . , z

′
m) — k-допустимое решение задачи

MINF(p(k, i0)), то вектор (z1, . . . , zm), где zi0 = 1 и zi = z′i при i 6= i0,
является i0-допустимым решением задачи MINF(q); при этом

fq(z1, . . . , zm) = fp(k,i0)(z
′
1, . . . , z

′
m) + fi +

q∑

t=p(k,i0)+1

ctdi0t.

Доказательство. Пусть, как и выше, p0 = p(k, i0). По лемме 1 при
любом l таком, что zl = 1, имеем dlp0+1 > dkp0+1 > di0p0+1. Поэтому
вектор (z1, . . . , zm) является i0-допустимым решением задачи MINF(q).
По определению p0 для всякого t 6 p0 имеем dkt 6 di0t. Поэтому

fp0(z1, . . . , zm) = fp0(z
′
1, . . . , z

′
m) + fi0.

Из леммы 1 следует, что если dlt = 0 для некоторых l и t таких, что
zl = 1 и t > p0, то di0t = 0. Отсюда получаем, что min

i|zi=1
dit = di0t. С

учетом сказанного можно написать

fq(z1, . . . , zm) = fp0(z1, . . . , zm) +

q∑

t=p0+1

ct min
i|zi=1

dit

= fp0(z
′
1, . . . , z

′
m) + fi0 +

q∑

t=p0+1

ctdi0t.

Лемма 2 доказана.
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2. Рекуррентные соотношения

В следующей теореме устанавливается справедливость рекуррент-
ных соотношений, которые позволяют вычислять i0-оптимальные и, сле-
довательно, оптимальные решения задач MINF(q).

Теорема. При любых i0 ∈ I и q, 1 6 q 6 T, справедливо равенство

Fq(i0) = min
0 6 k < i0
p(k, i0) < q



Fp(k,i0)(k) + fi +

q∑

t=p(k,i0)+1

ctdi0t



 .

Доказательство. Сначала покажем, что если k таково, что 0 6 k < i0
и p(k, i0) < q, то справедливо неравенство

Fq(i0) 6 Fp(k,i0)(k) + fi +

q∑

t=p(k,i0)+1

ctdi0t.

Если k = 0, то вектор (z1, . . . , zm), в котором zi0 = 1 и zi = 0 при i 6= i0,
является i0-допустимым решением задачи MINF(q) и

Fq(i0) 6 fq(z1, . . . , zm) = F0(0) + fi +

q∑

t=1

ctdi0t.

Пусть k > 0 и p0 = p(k, i0). Рассмотрим k-оптимальное решение (z′1, . . . ,
z′m) задачи MINF(p0) и вектор (z1, . . . , zm), в котором zi0 = 1 и zi = z′i при
i 6= i0. По лемме 2 вектор (z1, . . . , zm) является i0-допустимым решением
задачи MINF(q) и для этого решения справедливы соотношения

Fq(i0) 6 fq(z1, . . . , zm) = fp0(z
′
1, . . . , z

′
m) + fi0 +

q∑

t=p0+1

ctdi0t

= Fp0(i0) + fi0 +

q∑

t=p0+1

ctdi0t.

Убедимся в существовании такого k, что 0 6 k < i, p(k, i0) < q и

Fq(i0) = Fp(k,i0)(k) + fi +

q∑

t=p(k,i0)+1

ctdi0t.

Для этого рассмотрим i0-оптимальное решение (z1, . . . , zm) задачи
MINF(q). Если для этого решения I0 = {i0}, то при k = 0 требуемое
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равенство выполняется. Пусть |I0| > 2 и k — наибольший элемент мно-
жества I0 \ {i0}. Положим p0 = p(k, i0). Так как Ij = {i0} для неко-
торого j 6 q, то p0 < q. Рассмотрим вектор (z′1, . . . , z

′
m), отличающий-

ся от (z1, . . . , zm) лишь тем, что z′i0 = 0. Так как (z1, . . . , zm) явля-
ется i0-оптимальным решением задачи MINF(q), то (z′1, . . . , z

′
m) — k-

допустимое решение задачи MINF(p0). Покажем, что это решение яв-
ляется k-оптимальным решением задачи MINF(p0). Предположим про-
тивное и пусть (x′1, . . . , x

′
m) — k-оптимальное решение задачи MINF(p0).

Рассмотрим вектор (x1, . . . , xm), отличающийся от (x′1, . . . , x
′
m) лишь тем,

что xi0 = 1. Согласно лемме 2 вектор (x1, . . . , xm) является i0-допустимым
решением. Тогда можно записать

fq(x1, . . . , xm) = fp0(x
′
1, . . . , x

′
m) + fi +

q∑

t=p0+1

ctdi0t

< fp0(z
′
1, . . . , z

′
m) + fi +

q∑

t=p0+1

ctdi0t = fq(z1, . . . , zm).

Это противоречит тому, что (z1, . . . , zm) — i0-оптимальное решение за-
дачи MINF(q). Поэтому (z′1, . . . , z

′
m) является k-оптимальным решением

задачи MINF(p0) и, следовательно, справедливо равенство

Fq(i0) = Fp0(k) + fi0 +

q∑

t=p0+1

ctdi0t.

Теорема доказана.
Для любых i0 ∈ I и q, 1 6 q 6 T, положим

kq(i0) = arg min
0 6 k < i0
p(k, i0) < q



Fp(k,i0)(k) + fi +

q∑

t=p(k,i0)+1

ctdi0t



 .

Из теоремы при любых i0 ∈ I и q, 1 6 q 6 T, вытекает следующее.
Пусть k = kq(i0) и p = p(k, i0). Тогда при k 6= 0 i0-оптимальным реше-
нием задачи MINF(p0) является такой вектор (z1, . . . , zm), что zi0 = 1,
а вектор (z1, . . . , zk, 0, . . . , 0) является k-оптимальным решением задачи
MINF(p0). Если k = 0, то i0-оптимальным решением является вектор
(z1, . . . , zm), в котором zi0 = 1 и zi = 0 при i 6= i0.
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3. Алгоритм построения оптимального решения

Алгоритм вычисления оптимального решения задачи MINF в случае
матрицы D, обладающей свойством связности, состоит из двух этапов.
На первом этапе по полученному рекуррентному соотношению для каж-
дого t = 1, . . . , T последовательно вычисляются величины Ft(i) и номера
kt(i), i ∈ I. На втором этапе с помощью вычисленных на первом этапе
номеров kt(i) определяются единичные компоненты оптимального реше-
ния.

Первый этап включает предварительный шаг и T основных шагов.
На предварительном шаге для любых k, i из I, k < i, вычисляются

номера p(k, i).
На t-м, t = 1, . . . , T, основном шаге для каждого i ∈ I с использова-

нием рекуррентного соотношения вычисляются величина Ft(i) и номер
kt(i).

Второй этап состоит из предварительного шага и конечного числа
однотипных основных шагов.

На предварительном шаге вычисляется номер i1 ∈ I такой, что
FT (i1) = min

i∈I
FT (i). После этого полагается p1 = T , zi = 0 для i =

i1 + 1, . . . ,m и начинаются основные шаги.
На очередном ℓ-м основном шаге, ℓ = 1, 2, . . . , имеются номера iℓ, pℓ и

определяются номера iℓ+1 = kpℓ
(iℓ) и pℓ+1 = p(iℓ+1, iℓ). Далее полагается

ziℓ = 1 и zi = 0 для i = iℓ+1 + 1, . . . , iℓ − 1. После этого при iℓ+1 > 0
начинается следующий шаг; в противном случае второй этап и алгоритм
в целом заканчивают работу и (z1, . . . , zm) — искомое оптимальное ре-
шение.

Нетрудно видеть, что для реализации каждого шага первого этапа
требуется O(m2) действий. Поэтому временна́я сложность первого этапа
не превосходит O(m2T ). Временна́я сложность предварительного шага
второго этапа не превосходит величины O(m), а всех основных шагов
второго этапа — величины O(T ). Таким образом, в целом временна́я
сложность рассмотренного алгоритма построения оптимального реше-
ния задачи MINF не превосходит O(m2T ).
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