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ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ ОПТИМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

НЕДЕЛИМОГО РЕСУРСА∗)

Э.О.Рапопорт

Изучается динамическая экономическая система, состояния кото-
рой в каждый момент времени задаются целыми неотрицательны-
ми точками плоскости. Имеются два различных вида производства,
в каждом из которых состояние системы изменяется на некоторый
случайный вектор с целыми компонентами. Под управлением пони-
мается выбор в каждый момент времени одного из имеющихся видов
производства. Цель управления — минимизация вероятности выхо-
да из первого квадранта. Получены двусторонние оценки для этой
вероятности.

Введение

Одна из стандартных задач динамического управления экономикой
— распределение в каждый момент времени ограниченного ресурса
между конкурирующими производствами. Когда ресурс можно дробить,
возникает задача оптимального управления, определяющая распределе-
ние ресурса в каждый момент времени. Другой класс задач возникает,
если ресурс неделим, т. е. если имеющийся ресурс необходимо целиком
отдавать только одному производству. Ясно, что отсутствие ресурса в
тех производствах, для которых ресурс не выделяется, ведет к ухудше-
нию состояния, характеризующего результаты этого производства, в то
время как выделение ресурса – к улучшению состояния. Такие задачи
обычно решаются методами целочисленного программирования, мето-
дами динамического программирования и т. п. Наличие стохастических
факторов, влияющих на выпуск продукции в каждом из производств,
существенно усложняет задачу.

При изучении динамики экономической системы, функционирующей
в случайной среде, одним из основных направлений является исследова-
ние существования магистралей, т. е. некоторых кривых, около которых
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сосредоточена траектория при оптимальном управлении. Такие резуль-
таты получены в случае, когда целевой функционал всей системы явля-
ется суммой функционалов в каждый момент времени (см., например,
[6, 7]). Ситуация осложняется, когда этот функционал не аддитивен. В
этом случае возможен подход, связанный с выбором магистралей (при
условии, что магистраль существует) из некоторого класса. При этом
полезно исследовать управления, "насильно"подводящие траекторию к
этой магистрали (выбор магистрали можно рассматривать как страте-
гическое управление).

Интересный класс задач был изучен Р. Раднером и М. Ротшильдом
в [8, 9]. В рассматриваемых авторами моделях необходимо распреде-
лить единичный неделимый ресурс между различными производствами,
каждое из которых производит n видов продуктов. Выделение ресурса
какому-либо производству приводит к увеличению запаса одних продук-
тов и уменьшению запаса других (увеличение и уменьшение зависят от
случайных факторов).

Считается, что система функционирует (живет) до тех пор, пока ко-
личество каждого продукта неотрицательно и хотя бы для одного стро-
го положительно. При этом ищется управление, которое максимизирует
вероятность выживания, т. е. минимизирует вероятность выхода из по-
ложительного ортанта.

В [9] было введено понятие "пожарного"("putting out fires") управ-
ления и показано, что для существования управления, при котором ве-
роятность выживания положительна, необходимо и достаточно, чтобы
некоторая константа, порожденная "пожарным"управлением и завися-
щая только от математических ожиданий входящих в модель случайных
величин, была положительна. Однако построить управление, оптималь-
ное в каком-либо классе, авторам не удалось.

В [2, 3] был предложен простой класс управлений, обобщающий по-
нятие "пожарного"управления, и изучались модели, в которых (при раз-
ных предположениях о природе стохастических объектов) удалось найти
оптимальное в этом классе управление.

В настоящей статье изучаются некоторые свойства марковских цепей,
возникающих в задачах такого типа. Получены двусторонние оценки це-
левого функционала.

1. Основная модель

Имеются два продукта и два способа производства. Состояние систе-
мы отождествляется с целочисленными точками неотрицательного квад-
ранта плоскости. В каждый дискретный момент времени инвестор может
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вкладывать неделимый единичный ресурс в одно из двух производств.
Пусть задан набор целочисленных векторов (ai, bi), 1 6 i 6 k. Сис-

тема переходит из точки (x, y) в точку (x+ ai, y + bi) с вероятностью pi

при вложении в первое производство и с вероятностью qi при вложении
во второе производство, 1 6 i 6 k. Некоторые вероятности могут быть
равны нулю,

∑
i
pi =

∑
i
qi = 1. Через ξ будем обозначать двумерную

случайную величину, определяемую набором вероятностей {pi}, а через
η — двумерную случайную величину, определяемую набором вероятнос-
тей {qi}.

Естественно потребовать, чтобы первое управление (вложение ресур-
са в первое производство) было "лучше"для первого продукта, а второе
управление — "лучше"для второго продукта. Формально это предполо-
жение можно записать так:

∑
i
pibi < 0,

∑
i
pi(ai + bi) > 0,

∑
i
qiai < 0,

∑
i
qi(ai + bi) > 0.

(1)

Заметим, что из этих неравенств следует выполнение условия теоре-
мы о существовании управления с ненулевой вероятностью выживания
из [9], которое в принятых обозначениях сводится к неравенству

∑

i

pibi ·
∑

i

qiai <
∑

i

piai ·
∑

i

qibi. (2)

Под вырождением системы будем понимать выход ее из первого квад-
ранта.

Цель управления — минимизировать вероятность вырождения систе-
мы.

Зафиксируем в каждой точке (x, y) какое-либо управление α = α(x, y)
— функцию, принимающую значения 0 или 1. Тогда при управлении
α(x, y) получаем марковский процесс Z(t) = (X(t), Y (t)), матрица пере-
ходов которого определяется следующим образом: из точки (x, y) можно
попасть в точку (x+ai, y+bi) с вероятностью si = α(x, y)pi+(1−α(x, y))qi,
1 6 i 6 k, т. е. выполняются рекуррентные соотношения

Z(t+ 1) = Z(t) + α(X(t), Y (t))ξ + (1 − α(X(t), Y (t)))η,

причем Z(0) = (x, y).
Оператор переходов этого марковского процесса обозначим через Φ.

В этих обозначениях Z(t+ 1) = Φ(Z(t)).
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Пусть Λ — множество всех управлений, ϕα(x, y) — вероятность вы-
рождения системы, находящейся в начальный момент в точке (x, y),
при некотором управлении α ∈ Λ. Положим ϕ(x, y) = inf

α∈Λ
{ϕα(x, y)}.

Функцию ϕ, определяемую этой формулой, будем называть минималь-

ной вероятностью вырождения. Очевидно, что если для всех i точки
(x + ai, y + bi) принадлежат первому квадранту, то справедливо равен-
ство

ϕ(x, y) = min

(
∑

i

piϕ(x+ ai, y + bi),
∑

i

qiϕ(x+ ai, y + bi)

)
.

Управление α∗ = {α∗(x, y)} естественно называть оптимальным, ес-
ли ϕ(x, y) = α∗(x, y) в каждой точке (x, y). Вопрос о существовании та-
кого управления остаётся открытым.

2. Ассоциированная система и ее свойства

Напомним, что функция f называется регулярной (гармонической)
для марковского процесса, если f(Z) = Mf(Φ(Z)), суперрегулярной (су-
пергармонической), если f(Z) > Mf(Φ(Z)), и субрегулярной (субгармо-

нической), если f(Z) 6 Mf(Φ(Z)).
Известно (см., например, [4], с. 398), что крайние точки множества

неотрицательных гармонических функций для случайного блуждания,
порожденного целочисленными векторами ai, bi и вероятностями pi, име-
ют вид

f(x, y) = λxµy,

где λ и µ — положительные решения уравнения
∑

i

piλ
aiµbi = 1.

Можно показать, что для рассматриваемого марковского процесса
крайние точки множества неотрицательных гармонических функций
можно отождествить с множеством пар (µ, λ), являющихся положитель-
ным решением системы





∑
i
piλ

aiµbi = 1
∑
i
qiλ

aiµbi = 1.
(3)

Эту систему будем называть системой, ассоциированной с рассматрива-
емой марковской цепью, или просто ассоциированной системой. Очевид-
но, что пара (1, 1) является решением этой системы.
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Рассмотрим множества Ωp и Ωq, определяемые по формулам

Ωp = {(µ, λ)εR2
+|
∑

i

piλ
aiµbi 6 1}, Ωq = {(µ, λ)εR2

+|
∑

i

qiλ
aiµbi 6 1}.

Лемма 1. Если множества Ωp и Ωq выпуклые, то при выполнении

условий (1) система (3) может иметь еще только такие положительные

решения (µ∗, λ∗), что λ∗ < 1 и µ∗ < 1.

Доказательство. Действительно, в окрестности точки (1,1) уравне-
ния системы (3) порождают функции λp(µ) и λq(µ), причем (как выте-
кает из условий (1))

λ′p(1) = −
∑
pibi∑
piai

> 0 , λ′q(1) = −
∑
qibi∑
qiai

> 0, λ′p(1) < λ′q(1),

λ′′p(1) =
−∑ pi(aiλ

′
p(1) + bi)

2 − λ′p(1)
∑
pi(ai + bi)∑

piai
< 0,

λ′′q (1) =
−∑ qi(aiλ

′
q(1) + bi)

2 − λ′q(1)
∑
qi(ai + bi)∑

qiai
> 0.

т. е. около точки (1,1) функция λp возрастающая и вогнутая, а функция
λq возрастающая и выпуклая. Поэтому при µ > 1, достаточно близких к
единице, в силу условия (2) справедливо неравенство

λp(µ) < λq(µ).

Поскольку множества Ωp и Ωq выпуклые, обе координаты дополнитель-
ных точек пересечения (если они существуют) должны быть меньше еди-
ницы. Лемма 1 доказана.

Таких точек может быть несколько.
Пример 1. Система





0, 80λ +
0, 15

λ
+

0, 05

µ
= 1,

0, 05

λ
+ 0, 80µ+

0, 15

µ
= 1

имеет четыре решения: (1, 1); (0, 25; 0, 25);

(
1 −√

0, 28

2, 4
,
1 +

√
0, 28

2, 4

)
;

(
1 +

√
0, 28

2, 4
,
1 −√

0, 28

2, 4

)
.
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Пример 2. Система





0, 7
λ2

µ
+ 0, 3µ = 1,

0, 8
µ2

λ
+ 0, 2λ = 1

имеет единственное решение — точку (1,1). Точка (0,0) принадлежит за-
мыканию каждого из множеств Ωp и Ωq, но не является решением систе-
мы, так как входящие в систему функции в точке (0,0) не определены.

Всюду в дальнейшем будем считать, что справедливы следующие
предположения.

Предположение 1. Множества Ωp и Ωq выпуклые и замкнутые.
Предположение 2. Система (3) помимо решения (1,1) имеет еще

только одно решение (µ∗, λ∗) такое, что λ∗ > 0 и µ∗ > 0.

Замечание 1. Если для каждого i либо aibi = 0, либо aibi < 0 и
ai + bi > 1, то множества Ωp и Ωq выпуклые.

Для доказательства выпуклости Ωp рассмотрим функцию

g(s) =
∑

i

pi(sλ+ (1 − s)α)ai(sµ+ (1 − s)β)bi ,

где 0 < s < 1, а точки (λ, µ) и (α, β) принадлежат множеству Ωp.
Вторая производная функции g(s) определяется по формуле

g′′(s) =
∑

i

piai(ai − 1)(λ− α)2(sλ+ (1 − s)α)ai−2(sµ+ (1 − s)β)bi

+
∑

i

pibi(bi − 1)(µ− β)2(sλ+ (1 − s)α)ai(sµ+ (1 − s)β)bi−2

+ 2
∑

i

piaibi(λ− α)(β − µ)(sλ+ (1 − s)α)ai−1(sµ+ (1 − s)β)bi−1

При aibi 6 0 и a+ b > 1 неотрицательность g′′(s) следует из неотри-
цательной определенности квадратичных форм

ωi(x, y) = ai(ai − 1)x2 + 2aibixy + bi(bi − 1)y2,

поскольку параметры ai и bi целочисленные.
Так как g′′(s) > 0, то g(s) 6 max(g(0), g(1)) 6 1. Поэтому точка

(sλ+ (1 − s)α), sµ+ (1 − s)β) принадлежит множеству Ωp.
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Замечание 2. Пусть λp и λq — функции, порождённые (по теореме о
неявных функциях) уравнениями системы (3) в некоторой окрестности
точки (µ, λ), в которой

∑
pibiλ

aiµbi 6= 0 и
∑
qibiλ

aiµbi 6= 0. Тогда их
производные в точке (µ, λ) задаются формулами

λ′p = −λ
µ

∑
pibiλ

aiµbi

∑
piaiλaiµbi

, λ′q = −λ
µ

∑
qibiλ

aiµbi

∑
qiaiλaiµbi

. (4)

Приведем достаточный признак существования единственного (кро-
ме (1.1)) строго положительного решения системы (4) для важного част-
ного случая, когда aibi = 0 и |ai| + |bi| = 1.

В этом случае ассоциированная система имеет вид




p1λ+
p2

λ
+ p3µ+

p4

µ
= 1,

q1λ+
q2
λ

+ q3µ+
q4
µ

= 1.
(5)

Условия (1) принимают вид

p3 < p4, p1 + p3 > p2 + p4, q1 < q2, q1 + q3 > q2 + q4.

Рассмотрим первое уравнение ассоциированной системы и множество
Ωp, порождаемое этим уравнением.

Если рассматривать две функции µ(λ), порожденные этим уравне-
нием (описывающие границу множества Ωp), то их минимальное и мак-

симальное значения достигаются в точке λ0 =

√
p2

p1
. Пусть µ−(λ0) —

минимальное значение функции µ(λ) в точке λ0.

Лемма 2. Если выполняются условия (1) и
√
p1 +

√
p2 < 1, то

µ−(λ0) > λ0, т. е. самая левая точка множества Ωp в системе коорди-

нат µ, λ лежит ниже биссектрисы λ = µ.

Доказательство. Если p3 6= 0, то доказательство утверждения лем-
мы сводится к доказательству неравенства

1 − 2
√
p1p2 − 2p3

√
p2

p1
>

√
(1 − 2

√
p1p2)2 − 4p3p4.

Cначала покажем, что в указанной области левая часть этого неравен-
ства неотрицательна, т. е. покажем справедливость неравенства

1 − 2
√
p1p2 − 2p3

√
p2

p1
> 0.
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Так как p1+p2+p3+p4 = 1, то, избавившись от p4, из неравенства p3 6 p4

получаем 2p3 6 1 − p1 − p2. Найдём минимум функции f(p1, p2, p3) =

1 − 2
√
p1p2 − 2p3

√
p2

p1
в области 0 6 p2 6 p1 6 1, 0 6 2p3 6 1 − (p1 + p2).

Поскольку эта функция линейна по p3 и убывает с ростом p3 и p1 > p2

согласно (1), имеем

f(p1, p2, p3) > 1 − 2
√
p1p2 − (1 − p1 − p2)

√
p2

p1

= 1 −√
p1p2 −

√
p2

p1
+ p2

√
p2

p1
= (

√
p1 −

√
p2)(1 − (

√
p1 +

√
q2)) > 0.

Теперь рассмотрим случай, когда p3 = 0. В этом случае доказатель-
ство леммы сводится к проверке справедливости в указанной области
очевидного неравенства

1 − (p1 + p2)

1 − 2
√
p1p2

>

√
p2

p1
,

которое не представляет затруднений. Лемма 2 доказана.
Теперь можно сформулировать и доказать условия единственности

точки пересечения.

Лемма 3. Пусть, помимо условий (1), коэффициенты ассоциирован-

ной системы (5) удовлетворяют неравенствам

√
p1 +

√
p2 < 1,

√
q3 +

√
q4 < 1.

Тогда система имеет, помимо точки (1, 1), еще только одно положитель-

ное решение.

Доказательство. Из леммы 2 следует, что самая левая точка мно-
жества Ωp и самая нижняя точка множества Ωq (крайние вершины ова-
лов, характеризующих уравнения системы) разделены прямой λ = µ.
Каждый из овалов определяет две функции λp(µ) и λq(µ), графики ко-
торых проходят через точку (1,1). Выше было показано, что λq(µ) вы-
пуклая, а λp(µ) вогнутая функции, причем точка, в которой меняется
выпуклость функции λp(µ), лежит в полуплоскости λ < µ, а точка ми-
нимума функции λq(µ) лежит в полуплоскости λ > µ. Но для точек
µ < 1, которые близки к 1, справедливо неравенство

λp(µ) > λp(µ).

Отсюда следует, что существует еще только одна точка их пересечения.
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Заметим, что если p3 = 0, то функция µ1(λ), определяемая из пер-
вого уравнения, выпуклая при всех λ, а обратная к ней функция λ1(µ)
(ветвь, проходящая через точку (1,1)) вогнутая. Из второго уравнения
определяется выпуклая функция λ2(µ), и возникает ситуация, аналогич-
ная рассмотренной. Лемма 3 доказана.

Вернёмся к общему случаю. Исследуем некоторые свойства границ
множеств Ωp и Ωq — кривых λp и λq, определяемых уравнениями системы
(3), в точке их пересечения K (отличной от точки (1,1)).

Предположим, что множества Ωp и Ωq ограничены и принадлежат
внутренности первого квадранта. Тогда их выпуклость означает, что
границу каждого из них можно описать верхней (с верхним индексом
t) и нижней (с верхним индексом l) функциями, причем верхние функ-
ции вогнутые, а нижние выпуклые. В итоге имеем две пары функций
λt

p(µ), λl
p(µ) и λt

q(µ), λl
q(µ), причем точка (1, 1) лежит на возрастающих

частях графиков функций λt
p и λl

q и (как следует из (2)) (λl
q)

′(1) >
(λt

p)
′(1).
Ясно, что эти функции непрерывны по µ, причем часть границы мно-

жества Ωp, соответствующая значениям µ < 1 и лежащая между точками
(1, 1) и K = (µ∗, λ∗), принадлежит множеству Ωq. Кроме того (вытекает
из формул (4)), производные этих функций меняют знак при переходе
от возрастающих частей к убывающим за счет смены знака числите-
лей и при переходе от функции с индексом t к функции с индексом l за
счет смены знака знаменателей. При этом в точке (1,1) знаки числителей
и знаменателей определяются из (1). Это замечание позволяет оценить
знаки числителей и знаменателей производных рассматриваемых функ-
ций в точке K.

Рассмотрим различные случаи в зависимости от того, на графиках
какой из функций (t или l) и на возрастающей или убывающей частях
этих графиков лежит точка K. Поскольку в точке (1,1) функция λp вог-
нутая, а λq выпуклая, априори возможны следующие случаи:

Точка K принадлежит возрастающим частям графиков функций λt
q,

λl
q и убывающей части графика функции λl

q. Аналогично, точка K при-
надлежит возрастающим частям графиков функций λt

p, λ
l
p и убывающей

части графика функции λl
p. Однако не все девять случаев возможны.

Невозможны случаи, когда точка K принадлежит графику функции λl
p

и возрастающей части графика функции λt
q, поскольку при µ < 1 спра-

ведливы неравенства λl
p < λt

p < λt
q, а точка (1,1) лежит на возрастаю-

щей части графика функции λt
p. Кроме того, невозможен случай, когда

единственная точка пересечения лежит на убывающей части графика
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функции λl
q и возрастающей части графика функции λl

p, так как отре-
зок верхней части границы множества Ωp принадлежит множеству Ωq,
и в своей точке минимума функция λl

p больше λl
q.

Приведенные выше соображения показывают, что справедлива сле-
дующая лемма, в формулировке которой все неравенства выписываются
в точке K = (µ∗, λ∗). Для упрощения обозначений символ * у координат
точки K опускается.

Лемма 4. Возможны следующие шесть случаев:
1. Точка K лежит на восходящей ветви графика функции λl

q и на

восходящей ветви графика функции λt
p. При этом справедливы неравен-

ства

∑
qiaiλ

aiµbi 6 0,
∑

piaiλ
aiµbi > 0,

∑
qibiλ

aiµbi > 0,
∑

pibiλ
aiµbi 6 0.

2. Точка K лежит на нисходящей ветви графика функции λl
q и на

восходящей ветви графика функции λt
p. Тогда

∑
qiaiλ

aiµbi 6 0,
∑

piaiλ
aiµbi > 0,

∑
qibiλ

aiµbi 6 0,
∑

pibiλ
aiµbi 6 0.

3. Точка K лежит на восходящей ветви графика функции λl
q и на

нисходящей ветви графика функции λl
p. Тогда

∑
qiaiλ

aiµbi 6 0,
∑

piaiλ
aiµbi 6 0,

∑
qibiλ

aiµbi > 0,
∑

pibiλ
aiµbi 6 0.

4. Точка K лежит на нисходящей ветви графика функции λl
q и на

нисходящей ветви графика функции λl
p. Тогда

∑
qiaiλ

aiµbi 6 0,
∑

piaiλ
aiµbi 6 0,

∑
qibiλ

aiµbi 6 0,
∑

pibiλ
aiµbi 6 0.

5. Точка K лежит на восходящей ветви графика функции λl
q и на

восходящей ветви графика функции λl
p. Тогда

∑
qiaiλ

aiµbi 6 0,
∑

piaiλ
aiµbi 6 0,
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∑
qibiλ

aiµbi > 0,
∑

pibiλ
aiµbi > 0.

6. Точка K лежит на восходящей ветви графика функции λt
q и на

восходящей ветви графика функции λt
p. Тогда

∑
qiaiλ

aiµbi > 0,
∑

piaiλ
aiµbi > 0,

∑
qibiλ

aiµbi 6 0,
∑

pibiλ
aiµbi 6 0.

Если границей одного из множеств Ωp и Ωq (или обоих одновремен-
но) являются части координатных осей или неограниченные множества,
то функции с верхними индесами l и t равны. В этом случае ситуация
упрощается и рассматривается подобным же образом.

В заключение заметим, что в приведенных неравенствах точные ра-
венства возможны только тогда, когда в точке K либо числитель, либо
знаменатель производной какой-либо функции обращается в 0. Не силь-
но ограничивая общность, можно считать, что такие случаи не реализу-
ются, т. е. выполняется

Предположение 3. Все неравенства в лемме 4 выполняются как
строгие.

3. Оценка вероятности вырождения

В этом разделе всюду считается, что выполняются сформулирован-
ные выше предположения 1–3.

Пусть ϕ(x, y) — вероятность вырождения при оптимальной политике,
если система находится в точке (x, y). Тогда, как отмечалось выше,

ϕ(x, y) = min

(
∑

i

piϕ(x+ ai, y + bi),
∑

i

qiϕ(x+ ai, y + bi)

)
.

Эти равенства выполняются для всех точек (x, y) таких, что при лю-
бом i точка (x+ ai, y+ bi) лежит в неотрицательном квадранте. Если же
для некоторого i либо x+ ai < 0, либо y + bi < 0, то ϕ(x+ ai, y + bi) = 1.

Зафиксируем некоторое управление α. Пусть Φ — оператор перехода
соответствующего марковского процесса. Покажем, что функция ϕ(x, y)
является субрегулярной.

Действительно, Mϕ(x, y) =
∑
i
piϕ(x + ai, y + bi), если α(x, y) = 1,

и Mϕ(x, y) =
∑
i
qiϕ(x + ai, y + bi), если α(x, y) = 0. Поэтому ϕ(x, y) 6

Mϕ(x, y).
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Отметим, что функция 1−ϕ(x, y) является суперрегулярной и неотри-
цательной. По теореме о представлении неотрицательной суперрегуляр-
ной функции (см. [1], с. 99) функция 1−ϕ(x, y) однозначно представима
в виде

1 − ϕ(x, y) = r +Nf,

где r — регулярная неотрицательная функция, f = (I − P )h,Nf– по-
тенциал некоторой меры, носитель которой сосредоточен в точках (x, y),
для которых существует i такое, что либо x + ai < 0, либо y + bi < 0.
Поэтому

ϕ(x, y) = 1 − r −Nf

и это представление единственно.
Пусть β(x, y) = ϕ(x, y)(λ∗)−x(µ∗)−y.
Для каждой точки (x, y) обозначим через I(x, y) совокупность таких

индексов i, что точка (x + ai, y + bi) не лежит в первом квадранте. От-
метим, что это множество конечно. Положим

Ap(x, y) =
∑

i/∈I(x,y)

pi(λ
∗)ai(µ∗)biβ(x+ ai, y + bi) +

∑

i∈I(x,y)

pi(λ
∗)−x(µ∗)−y,

Aq(x, y) =
∑

i/∈I(x,y)

qi(λ
∗)ai(µ∗)biβ(x+ ai, y + bi) +

∑

i∈I(x,y)

qi(λ
∗)−x(µ∗)−y.

Тогда
β(x, y) = min(Ap(x, y), Aq(x, y)). (6)

Замечание 4. Если в формулах, определяющих Ap(x, y) и Aq(x, y),
слагаемые, в которых суммирование производится по i ∈ I(x, y) (не зави-
сящие от β), увеличивать или уменьшать, то решение функционального
уравнения (6) также будет соответственно увеличиваться либо умень-
шаться.

Полученные уравнения для функции β(x, y) приводят к следующим
полезным построениям. Рассмотрим новую систему, связанную с исход-
ной: векторы, определяющие переходы, те же самые, а вероятности пе-
рехода для новой модели определяются по формулам

p∗i = pi(λ
∗)ai(µ∗)bi ; q∗i = qi (λ

∗)ai(µ∗)bi .

Так как (λ∗, µ∗) является положительным решением системы (3), то на-
боры (p∗i ) и (q∗i ) (i = 1, 2, · · · , k) являются наборами вероятностей.
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В новых обозначениях формулы для Ap(x, y) и Aq(x, y) можно запи-
сать в виде

Ap(x, y) =
∑

i/∈I(x,y)

p∗iβ(x+ ai, y + bi) +
∑

i∈I(x,y)

p∗i (λ
∗)−(x+ai)(µ∗)−(y+bi),

Aq(x, y) =
∑

i/∈I(x,y)

q∗i β(x+ ai, y + bi) +
∑

i∈I(x,y)

q∗i (λ
∗)−(x+ai)(µ∗)−(y+bi).

Отметим, что ассоциированная система для новой модели имеет тоже
ровно две пары корней — (1,1) и ( 1

λ∗ ,
1
µ∗ ), причем каждый элемент из

второй пары больше 1.
Пусть γ(x, y) — минимальная вероятность вырождения новой систе-

мы с наборами вероятностей p∗i и q∗i .
Функция γ должна удовлетворять соотношениям

γ(x, y) = min

( ∑

i/∈I(x,y)

p∗i γ(x+ ai, y + bi) +
∑

i∈I(x,y)

p∗i ,

∑

i/∈I(x,y)

q∗i γ(x+ ai, y + bi) +
∑

i∈I(x,y)

q∗i

)
.

Теорема 1. γ(x, y) = 1.

Доказательство. Пусть X∗(t) и Y ∗(t) — координаты точки на ша-
ге t, определяемые при некоторой фиксированной политике α для пары
случайных блужданий P ∗ и Q∗, и пусть V (t) = min(X∗(t), Y ∗(t)).

Пусть s ∈ [0, 1]. Рассмотрим случайную величину

W (t) = sX∗(t) + (1 − s)Y ∗(t).

Ясно, что для каждого t и для любого s ∈ [0, 1] величина W (t) является
мажорантой для V (t), т. е. справедливо неравенство W (t) > V (t).

Сначала рассмотрим случай, когда положение точки K описывается
случаем 1 леммы 4. В этом случае в силу предположения 3 справедливы
неравенства (в новых обозначениях)

∑
q∗i ai < 0,

∑
p∗i ai > 0,

∑
q∗i bi > 0,

∑
p∗i bi < 0.

Выберем s таким, чтобы прирост M(W (t+ 1) −W (t)) не зависел от
политики α:

s =

∑
bi(q

∗
i − p∗i )∑

(ai − bi)(p∗i − q∗i )
.
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Легко проверить, что числитель и знаменатель этой дроби положи-
тельны и, кроме того, s < 1.

При выбранном таким образом параметре s имеем

M(W (t+ 1) −W (t)) =

∑
biq

∗
i

∑
aip

∗
i −

∑
bip

∗
i

∑
aiq

∗
i∑

(ai − bi)(p∗i − q∗i )
= h. (7)

Покажем, что в случае 1 справедливо неравенство

(λl
q)

′(µ∗) < (λt
p)

′(µ∗).

Действительно, разложив функции λl
q и λt

p по формуле Тейлора в
точке µ∗, имеем

λl
q(1) = λl

q(µ
∗) + (λl

q)
′(µ∗)(1 − µ∗) + (λl

q)
′′(θ1)(1 − µ∗)2,

λt
p(1) = λt

p(µ
∗) + (λt

p)
′(µ∗)(1 − µ∗) + (λt

p)
′′(θ2)(1 − µ∗)2,

где θ1 и θ2 лежат внутри промежутка (µ∗, 1).
Требуемое неравенство между производными получается, если из пер-

вого равенства вычесть второе, так как справедливы неравенства

(λl
q)

′′(θ1) > 0, (λt
p)

′′(θ2) < 0, λl
q(1) = λt

p(1), λ
l
q(µ

∗) = λt
p(µ

∗), µ∗ < 1.

Из формул (4) для производных функций λq и λp вытекает, что чис-
литель дроби в (7) отрицателен. Поэтому h < 0.

Теперь воспользуемся усиленным законом больших чисел (теоремой
Колмогорова) ( см. [5], с. 379).

Пусть {Rt} — последовательность независимых одинаково распреде-
ленных случайных величин с конечным математическим ожиданием h,

и пусть S(t) =
t∑

j=0
Rj. Тогда

St

t
→ h почти всюду.

Положим MRt = M(W (t) −W (t − 1)). Тогда MRt = h, St = W (t) и
по усиленному закону больших чисел W (t) → −∞ почти всюду.

В остальных случаях леммы 4 выбранный параметр s может не при-
надлежать промежутку (0, 1).

Однако в случаях 3–5 в качестве мажоранты можно выбрать X(t)
(s = 1). При этом W (t) = X(t) и MRt = M(W (t)−W (t−1)) < 0, посколь-
ку в этих случаях в точке K справедливы неравенства

∑
piaiλ

aiµbi < 0
и
∑
qiaiλ

aiµbi < 0.
Аналогично, в случаях 2, 4 и 6 W (t) = Y (t) (s = 0) и MRt =

M(W (t) −W (t − 1)) < 0, так как в точке K справедливы неравенства
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∑
pibiλ

aiµbi < 0 и
∑
qibiλ

aiµbi < 0. Применение усиленного закона боль-
ших чисел приводит к тем же результатам. Теорема 1 доказана.

Теперь заметим, что если для любого i ∈ I(x, y) справедливо нера-
венство

(λ∗)x+ai(µ∗)y+bi > 1,

то β(x, y) > γ(x, y).
Для получения нижней оценки для функции β(x, y) положим

sp = min
x,y

∑
i∈I(x,y)

p∗i (λ
∗)−(x+ai)(µ∗)−(y+bi)

∑
i∈I(x,y)

p∗i
,

sq = min
x,y

∑
i∈I(x,y)

q∗i (λ
∗)−(x+ai)(µ∗)−(y+bi)

∑
i∈I(x,y)

q∗i
,

s = min(sp, sq).

В этих формулах минимум выбирается по всем (x, y) таким, что
I(x, y) 6= ∅.

Лемма 5. β(x, y) > s.

Доказательство. Рассмотрим систему, для которой δ(x, y) = s явля-
ется решением:

δ(x, y) = min

(
∑

i∈I(x,y)

pi(λ
∗)ai(µ∗)biδ(x + ai, y + bi) + s1,

∑

i∈I(x,y)

qi(λ
∗)ai(µ∗)biδ(x+ ai, y + bi) + s2

)
,

где s1 = s(1 −
∑

i/∈I(x,y)

p∗i ), s2 = s(1 −
∑

i/∈I(x,y)

q∗i ).

Очевидно, что

s1 6
∑

i/∈I(x,y)

p∗i (λ
∗)−(x+ai)(µ∗)−(y+bi), s2 6

∑

i/∈I(x,y)

q∗i (λ
∗)−(x+ai)(µ∗)−(y+bi).

Поэтому s 6 β(x, y). Отсюда следует нижняя оценка для вероятности
вырождения ϕ(x, y):

s(λ∗)x(µ∗)y 6 ϕ(x, y).
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Верхнюю оценку точно таким же образом получить не удается. Труд-
ности возникают, поскольку на множестве I(x, y) функция

g =
∑

i∈I(x,y)

p∗i (λ
∗)−(x+ai)(µ∗)−(y+bi)

может быть неограниченной сверху; например, даже при отрицатель-
ном x + ai величина y + bi может быть сколь угодно большой. Тогда
(λ∗)−(x+ai)(µ∗)−(y+bi) нельзя ограничить универсальной константой, по-
скольку µ∗ < 1.

Для получения верхней оценки воспользуемся результатами из [3]
и [6].

В [6] было введено так называемое «пожарное» управление ("putting
out fires"), заключающееся в следующем: весь имеющийся ресурс направ-
ляется на развитие того производства, которое увеличивает количество
наименьшего в данный момент продукта. Формально это управление
можно описать так. В каждой точке (x, y) управление α выбирается сле-
дующим образом:

α(x, y) = 1 x 6 y; α(x, y) = 0 x > y.

Понятие «пожарного» управления можно естественным образом обоб-
щить. Пусть c = (c1, c2) — произвольный вектор со строго положитель-
ными компонентами. Управление α будем называть «c-пожарным», если

α(x, y) = 1 при
x

c1
6

y

c2
; α(x, y) = 0 при

x

c1
>

y

c2
.

Таким образом возникает класс достаточно простых управлений, в
котором естественно искать такой вектор c, при котором вероятность
вырождения ψ(x, y) минимальна. Пусть выполняется следующее

Предположение 4. Если bi > 0, то pi = 0; если ai > 0, то qi = 0

В [3] показано, что при c-пожарном управлении вероятность вырож-
дения ψ(x, y) при выполнении предположения 4 обладает следующим
свойством:

ψ(x, y) = O((λ∗)x(µ∗)y) при (x, y) → (∞,∞).

Так как класс c-пожарных управлений у́же, чем класс всех управлений,
то ϕ(x, y) 6 ψ(x, y). Значит, существует такая константа d, что ϕ(x, y) 6

d(λ∗)x(µ∗)y для достаточно больших x, y. Таким образом, справедлива
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Теорема 2. Существуют такие константы s и t, что

s(λ∗)x(µ∗)yϕ(x, y) 6 t(λ∗)x(µ∗)y.

при достаточно больших x и y.

В заключение рассмотрим один частный случай, изучавшийся в [2].
Пусть при блуждании, порождённом набором вероятностей {pi}, от-

личны от нуля только такие pi, при которых ai > 0, −1 6 bi 6 0, т. е.
первая координата не убывает, а вторая координата не возрастает и мо-
жет уменьшиться не более чем на 1. Тогда можно ограничиться рассмот-
рением только векторов перехода (i, 0) и (i,−1) с вероятностями pi1 и pi2

соответственно,
k∑

i=0
(pi1 + pi2) = 1.

Аналогично, при блуждании, порождённом набором вероятностей {qi},
будем рассматривать только векторы (0, i) и (−1, i) с вероятностями qi1

и qi2 соответственно,
k∑

i=0
(qi1 + qi2) = 1.

Дополнительно будем предполагать, что p2
01 + p2

02 6= 0 и q201 + q202 6= 0.
В этом случае ассоциированная система имеет вид

k∑

i=0

pi1λ
i +

1

µ

k∑

i=0

pi2λ
i = 1,

k∑

i=0

qi1µ
i +

1

λ

k∑

i=0

qi2µ
i = 1,

а условия (1) записываются следующим образом:

k∑

i=0

pi2 > 0;

k∑

i=1

i(pi1 + pi2) > p02;

k∑

i=0

qi2 > 0;

k∑

i=1

i(qi1 + qi2) > q02.

Из уравнений ассоциированной системы получаем функции

λ =

∑
qi2µ

i

1 −∑ qi1µi
, µ =

∑
pi2λ

i

1 −∑ pi1λi
,

которые, как легко проверить, являются возрастающими и выпуклыми.
Тогда функция µ−1(µ), обратная к функции µ, является возрастающей и
вогнутой. Нетрудно видеть, что графики функций λ и µ−1 пересекаются
только в двух точках — в точке (1,1) и в такой точке (µ∗, λ∗), что 0 <
µ∗ < 1 и 0 < λ∗ < 1.
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Для минимальной вероятности вырождения ϕ(x, y) имеем

ϕ(x, y) = min

(
∑

i

pi1ϕ(x+ i, y) +
∑

i

pi2ϕ(x+ i, y − 1),

∑

i

qi1ϕ(x, y + i) +
∑

i

qi2ϕ(x− 1, y + i)

)
,

ϕ(−1, y + i) = 1, ϕ(x+ i,−1) = 1 при всех i.

Легко проверить, что

ϕ(x, y) = ρ(µ∗)y(λ∗)x при всех x > 0, y > 0,

где

ρ = ϕ(0, 0) = min

( ∑
pi2

1 −
∑
pi1(λ∗)i

,

∑
qi2

1 −
∑
qi1(µ∗)i

)
.

Заметим, что ρ < 1, поскольку λ∗ < 1 и µ∗ < 1, а
∑
pi2 = 1 −∑ pi1 и∑

qi2 = 1 −∑ qi1.
Следует отметить, что в этом случае существует оптимальное управ-

ление, которое определяется следующими соотношениями:

α(0, 0) = 1, если ρ =

∑
pi2

1 −
∑
pi1(λ∗)i

;

α(0, 0) = 0, если ρ =

∑
qi2

1 −
∑
qi1(µ∗)i

;

α(0, y) = 1, если y > 0;
α(x, 0) = 1, если x > 0;
α(x, y) произвольное при x > 0 y > 0.
В заключение выражаю искреннюю благодарность А.А.Могульскому

за конструктивную критику, позволившую устранить неточности.
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