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ОРИЕНТИРОВАННАЯ 5-РАСКРАСКА ВЕРШИН

В РАЗРЕЖЕННЫХ ГРАФАХ∗)

О.В.Бородин, А.О.Иванова, А.В.Косточка

Ориентированная k-раскраска вершин ориентированного гра-
фа H есть ориентированный гомоморфизм из H в некоторый
k-вершинный турнир. Доказано, что любая ориентация графа с об-
хватом не менее 5 и максимальной средней степенью его подграфов
менее 12/5 имеет ориентированную 5-раскраску. Как следствие, лю-
бая ориентация плоского или проективно плоского графа с обхватом
не менее 12 имеет ориентированную 5-раскраску.

1. Введение и формулировка результатов

Гомоморфизм графа G в граф H есть отображение ϕ из V (G) в V (H),
которое сохраняет рёбра (или дуги), т. е.

xy ∈ E(G) ⇒ ϕ(x)ϕ(y) ∈ E(H).

Гомоморфизмы графов изучались как обобщение раскраски вершин
графов. Заметим, что неориентированный граф G имеет k-раскраску, ес-
ли и только если G имеет гомоморфизм в полный k-вершинный граф.
Поэтому хроматическое число неориентированного графа G можно опре-
делить как минимальное число вершин в таком неориентированном гра-
фе H, что имеется гомоморфизм графа G в H.

В дальнейшем рассматриваются орграфы, в которых нет двух дуг,
инцидентных одной и той же паре вершин. Ориентированная k-раскраска
орграфаH есть (ориентированный) гомоморфизм орграфаH в k-вершинный
орграф H ′. Ориентированное хроматическое число o(G) неориентиро-
ванного графа G определяется как минимальное k такое, что каждый
ориентированный граф G имеет ориентированную k-раскраску. Извест-
но, что ориентированное хроматическое число графа может существенно
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отличаться от его хроматического числа. Например, имеются двудоль-
ные графы с произвольно большим ориентированным хроматическим
числом.

Ориентированное хроматическое число было введено Б.Курселем [6]
при изучении логик второго порядка на графах. В частности, он дока-
зал, что o(G) 6 363 для любого плоского графа G. Кроме того, ори-
ентированное хроматическое число и его связи с другими параметра-
ми графа изучались в [2–5, 8–12]. В частности, в [11] граница 363 была
улучшена до 80 (с использованием ациклической 5-раскрашиваемости
плоских графов, доказанной в [1]), а в [9] было доказано, что если под-
граф графа G имеет «большую» среднюю степень, то G имеет «большое»
ориентированное хроматическое число. В связи с этим в [5] рассматри-
вались верхние границы для ориентированного хроматического числа
графов с ограниченной максимальной средней степенью mad(G), где
mad(G) = max

G′⊆G
2|E(G)/|V (G)|. Нестрого говоря, mad(G) измеряет равно-

мерную разреженность графа G: если mad(G) мала, то каждый подграф
графа G «разрежен», т. е. имеет малую степень. Некоторые важные гра-
фы имеют ограниченную максимальную среднюю степень. Например,
каждый d-вырожденный граф G имеет mad(G) < 2d. Графы с большим
обхватом и большим числом вершин, вложимые в фиксированную по-
верхность, имеют низкую максимальную среднюю степень. В частности,
для любого плоского или проективно плоского графа G с обхватом g

mad(G) <
2g

g − 2
. (1)

В [5] была доказана следующая

Теорема 1.
1) Для любого графа G с mad(G) < 7/3 справедлива оценка o(G) 6 5.

2) Для любого графа G с mad(G) < 11/4 и обхватом g(G) > 5 спра-
ведлива оценка o(G) 6 7.

3) Для любого графа G с mad(G) < 3 справедлива оценка o(G) 6 11.

4) Для любого графа G с mad(G) < 10/3 справедлива оценка o(G)619.

В силу (1) из теоремы 1 следует, что o(G) 6 5 для любого плоского
графа G с обхватом не менее 14. Учитывая один результат из [3], огра-
ничение «обхват не менее 14» можно ослабить до «обхват не менее 13».

Основной результат состоит в дальнейшем усилении упомянутого ре-
зультата об ориентированной 5-раскрашиваемости.

Теорема 2. Если граф G имеет mad(G) < 12/5 и обхват не менее 5,
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то o(G) 6 5.

Согласно (1) из теоремы 2 получаем

Следствие 1. Для любого плоского и проективно плоского графа G
с обхватом не менее 12, справедливо неравенство o(G) 6 5.

Фактически доказана более сильная форма теоремы 2: каждая ориен-
тация графа G с mad(G) < 12/5 и обхватом не менее 5 имеет ориентиро-
ванный гомоморфизм в циркулянт C(5; 1, 2), т. е. в турнир на вершинах
0, 1, 2, 3, 4, в котором пара ij является дугой, тогда и только тогда, когда
j − i ≡ 1 (mod 5) или j − i ≡ 2 (mod 5). (Требование на обхват нельзя
отбросить, как показывает граф с mad(G) < 12/5 и обхватом 4, содер-
жащий дуги ab, bc, cd, de, ef , af и ad).

В следующем разделе исследованы некоторые свойства ориентиро-
ванных гомоморфизмов в C(5; 1, 2). В подразделе 2.2 изучены свойства
гипотетического минимального контрпримера G0 к упомянутому выше
усилению теоремы 2. Мы используем тот факт, что максимальная сред-
няя степень любого подграфа графа G по определению не больше мак-
симальной степени графа G. Показано, что многие разреженные графы
не могут быть индуцированными подграфами графа G0. В разделе 3
используется перераспределение вкладов. А именно, каждой вершине v
гипотетического минимального контрпримера G0 присваивается перво-
начальный заряд 5 degG0

(v) − 12 и после некоторого перераспределения
заряда устанавливается, что новый заряд каждой вершины неотрицате-
лен, что противоречит тому факту, что сумма первоначальных зарядов
отрицательна, так как средняя степень G0 менее 12/5.

2. Доказательство теоремы 2

Пусть орграф G0 — наименьший по числу рёбер орграф с
mad(G) < 12/5 и обхватом не менее 5, который не допускает гомомор-
физма на циркулянт C(5; 1, 2). Не нарушая общности, можно считать,
что G0 связен.

По определению имеем

∑

v∈V

(5d(v) − 12) < 0, (2)

где d(v) — степень вершины v.
Заряд µ(v) каждой вершины v графа G0 положим равным 5d(v)−12.

Например, заряд 2-вершины (т. е. вершины степени 2) равен −2, заряд
3-вершины равен 3, 4-вершины равен 8 и т. д.
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2.1. Свойства гомоморфизмов в C(5; 1, 2)

Две вершины, соединенныe дугой, назовём смежными. Из опреде-
ления следует, что если вершина окрашена в цвет α, то независимо от
ориентации дуги, соединяющей a с b, для b допустимыми являются 2 цве-
та, причём если дуга ориентирована от a к b, то этими цветами являются
α+ 1, α+ 2, в противном случае — цвета α− 1, α − 2.

Нетрудно проверить справедливость следующего факта.

Замечание 1. Если в вершине a имеется множество A из k, 1 6 k 6 4,
последовательных допустимых цветов, то на смежной вершине b имеется
такое множество B из k+1 цвета, что для любого цвета β из B существу-
ет такой цвет α из A, что раскраска вершин a и b с учётом ориентации
дуги ab в орграфе соответствует циркулянту.

Замечание 2. Если в вершине a имеется множество из двух допу-
стимых цветов α − 1, α + 1, то смежная вершина b получает лишь один
запрет по ребру ab.

Следствие 2. Если вершина a имеет два допустимых цвета, а смеж-
ная с ней вершина b имеет либо три, либо два не соседних допустимых
цвета, то можно выбрать по одному из этих цветов так, чтобы раскраска
вершин a и b была согласована с гомоморфизмом.

Доказательство. По замечанию 2 вершина b диктует вершине a не
более одного запрета. Следовательно, среди двух цветов, допустимых на
a, найдётся незапрещённый цвет.

Далее под k-цепью будем понимать цепь, в которой содержится ровно
k вершин степени 2.

Следствие 3. Если в 1-цепи axb вершина a окрашена, а вершина b
имеет либо три, либо два не соседних допустимых цвета, то из них можно
выбрать такой цвет, чтобы нашёлся допустимый цвет для 2-вершины x
этой цепи.

Доказательство. По замечанию 1 вершина a диктует для x два
допустимых цвета, так что остаётся применить следствие 2 к вершинам
x и b.

Цвета, заданные на концах 1-цепи, назовем совместимыми, если су-
ществует цвет для промежуточной 2-вершины, согласованный с гомо-
морфизмом.

Пусть вершина a 1-цепи axb имеет допустимый цвет α. Согласно за-
мечанию 1 с ним совместимы три последовательных цвета γ−1, γ, γ+1.
Нетрудно видеть, что тогда с допустимым цветом α + k на вершине a
будут совместимы цвета γ − 1 + k, γ + k, γ + 1 + k на вершине b (при
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любом k). Отсюда непосредственно следует

Лемма 1. Допустимый цвет γ вершины b 1-цепи axb является совмес-
тимым со всеми тремя цветами α− 1, α, α+ 1, если они допустимы для
вершины a.

Такой цвет γ на вершине b назовем универсальным для предписания
α− 1, α, α+ 1 на вершине a, если axb — 1-цепь.

Тройку цветов B = {β− 1, β, β+1} на вершине b 1-цепи axb назовём
жёсткой для предписания A = {α− 1, α, α+ 1} на вершине a, если B не
содержит цвет γ, универсальный для вершины a. Ясно, что для тройки
A на вершине a существует в точности две жёсткие тройки на вершине
b: B> = {γ + 1, γ + 2, γ + 3} и B< = {γ − 3, γ − 2, γ − 1}. Будем называть
1-цепь axb >-цепью, если B = B>, и <-цепью, если B = B<.

Нетрудно видеть, что свойство жёсткости симметрично.

Лемма 2. Если на 1-цепи axb тройка цветов B = {β − 1, β, β + 1} на
вершине b является жёсткой для тройки цветов A = {α − 1, α, α + 1} на
вершине a, то A является жёсткой для B.

Доказательство. По определению с цветом α на вершине a сов-
местимы цвета γ − 1, γ, γ + 1 на вершине b; другими словами, цвет α
является универсальным для данной тройки. Тогда цвет α+ 2 является
универсальным для B> = {γ + 1, γ + 2, γ + 3}, а α − 2 универсален для
B< = {γ − 3, γ − 2, γ − 1}. Остаётся заметить, что ни α+ 2, ни α− 2 не
входят в A. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Если A и B — жёсткая пара троек на концах 1-цепи axb,
то младший (старший) цвет из A совместим со старшим (с младшим)
цветом из B.

Доказательство. Младшим цветом в A на вершине a является α−1,
старшими же в B могут быть цвета γ+3 и γ−1 (при B = B> и B = B<,
соответственно). Остаётся заметить, что α− 1 совместим с γ + 3 = γ − 2
и с γ − 1. Аналогично, старший цвет α+ 1 совместим с γ − 3 = γ + 2 и с
γ + 1. Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть A и B — жёсткая пара троек на концах 1-цепи axb.
Тогда центральный цвет α из A совместим с младшим цветом из B, если
B = B> и со старшим цветом из B, если B = B<.

Доказательство. Действительно, α совместим и с γ + 1 (младшим
при B = B>), и с γ − 1 (старшим при B = B<). Лемма 4 доказана.

Следствие 4. Если 1-цепи b′x′a и axb являются >-цепями (<-цепя-
ми), то центральный цвет α на вершине a совместим и с младшим (со
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старшим) цветом на b, и со старшим ( с младшим) на b′.

2.2. Основные структурные свойства минимального
контрпримера

Опишем ряд структурных свойств орграфа G0, опираясь на кото-
рые перераспределим заряды вершин так, чтобы их новые заряды стали
неотрицательными. Поскольку сумма зарядов вершин сохраняется, мы
получим противоречие с (2), что и завершит доказательство теоремы 1.

Лемма 5. δ(G0) > 2.

Лемма 6. В G0 нет k-цепи ни при каком k > 3.

Доказательство. Пусть существует k-цепь v0, v1, . . . , vk, vk+1, k > 3,
где v1, v2, . . . , vk — вершины степени 2, а степени вершин v0, vk+1 не ме-
нее 3. Удалим вершины v1, v2, v3 и возьмём ориентированную раскраску
полученного графа (точнее гомоморфизм на C(5; 1, 2)). Согласно заме-
чанию 1 для v1 допустимыми (при фиксированной раскраске вершины
v0) являются два цвета, для v2 — три цвета и т. д. Тогда для любого
цвета вершины v4 можно последовательно подобрать цвета для вершин
v3, v2, v1 так, чтобы получилась ориентированная 5-раскраска графа G0.
А именно, v4 диктует два возможных цвета на v3, а на v3 был один
запрет (со стороны v2). Следовательно, v3 можно покрасить. Цвет вер-
шины v3 был допустимым относительно v2, т. е. на v2 существовал цвет,
согласующийся (с учетом ориентации дуги, соединяющие v2 и v3) с уже
выбранным цветом вершины v3, и мы его делаем цветом вершины v2.
Аналогично красится v1. Лемма 6 доказана.

Вершину, которая является началом k1-, k2-, . . .-цепей, назовём (k1, k2,

. . .)-вершиной.

Лемма 7. В G0 нет (k, 2, 2)-вершин, где k > 1.

Доказательство. Пусть v — (k, 2, 2)-вершина, где k > 1. Удалим v
и 2-вершины в инцидентных ей цепях. Согласно замечанию 1 по 1-цепи
на v действует 2 запрета, а по 2-цепям — по одному. Следовательно,
для вершины v найдётся такой цвет, при котором существует раскраска
2-вершин цепей, инцидентных v, согласованная с гомоморфизмом. Лем-
ма 7 доказана.

Лемма 8. В G0 нет циклов из (k, k, k)-вершин, где k > 1.

Доказательство. Пусть такие циклы существуют. Рассмотрим крат-
чайший из них, который обозначим через C. Пусть v1, v2, . . . , vk — вер-
шины степени 3 по часовой стрелке в C. Заметим, что две цепи, инци-
дентные каждой верщине vi, лежат на цикле C, а третья, внешняя, не
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может заканчиваться вершиной из C, поскольку g(G0) > 5 по условию
6 и ввиду минимальности C. Пусть wi – это 2-вершина не из C, смеж-
ная с vi, а si — вершина, отличная от vi и смежная с wi. Удалим из G0

все вершины цикла C, а также все wi и полученный граф отобразим на
C(5; 1, 2).

Отметим, что 3-вершины цикла C могут соединяться как 1-цепями,
так и 2-цепями (понятно, что каждая 1-цепь имеет одну из четырёх воз-
можных ориентаций, а 2-цепь — из восьми).

Случай 1. В C 3-вершины соединяются только 1-цепями.
Согласно замечанию 1 для vi допустимыми с точки зрения инцидент-

ной ей внешней цепи, ведущей в si, являются три цвета Ai = {αi −
1, αi, αi + 1}, т. е. при раскраске vi в любой из них мы сможем подо-
брать цвет для wi. Остаётся раскрасить все vi в эти допустимые цвета
так, чтобы мы смогли раскрасить 2-вершины самого цикла C согласно
требованиям гомоморфизма на C(5; 1, 2).

Подслучай 1.1. Найдутся две последовательные 3-вершины цикла C,
например, v1, v2, такие, что соответствующие им тройки цветов A1 и A2

не являются (взаимно) жёсткими.
Тогда в A2 найдётся цвет β, универсальный для A1. Мы красим v2

в β. Затем, пользуясь следствием 3, красим v3 так, чтобы можно было
покрасить 2-вершину, находящуюся в цикле C между v2 и v3. Аналогично
красим все вершины цикла C вплоть до вершины v1. Поскольку ни один
из цветов, допустимых для v1, не конфликтует с цветом β вершины v2,
можно покрасить 2-вершину x1, лежащую в C между v1 и v2.

Подслучай 1.2. При любом i тройки Ai и Ai+1 являются (взаимно)
жёсткими.

Пусть k — число 1-цепей в C. Если k чётно, то вершины vi при чётном
i красим в младшие цвета из Ai, а при нечётном i — в старшие. По лемме
3 полученная раскраска допускает продолжение до гомоморфизма графа
G0 на C(5; 1, 2) посредством раскраски 2-вершин цикла C.

Пусть теперь k нечётно. Тогда найдутся две соседние 1-цепи в C, на-
пример, P = vkxkv1 и Q = v1x1v2, которые обе являются либо >-цепями,
либо <-цепями. Если P и Q являются >-цепями, то из A1 выбираем цен-
тральный цвет для v1, а все остальные вершины vi при нечётном i красим
в старшие цвета из Ai, а все vi при чётном i— в младшие. По следствию 4
полученная раскраска допускает продолжение до гомоморфизма графа
G0 на C(5; 1, 2) посредством раскраски 2-вершин цикла C.

Аналогично действуем, если P и Q являются <-цепями.
Случай 2. В C существует 2-цепь, например, v1xyv2.



Ориентированная 5-раскраска вершин в разреженных графах 23Ориентированная 5-раскраска вершин в разреженных графах 23Ориентированная 5-раскраска вершин в разреженных графах 23

По замечанию 1, примененному последовательно к v1, x, y и v2, для
каждого из двух крайних допустимых цветов на v1 существует един-
ственный цвет на v2, который не позволяет покрасить x и y, если v1
покрашен в соответствующий крайний цвет.

Окрасим v2 в цвет α1, который не противоречит крайним цветам для
v1, и вычеркиваем цвет α1 из списка допустимых для v1. Далее окрасим
вершины цикла C по часовой стрелке, начиная с v2, пользуясь следстви-
ем 3 при прохождении через 1-цепи и замечанием 1 — через 2-цепи (а
именно, 2-цепь дает 1 запрет на раскраску своего конца, если другой уже
окрашен). Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Цепь из (1, 1, 1)-вершин, начинающаяся в (2, 1, 1)-вершине,
не может заканчиваться в (2, 1, 1)-вершине.

Доказательство. Пусть существует цепь P = v0v1 . . . vkvk+1, где
v1, v2, . . . , vk — (1,1,1)-вершины, а v0 и vk+1 — (2,1,1)-вершины. По лем-
ме 8 v0 и vk+1 различны. Пусть wi – это 2-вершина не из P , смежная
с vi, а si – вершина, отличная от vi и смежная с wi. Через s′0 и s′k+1

обозначим концы 2-цепей, инцидентных вершинам v0 и vk+1 соответ-
ственно. Не исключено, что s′0 = s′k+1, но ввиду леммы 8 s′0 6= vk+1 и
v0 6= s′k+1. Также из леммы 8 следует, что вершины s0, s1, . . . , sk+1 не
принадлежат P . Теперь будем считать, что квазицепь P вложена в цепь
P ′ = y0x0v0x1v1x2 . . . xk+1vk+1xk+2yk+2. Таким образом, видно, что лем-
ма 9 является обобщением леммы 7.

Удалим из G0 все вершины цепи P ′, а также все wi и окрасим вер-
шины полученного графа. Согласно доказательству леммы 6 от s0 (по
1-цепи) на v0 действует 2 запрета, а от s′0 (по 2-цепи) — один. Следо-
вательно, существуют два таких цвета для вершины v0, что в какой
бы из них ни раскрасили v0, мы всегда сможем раскрасить 2-вершины
w0, x0, y0. Поскольку имеется два допустимых цвета для v0, имеем один
запрет для v1, приходящий от v0. Вместе с двумя запретами от s1 для v1
остаются 2 допустимых цвета (в какой бы из них мы ни раскрасили v1,
мы всегда сможем раскрасить v0 и 2-вершины w1 и x1). Продолжая этот
процесс, мы придем к тому, что vk+1 получает по одному запрету от vk

и s′k+1 и два запрета от sk+1, т. е. vk+1 можно раскрасить. Далее кра-
сим вершины цепи P в допустимые цвета в обратном порядке, а затем
окрасим 2-вершины цепи P ′ и все вершины wi. Лемма 9 доказана.

2.3. Правила перераспределения зарядов

Правило R1. Любая 2-вершина, принадлежащая 1-цепи, получает по
1 заряда от концов этой цепи, а 2-вершина, принадлежащая 2-цепи, по-
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лучает заряд 2 от соседней вершины степени больше 2.

Заметим, что после применения правила R1 заряд 2-вершины ста-
новится равным 0, заряды (2,1,1)- и (2,2,0)-вершин равны −1, а заряды
всех остальных вершин неотрицательны.

Введём понятие спонсора следующим образом. Каждую (2,1,1)-верши-
ну v0 снабдим цепью питания FP = v0v1 . . . vk+1, где v1, . . . , vk являются
(1,1,1)-вершинами, а vk+1 таковой не является, и пусть при этом цепь
питания является кратчайшей с указанными свойствами. Такая цепь су-
ществует в силу конечности графа G0 согласно лемме 8. По лемме 9
вершина vk+1 не является (2,1,1)-вершиной. Тогда vk+1 назовём спонсо-

ром для (2,1,1)-вершины v0. Из леммы 9 также следует, что цепи питания
двух разных (2,1,1)-вершин не пересекаются в (1,1,1)-вершине. Следова-
тельно, в каждую 1-цепь любого спонсора приходит не более одной цепи
питания.

Правило R2. Каждая (2,1,1)-вершина получает заряд 1 по цепи пи-
тания от своего спонсора.

После применения правила R2 заряд (2,1,1)-вершины становится рав-
ным 0, заряд (2,2,0)-вершины остается равным −1, а заряды всех осталь-
ных вершин, кроме (2,1,0)-вершины, являющейся спонсором, и
(1,1,0)-вершины, из которой выходят 2 цепи питания, неотрицательны.

Действительно, если d(v) > 4, то каждая цепь забирает от v не бо-
лее двух единиц заряда по правилам R1 и R2 (причём ровно 2 забирают
только 2-цепи и 1-цепи, входящие в цепь питания, в силу того, что це-
пи питания не ветвятся), но 5d(v) − 12 > 2d(v). Если же d(v) = 3, то
достаточно заметить, что (1,1,1)-вершины имеют заряд 0, а каждая из
остальных 3-вершин, кроме вершин типа (2,1,1), инцидентна 0-цепи и,
имея исходный заряд 3, может приобрести отрицательный заряд лишь
тогда, когда по двум её остальным цепям уходит по 2 единицы заряда.

Назовем перегруженной 3-вершину, инцидентную 0-цепи и двум на-

груженным цепям (уносящим по две единицы заряда), т. е. являющимся
либо 2-цепями, либо 1-цепями, принадлежащими цепи питания.

Пусть P = s′0y0x0v0x1v1x2 . . . vkxk+1vk+1 — нагруженная цепь, выхо-
дящая из перегруженной вершины vk+1, где v0 — (2,1,1)-вершина, v1, . . .,
vk — (1,1,1)-вершины, x0, . . . , xk и y0 — 2-вершины. Тогда 2-вершины не
из P , смежные с vi, где 0 6 i 6 k, обозначим через wi, а вершину, смеж-
ную с wi и отличную от vi, — через si. Вершины s′o и все si назовём
граничными вершинами нагруженной цепи P , причем s′o будем назы-
вать терминальной, а все si — боковыми. Кроме того, (1,1,1)-вершины
v0, . . . , vk будем называть внутренними для P .
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Если нагруженная цепь является 2-цепью, то это случай k = −1, ког-
да у неё нет ни внутренних, ни боковых вершин.

Лемма 10. В G0 нет ребра, соединяющего две перегруженные вер-
шины.

Замечание 3. В частности, в G0 нет двух смежных (2, 2, 0)-вершин
u, w.

Действительно, удалим u, w и 2-вершины, которые принадлежат 2-
цепям (эти 2-цепи не имеют общих 2-вершин, поскольку g(G0) > 5 по
условию). Ориентированную раскраску полученного графа легко про-
должить до раскраски графа G0: так как по каждой 2-цепи на u и w
приходит по одному запрету. Поэтому имеется случай, описанный в след-
ствии 2, когда на смежных вершинах u и w имеется по 3 допустимых
цвета.

Доказательство леммы 10. Пусть u и w — смежные перегруженные
вершины, из которых выходят нагруженные цепи P1, P2, P3, P4. Напом-
ним, что по лемме 9 никакие две цепи питания не могут пересекаться в
(1,1,1)-вершине. Отсюда, в частности, следует, что ни u, ни w не может
являться боковой для какой-нибудь Pi. Действительно, тогда боковая
вершина цепи Pi принадлежит другой цепи питания Pj , что невозмож-
но.

Случай 1. Никакая граничная вершина цепи Pi не является внутрен-
ней для другой вершины из Pi.

Удалим вершины u, w, внутренние вершины цепей P1, P2, P3, P4 и
все остальные 2-вершины, которые принадлежат инцидентным 1-цепям
(отметим, что граничные вершины ни одной цепи Pi из графа удалены
не будут, так как g(G0) > 5). Ориентированную раскраску полученного
графа легко продолжить до раскраски графа G0. Поскольку по каждой
нагруженной цепи на u и w приходит по одному запрету (от конца нагру-
женной цепи строим допустимые множества мощности 2, затем раскра-
шиваем вершины цепи от начала к концу, когда определится цвет этого
начала, т. е. вершины u или w). Вновь (как и при доказательстве заме-
чания 3) возникает случай, описанный в следствии 2, когда на смежных
вершинах u,w имеется по 3 допустимых цвета.

Заметим, что по лемме 9 никакая вершина из одной цепи питания
не может соединяться с вершиной из другой цепи питания посредством
1-цепи. Отсюда следует, что для завершения доказательства леммы 10
остается рассмотреть

Случай 2. Терминальная вершина цепи Pi является внутренней
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(2,1,1)-вершиной в другой цепи Pj .

Таких пар зависимых нагруженных цепей, проходящих через смеж-
ные вершины u, w может быть одна или две. Как и в случае 1 удалим u,
w, внутренние вершины цепей P1, P2, P3, P4 и 2-вершины, принадлежа-
щие инцидентным им 2-цепям. Пусть Pi соединена 2-цепью с Pj . Будем
считать, что Pj не вырождается в 2-цепь, т. е. у неё есть боковые верши-
ны.

Данный случай принципиально не отличается от случая 1: также
строим допустимые множества по всем неспаренным нагруженным це-
пям от конца к началу (вершине u или w), а затем окрасим в допустимые
цвета каждую вершину из этих цепей от начала к концу. Из пары нагру-
женных цепей Pi и Pj , соединенных 2-цепью, цепь Pj «разбираем», так
как её вершины можно окрасить в последнюю очередь (поэтому она на-
лагает 0 запретов на начальную вершину u или w). Что касается второй
из двух спаренных цепей, то если она нетривиальна, окрасим её от конца
к началу (при этом она налагает 2 запрета на свою начальную вершину)
следующим образом.

Пусть последняя из боковых вершин цепи Pi оставляет тройку Zi до-
пустимых цветов для (2,1,1)-вершины zi цепи Pi (аналогично определя-
ется множество Zj для (2,1,1)-вершины zj цепи Pj). Каждый из крайних
цветов в Zj даёт по 2-цепи по одному запрету на цвет вершины zi. Поэто-
му в Zi найдется цвет, пусть α, не запрещённый по 2-цепи ни при каком
выборе крайнего цвета на вершине zj . Красим zi в α и вычеркиваем цен-
тральный цвет из множества Zj цветов, допустимых для zj (аналогично
тому, как мы действовали в доказательстве случая 2 леммы 8). Теперь
заметим, что мы можем раскрасить цепь Pj в последнюю очередь, неза-
висимо от того, как будут раскрашены вершины u и w. Действительно,
zj не получает больше запрета по 2-цепи от zi, поэтому согласно след-
ствию 3 её можно раскрасить последней, так как для неё имеется либо
три, либо два несоседних допустимых цвета. Аналогичным образом все
вершины цепи Pi можно окрасить по следствию 3 от начала до конца.
Таким образом, Pj не накладывает запретов на цвет своей начальной
вершины.

А если Pi тривиальна и, скажем, инцидентна u, то каждый из край-
них цветов в Zj даёт по 2-цепи по одному запрету на цвет вершины u.
В результате из пяти исходных цветов 0, 1, . . . , 4 на u остаются три до-
пустимых цвета, а цепь Pj снова можно разобрать и красить вершины
от начала к концу по следствию 3 в последнюю очередь (в частности,
никакой цвет на u не мешает красить zj в один из двух крайних цветов
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из Zj , а значит, вершину zj можно красить самой последней).
В большинстве вариантов мы приходим к выводу, что на u и w оста-

ётся по три допустимых цвета, так что их можно раскрасить по замеча-
нию 1.

Подслучай 2.1. Pi и Pj выходят из одной вершины w.
Как указывалось выше, вершина w имеет три допустимых цвета (как

при вырожденной, так и невырожденной Pi). Заметим, что две другие
цепи накладывают на цвет вершины u не более двух запретов (1+1, если
они независимы и 0+2, если они замыкаются 2-цепью). Таким образом,
на u и w остается по 3 допустимых цвета согласно следствию 2, и можно
продолжить раскраску графа G0, покрасив теперь u и w.

Подслучай 2.2. Пусть Pi выходит из вершины u, а Pj — из w.
Теперь цепь Pi оставляет 3 допустимых цвета для u, а Pj налагает 0

запретов на w. Если вторая цепь питания Pk, начинающаяся в w, нала-
гает на w не более одного запрета, то w может быть раскрашена после
вершины u, а u также имеет меньше запретов на раскраску, чем допус-
тимых цветов. Остается предположить, что w получает 2 запрета от Pk,
но тогда u не получает запретов от второй своей нагруженной цепи, т. е.
u и w имеют по 3 допустимых цвета, так что их можно раскрасить по
следствию 2. Лемма 10 доказана.

Правило R3. Любая перегруженная вершина получает заряд 1 от кон-
ца инцидентной ей 0-цепи.

Ввиду леммы 10 применение правила R3 корректно, и остаётся пока-
зать, что теперь заряд каждой вершины неотрицателен.

Предположим противное, что заряд вершины u стал отрицательным.
Тогда u должна быть смежна с перегруженной вершиной w. Ясно так-
же, что d(u) = 3, так как 5d(u) − 12 > 2d(u) при d(u) > 4. Но поскольку
по ребру uw вершина u отправляет заряд 1, то по одной из двух остав-
шихся цепей она отправляет 2, а по другой — 1 (отправлять 2 по обеим
цепям она не может, так как не является перегруженной ввиду леммы
10). Цепь P1, забирающая от u заряд 1, является либо 1-цепью, либо
0-цепью (дугой), ведущей в перегруженную вершину z; в этом случае
нагруженные цепи, выходящие из z, обозначим через P11 и P12. Через P3

и P4 мы обозначаем нагруженные цепи, выходящие из w.
Покажем, что таких смежных вершин u и w не существует. Действуем

так же, как в доказательстве леммы 10. А именно, удаляем из G0 верши-
ны u, w, внутренние вершины цепей P2, P3, P4, а также либо 2-вершину
t цепи P1 (если t существует, то через z′ обозначим вершину, отличную
от u, смежную с t), либо вершину z и внутренние вершины цепей P11 и
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P12 в противном случае.

Заметим, что боковая вершина одной из цепей P2, P3, P4, за исключе-
нием случая, когда z′ = s1, не может совпадать с вершиной u (если P1

вырождается в 1-цепь, т. е. если бы z′ принадлежала одной из цепей пи-
тания Pi ∈ {P2, P3, P4}, то это противоречило бы выбору цепи питания
Pi как кратчайшей: тогда через P1 проходила бы более короткая цепь
питания для концевой (2,1,1)-вершины цепи Pi чем сама цепь Pi).

Рассмотрим случай, когда z′ = s1. Цепь P1 является 1-цепью, а по-
скольку g(G0) > 5, то можно считать, что z′ принадлежит цепи P4. Если
цепи P2, P3, P4 не замыкаются между собой, то они дают по одному за-
прету на вершины u, w и z′ соответственно. Остаётся окрасить вершины
5-цикла z′pwut. Сначала заметим, что при окраске вершины z′ в любой
допустимый цвет на вершины w, u приходит по 2 запрета, т. е. остаётся
не менее двух допустимых цветов. За счёт выбора цвета на z′ можно
добиться, чтобы на w осталось 3 или 2 несоседних цвета. Тогда w и u
можно окрасить по замечанию 1. Действительно, пусть на z′ запрещён
цвет α, а на w — цвет β. Сначала пробуем окрасить z′. Нас не устраива-
ет только случай, когда на w запрещены цвета β + 1, β + 2, либо цвета
β + 3, β + 4. В первом случае мы окрасим z′ в цвет α+ 3, а во втором —
в цвет α + 1. Тогда в силу транзитивности циркулянта C(5; 1, 2) на w в
качестве допустимых цветов останутся несоседние цвета β+ 1, β+ 4, что
и требовалось показать.

Теперь рассмотрим возможные замыкания цепей P2, P3, P4 (напом-
ним, что цепь P4 проходит через z′). Если P2 замыкается с P3, то, как
выше, получаем (используя симметрию между w и u), что на w допусти-
мы три подряд идущих цвета, а на u все пять цветов являются допусти-
мыми. Так как при окраске вершины z′ в любой допустимый цвет на u
останется 3 допустимых цвета β − 1, β, β + 1, то достаточно выбрать та-
кой цвет на z′, чтобы на w осталось 2 допустимых цвета. Но это сделать
легко: ведь только два цвета на z′ могут исключать пару цветов β−1, β,
либо пару цветов β, β + 1 (тогда на w остаётся лишь один допустимый
цвет).

Остаётся рассмотреть вырожденный случай, когда цепь P4 замыкает-
ся с одной из цепей P2, P3, например, с P2. Как выяснено при доказатель-
стве леммы 10, теперь из z′ в u ведёт 2-цепь, т. е. на w имеется четыре
допустимых цвета (все, кроме β), а на z′ и u все цвета являются допу-
стимыми. Поскольку любой цвет на z′ запрещает на u три цвета (через
1-цепь и 2-цепь), за счёт выбора цвета на z′ можно добиться, чтобы на w
осталось два несоседних допустимых цвета. Но это уже проделывалось
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в случае, когда z′ = s1.
Возвращаемся к основному случаю, когда z′ 6= s1. Если нагруженные

цепи P2, P3, P4 и, быть может, P11 и P12 не замыкаются между собой 2-
цепями, то P1 накладывает не более 2 запретов на u, P2 — один запрет,
а каждая из цепей P3, P4 — по одному запрету на w. Следовательно,
u имеет 2 допустимых цвета, а w — три. Значит, по следствию 2 они
могут быть раскрашены. Затем красим нагруженные цепи (и быть может
вершину z) в допустимые цвета, как в случае 1 доказательства леммы
10.

Переходим к рассмотрению замыканий нагруженной цепи с другой
нагруженной цепью.

Назовём одноимёнными цепи P3 и P4 при вершине w, а также цепи
P11 и P12 при вершине z (если z существует).

Замечание 4. Если одноименные цепи замыкаются друг на друга,
либо не замыкаются ни на какую другую (нагруженную либо вырожден-
ную цепь P1), то они приносят на свою общую начальную вершину либо
0+2, либо 1+1 ограничений. Тем самым их общая начальная вершина
получает 3 допустимых цвета и имеющаяся конфигурация оказывает-
ся эквивалентна такой конфигурации, в которой эта пара одноимённых
цепей вместе с дугой uw либо с дугой uz заменяется на 2-цепь, инци-
дентную u.

Случай 1. Цепь P1 нетривиальна.
Обратим внимание на симметрию пар смежных вершин u, z и u, w

при вершине u, т. е. на равноправие пар цепей P3, P4 и P11, P12. Если в
одной из этих пар одноименные цепи замыкаются друг на друга, либо не
замыкаются ни на какую другую, то согласно замечанию 4 рассматрива-
емая конфигурация становится эквивалентной той, что описана в лемме
10. Поэтому предположим, что это не так.

Поскольку P2 может замыкаться не более чем с одной из цепей P3,
P4, P11, P12, остаётся рассмотреть случай, когда одна из цепей P3, P4 за-
мыкается с одной из цепей P11, P12. Из симметрии можно предположить,
что P3 замыкается с P11. Если одна из цепей P3, P11 нетривиальна, то
можно считать, что цепь P11 разбираема, а следовательно, даёт 0 огра-
ничений на z, а P3 раскрашиваема и даёт 2 ограничения на w. Поскольку
в любом случае P12 даёт не более двух ограничений на z, то z имеет 3
допустимых цвета. Значит, смежные вершины z, u дают не более одного
запрета вершине u, т. е. эквивалентны 2-цепи, и мы снова попадаем в
ситуацию леммы 10.

Предположим, что цепи P3, P11 тривиальны, т. е. существует 2-цепь,
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соединяющая вершину z с вершиной w. Сначала рассмотрим случай, ког-
да цепи P4, P12 вырождаются в 2-цепь, соединяющую z с w. Тогда по цепи
P2 на u приходит 1 запрет, и мы красим u в произвольный допустимый
цвет. Можно считать, что в результате на z остались цвета α,α + 1, а
на w – цвета β, β + 1. Если цвет α запрещает на вершине w по двум
2-цепям цвета β, β+1, то α+1 запрещает цвета β+1, β+2. Следовательно,
можно покрасить z в α+ 1, а w – в β.

Пусть теперь P4 6= P12. Тогда возникает два подслучая. Если цепь
P2 раскрашиваема, то из симметрии можно предположить, что цепь P4

разбираема. Тогда P12 оставляет на вершине z четыре допустимых цвета,
P4 – все пять цветов на w, а P2 – 3 допустимых на u, и можно окрасить
сначала u, затем z, а потом w.

Теперь предположим, что P2 либо разбираема, либо не замыкается
ни на P4, ни на P12, т. е. вершина u имеет не менее 4 допустимых цветов.
Тогда из симметрии можно считать, что w имеет не менее 3 допустимых
цветов, а z – не менее 4. Каждый из допустимых на w цветов запрещает
три (последовательных) цвета на u. Следовательно, найдется допусти-
мый на w цвет, который оставит на u не менее двух допустимых цветов.
Разумеется, на z через 2-цепь от w придет не более одного запрета. В
результате смежные вершины z и u можно покрасить по следствию 2.

Случай 2. P1 есть 1-цепь utz′.
Если цепи P3, P4 либо замыкаются друг на друга, либо не замыка-

ются на P2, то согласно замечанию 4 рассматриваемая конфигурация
становится эквивалентной следующей.

Лемма 7′. В G0 нет 3-вершины, инцидентной 1-цепи, 2-цепи и нагру-
женной цепи.

Доказательство. Пусть при вершине u есть 1-цепь P2, нагруженная
цепь P2 и 2-цепь P34. Так как P2 не зацикливается с P1 по вершине z′,
то P2 и P34 вместе дают на u два запрета, как и P1. Поэтому u можно
покрасить по следствию 2. Лемма 7′ доказана.

Можно считать, что P4 замыкается на P2 по 2-цепи. Если в этой паре
разбираемой является P4, то она приносит 0 запретов на w, а поскольку
P3 приносит 1 запрет, то w имеет 4 допустимых цвета, а стало быть ее
можно будет покрасить после вершины u. В свою очередь u, освободив-
шись от запретов по ребру uw и цепи P2, имеет 3 допустимых цвета и
поэтому может быть окрашена после вершины z′.

Теперь предположим, что разбираемой является P2. Тогда u факти-
чески становится 2-вершиной, а на w остается 2 допустимых цвета от
цепей P3 и P4. Поэтому w снова может быть окрашена после вершины
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z′, а затем может быть покрашены t и u.
Отметим, что последнее также непосредственно вытекает из лем-

мы 7′.
Итак, после перераспределения зарядов по правилам R1–R3 заряды

всех вершин становятся неотрицательными, что противоречит (2). Тео-
рема 2 доказана.

3. Доказательство следствия 1

Рассмотрим минимальный контрпример G0 к следствию 1. Очевид-
но, что G0 связен. Поэтому формулу Эйлера |V | − |E| + |F | > 1 для
G0 можно записать в виде (10|E| − 12|V |) + (2|E| − 12|F |) 6 −12, где
F — множество его граней. Отсюда

∑
v∈V

(5d(v) − 12) +
∑

f∈F

(r(f)− 12) < 0,

где r(f) — ранг грани f . Следовательно,
∑
v∈V

(5d(v) − 12) < 0. Значит,

mad(G) < 12/5, поскольку каждый подграф плоского либо проективно
плоского графа является таким же графом.
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On the maximum average degree and the oriented chromatic number of a
graph // Discrete Math. 1999. V. 206, N 1–3. P. 77–90.

6. CourselleB. The monadic second order logic of graphs VI: On several
representaitions of graphs by relational structures // Discrete Appl. Math.
1994. V. 54, N 2–3. P. 117–149.
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