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ПОЛИНОМИАЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ

С ОЦЕНКОЙ ТОЧНОСТИ 3/4 ДЛЯ ОТЫСКАНИЯ ДВУХ

НЕПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ГАМИЛЬТОНОВЫХ ЦИКЛОВ

МАКСИМАЛЬНОГО ВЕСА∗)

А.А.Агеев, А.Е.Бабурин, Э.Х. Гимади

Рассматривается задача отыскания в полном неориентированном
взвешенном графе двух (рёберно) непересекающихся гамильтоновых
циклов максимального суммарного веса. Известно, что данная зада-
ча NP-трудна в сильном смысле. Построен алгоритм решения задачи
с временно́й сложностью O(n3) и гарантированной оценкой точно-
сти 3/4.

Введение

Во многих задачах оптимизации в заданном взвешенном графе тре-
буется отыскать подграф (клику, доминирующее множество, остовное
дерево, гамильтонов цикл, вершинное покрытие и т. п.) минимального
или максимального веса. Естественными модификациями подобных за-
дач являются задачи, в которых требуется найти несколько (вершинно
или рёберно) непересекающихся подграфов определённого типа мини-
мального или максимального суммарного веса. Одной из первых задач
этого типа, привлекших внимание исследователей, является задача о m
бродячих торговцах (m-peripatetic salesman problem [14], далее m-PSP).
В задаче m-PSP задан полный n-вершинный неориентированный граф
G = (V,E) с неотрицательной весовой функцией рёбер w : E → R+.
Требуется найти m таких непересекающихся по ребрам гамильтоновых

циклов H1, . . . ,Hm ⊂ E, что величина
m∑

k=1

∑
e∈Hk

w(e) минимальна или мак-

симальна.
В [9] показано, что задача о существовании двух непересекающихся

гамильтоновых циклов NP-полна, что влечет NP-трудность 2-PSP (как
на минимум, так и на максимум).
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В [9] рассмотрены некоторые полиномиально разрешимые случаи за-
дачи 2-PSP на минимум. Работы [9–11] посвящены построению и анализу
нижних и верхних оценок в задаче 2-PSP на минимум с целью использо-
вания этих оценок в методе ветвей и границ. В [2] применяется полиэд-
ральный подход к решению m-PSP. В [1, 2, 5] для решения метрической
задачи 2-PSP на минимум предложены два приближённых алгоритма с
временно́й сложностью O(n3) в случае, когда на рёбрах графа задана
одна или две весовые функции. Показано, что соответствующие оценки
точности асимптотически (с ростом n) равны 9/4 и 12/5. При постро-
ении алгоритмов существенно использовалась широко известная эври-
стика Кристофидеса-Сердюкова для метрической задачи коммивояжёра
с оценкой точности 3/2 (см. [3, 6]). Позднее оценка 9/4 для задачи с
одной весовой функцией была также анонсирована в [7].

В настоящей статье рассматривается задача 2-PSP на максимум (да-
лее под 2-PSP понимается только эта задача). Для нахождения прибли-
жённого решения задачи построен алгоритм с временно́й сложностью
O(n3) и гарантированной оценкой точности 3/4.

В основе алгоритма лежит общая идея, впервые реализованная
А.И.Сердюковым [4] при построении приближённого алгоритма для на-
хождения одного гамильтонова цикла максимального веса в полном не-
ориентированном взвешенном графе с теми же оценками временно́й слож-
ности и точности. Алгоритм Сердюкова в исходном графе находит два
подграфа — 2-фактор и паросочетание, суммарный вес которых не ме-
нее чем в 3/2 раза больше веса оптимального решения. Затем рёбра этих
подграфов перераспределяются между двумя частичными турами, про-
извольно дополняемыми до гамильтоновых циклов. Максимальный из
построенных циклов (по весу входящих в него рёбер) даёт решение с
оценкой точности 3/4. Нетрудно понять, что прямое применение этой схе-
мы к задаче 2-PSP не приводит к успеху, поскольку построенные таким
образом частичные туры могут содержать одинаковые рёбра. В настоя-
щей статье предлагается алгоритм, в котором в качестве исходного под-
графа, подвергающегося разбиению на два непересекающихся по рёбрам
частичных тура, используется либо кубический подграф (при чётном n),
либо "почти кубический"подграф (при нечётном n) максимального ве-
са. Более того найденные рёберно непересекающиеся частичные туры в
дальнейшем удаётся дополнить до непересекающихся по рёбрам гамиль-
тоновых циклов, что далеко не всегда возможно в случае произвольных
рёберно непересекающихся частичных туров.

В процессе работы алгоритм обращается к процедуре отыскания в
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полном взвешенном графе G = (V,E) такого подграфа H максимально-
го суммарного рёберного веса, что степени его вершин удовлетворяют
следующим ограничениям снизу и сверху: lv 6 d(v) 6 uv, v ∈ V. В каче-
стве такой процедуры используется алгоритм Габова из [13] c временно́й

сложностью O
(

min(|E| log n, n2)
n∑

v=1
uv

)
.

1. Описание алгоритма

Этап 0. При n 6 13 задача решается полным перебором. На этом
алгоритм заканчивает свою работу. Иначе осуществляется переход на
этап 1.

Этап 1. Вводится новая весовая функция рёбер w̃(e) = w(e) − L, где

L =
∑

e∈E

w(e) + 1.

С использованием процедуры из [13] к графу G с весовой функцией w̃ на-
ходится подграф максимального веса G̃ = (V, Ẽ) такой, что 3 6 d

G̃
(v) 6

4, v ∈ V . Пусть G = (V,E) – другой такой подграф и |E| > |Ẽ|. Тогда

w(Ẽ) − w(E) =
∑

e∈Ẽ

w(e) −
∑

e∈E

w(e) + L(|E| − |Ẽ|) > L −
∑

e∈E

w(e) > 1.

Отсюда следует, что подграф G̃ имеет минимально возможное число рё-
бер. Значит, в случае чётного n подграф G̃ является кубическим, а в
случае нечётного n он имеет только одну вершину степени 4, а степени
остальных его вершин равны 3. Так как вес подграфа G̃ относительно
весовой функции w̃ равен

∑
e∈E

w(e) − L|Ẽ|, то этот подграф будет иметь

максимальный вес относительно весовой функции w среди всех таких
графов. Переход на этап 2.

Этап 2. В графе G̃ = (V, Ẽ) веса рёбер w′(e) переопределяются сле-
дующим образом:

w′(e) =

{
−1, если e = (v′, v′′) ∈ Ẽ, dG̃(v′) = 3 и dG̃(v′′) = 3,

1, если e = (v′, v′′) ∈ Ẽ и d
G̃
(v′) + d

G̃
(v′′) = 7.

В графе G̃ с такими весами рёбер находится подграф T1 = (V, Ẽ1) мак-
симального рёберного веса при условии, что степень вершины v, v ∈ V,
удовлетворяет ограничению 1 6 dT1(v) 6 2. Отыскание T1 выполняется
с помощью упомянутой выше процедуры из [13]. По лемме 1 этот граф
не содержит циклов.
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Положим Ẽ2 = Ẽ \ Ẽ1 и определим подграф G2 = (V, Ẽ2). Легко
видеть, что степень вершины v графа G2 удовлетворяет неравенству
1 6 dG2(v) 6 2. Число циклов в графе G2 обозначим через S. Переход
на этап 3.

Этап 3. Если в графе G2 каждый цикл содержит ребро, которое ин-
цидентно концам разных цепей из T1, то делается переход на этап 4.

Если в графе G2 имеется цикл C, в котором нет двух соседних вер-
шин, являющихся концами разных цепей из T1 (см. рис. 1) , то получен-
ная пара рёберно непересекающихся остовных подграфов (T1, G2) преоб-
разуется следующим образом.

По лемме 2 в цикле C имеются только три вершины, одна из которых
(обозначим ее через v3) имеет степень 4 в графе G̃ (и степень 2 в графе
T1), а остальные две вершины v1 и v2 являются концами одной цепи P в
графе T1. Кроме того, согласно лемме 2 вершина v3 не лежит на цепи P ,
которая, в свою очередь, состоит из трёх вершин v1, v4 и v2 и двух рёбер
(см. рис. 1). Рёбра графа G̃ перераспределим между T1 и G2 так, как
это показано на рис. 1; при этом объединение рёбер будет по-прежнему
равно Ẽ1 ∪ Ẽ2, число цепей в G2 увеличится на 1, число циклов в G2

уменьшится на 1, а число цепей в T1 останется прежним. Заметим, что в
каждом цикле преобразованного графа G2 имеется ребро, инцидентное
концам разных цепей из T1.
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Рис. 1. Цикл C, в котором нет двух соседних вершин, являющихся
концами разных цепей из T1

Этап 4. Пара непересекающихся по рёбрам остовных подграфов
(T1, G2) преобразуется в пару (T̃1, G̃2) следующим образом: из каждого
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цикла графа G2 удаляется по ребру, соединяющему концевые вершины
разных цепей в T1, и эти ребра добавляются в T1.

Заметим, что полученные графы T̃1 и G̃2 являются частичными ту-
рами. При этом число цепей в G̃2 не меньше S, а число цепей в T̃1 меньше
числа цепей в T1 не больше чем на S. Переход на этап 5.

Этап 5. Если S > 3, то полагается T1 = G̃2, T2 = T̃1, иначе полагается
T1 = T̃1, T2 = G̃2. Переход на этап 6.

Этап 6. По очереди соединяются цепи тура T2 в гамильтонов цикл
H2 и добавляются недостающие рёбра в T2 произвольным образом. Если
какие-то из этих рёбер присутствуют в T1, то удаляем их из T1. При
этом в T1 не появляются изолированные вершины (лемма 3). Переход на
этап 7.

Этап 7. По лемме 4 в графе T1 имеется не менее трёх цепей. Очевид-
но, что из любой трёх таких цепей можно выбрать такие две цепи, что
существует ребро, объединяющее эти две цепи в одну цепь и не входящее
в гамильтонов цикл H2. Последовательно в граф T1 добавляются такие
рёбра до тех пор, пока полученный граф не будет состоять ровно из трёх
цепей. Затем осуществляется переход на этап 8.

Этап 8. В начале этапа в графе T1 имеются ровно три цепи. Возмож-
ные взаимные расположения их концов v1, . . . , v6 на цикле H2 изображе-
ны на рис. 2.
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Рис. 2. Возможные конфигурации концевых вершин цепей T1

В каждом случае концевые вершины одной цепи обозначены одной
геометрической фигурой (треугольником, квадратом или кругом).

Если возникла одна из первых четырёх конфигураций, то, добавляя
в T1 следующие наборы рёбер, не входящие в H2, получаем гамильтонов
цикл H1.

А именно:
1) ребра (v1, v5), (v2, v4), (v3, v6) для конфигурации 1.
2) рёбра (v1, v3), (v2, v5), (v4, v6) для конфигурации 2.
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3) рёбра (v1, v4), (v2, v5), (v3, v6) для конфигурации 3.
4) рёбра (v1, v4), (v2, v6), (v3, v5) для конфигурации 4.
В случае, когда n > 6 и имеет место конфигурация 5, в гамильтоно-

вом цикле H2 есть хотя бы одна вершина, отличная от концевых вершин
цепей T1. В силу симметричности конфигурации 5 достаточно рассмот-
реть случай, когда эта вершина лежит на любом из сегментов цикла
H2, например между v1 и v2. Тогда при добавлении в граф T1 рёбер
(v1, v2), (v3, v5), (v4, v6), которые не входят в H2, получается гамильтонов
цикл H1.

В результате работы алгоритм строит непересекающиеся по рёбрам
гамильтоновы циклы H1 и H2, суммарный вес которых не меньше
(3/4)W ∗. Описание алгоритма закончено.

2. Обоснование алгоритма

Лемма 1. Построенный на этапе 2 граф T1 не содержит циклов и
изолированных вершин, а, значит, является частичным туром.

Доказательство. Построенный подграф не содержит циклов, так как
в любом таком цикле нашлось бы ребро с весом −1, которое можно было
бы удалить из графа T1 для получения подграфа с теми же ограничени-
ями на степени вершин, но бо́льшего веса. Так как степени вершин этого
графа не меньше 1, то в нём нет изолированных вершин. Следователь-
но, граф T1 является частичным туром (набором вершинно непересека-
ющихся цепей, покрывающих все вершины исходного графа). Лемма 1
доказана.

Лемма 2. Пусть в начале этапа 2 алгоритма в графе G2 имеется
цикл C, в котором нет двух соседних вершин, являющихся концами раз-
ных цепей из T1. Тогда n нечётно и цикл C состоит из трёх вершин, по
крайней мере две из которых лежат в разных цепях из T1.

Доказательство. Очевидно, что в цикле C имеется всего три верши-
ны, одна из которых (обозначим её через v3) имеет степень 4 в графе
G̃ (и степень 2 в графе T1), а остальные две (v1 и v2) являются конца-
ми одной цепи P = (v1, v4, . . . , v5, v2) в графе T1. Понятно, что вершина
степени 4 в графе G возникает только при нечётном n.

Предположим, что все три вершины цикла C лежат в цепи P . Это
означает, что цепь P имеет не менее пяти вершин, а в графе G̃ имеется
ребро, соединяющее концы этой цепи (как часть цикла C). Но тогда
данную компоненту связности графа T1 можно заменить на две цепи с
большим суммарным весом, что противоречит определению T1. На рис. 3
представлена описанная ситуация. Сплошные линии изображают рёбра
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цикла C, пунктирные — цепи из T1. На рисунке показано преобразование
компоненты P графа T1 в две компоненты с большим суммарным весом.
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Рис. 3. Преобразование компоненты P графа T1 в две компоненты с
бо́льшим суммарным весом

Из полученного противоречия вытекает, что вершина v3 не лежит на
цепи P . Цепь P при этом соединяет другие две вершины цикла C. Лемма
2 доказана.

Лемма 3. При замыкании на этапе 6 частичного тура T2 до гамиль-
тонова цикла H2 в графе T1 не образуется изолированных вершин.

Доказательство. Рассмотрим произвольное ребро e, которое на эта-
пе 6 удаляется из T1. Предположим, что при удалении ребра e из T1 в
этом графе возникает изолированная вершина. Это означает, что одна
из концевых вершин ребра e имела степень 1 в T1. Более того, эта же
вершина имела степень 2 в графе T2. Следовательно, эта вершина не бы-
ла концом цепи в T2. Поэтому ребро e не могло быть использовано на
этапе 6 для замыкания частичного тура T2 до гамильтонова цикла H2.
Противоречие. Лемма 3 доказана.

Лемма 4. К началу этапа 7 в графе T1 содержится не менее 3 цепей.

Доказательство. Обратимся к этапу 2. По построению рёбра графа
T1 имеют веса либо 1, либо −1. При этом в нём содержится не более двух
рёбер веса 1, и если такие два ребра есть, то они смежны (Напомним,
что рёбра веса 1 возникают только в случае графа G с нечётным числом
вершин). Вершины графа T1 имеют степени 1 или 2, а суммарный вес
его рёбер минимален среди всех подграфов такого вида в графе G′. Из
сказанного следует, что граф T1 состоит из цепей с количеством вершин
от 2 до 5 в каждой, причём в нём имеется не более одной цепи (кото-
рая опять же может возникнуть только в случае нечётного n) с числом
вершин более трёх. Обозначим число концов цепей в T1 через k.

Принимая во внимание вышесказанное, заключаем, что если n > 13,
то k > 10.



18 А.А.Агеев, А.Е.Бабурин, Э.Х. Гимади18 А.А.Агеев, А.Е.Бабурин, Э.Х. Гимади18 А.А.Агеев, А.Е.Бабурин, Э.Х. Гимади

Если S > 3, то число цепей в графе T1, полученном после выполнения
этапа 5, не меньше S.

Если S < 3, то в процессе преобразований на этапах 3–4 число цепей
в T̃1 уменьшилось не более чем на 2, а изначально в T1 было по-крайней
мере 5 цепей (так как k > 10). Лемма 4 доказана.

Обозначим через OPT оптимальное значение целевой функции в за-
даче 2-PSP.

Лемма 5. w(Ẽ) > (3/4)OPT.

Доказательство. Пусть гамильтоновы циклы H1 и H2 образуют
оптимальное решение задачи, и пусть w(H1) 6 w(H2). Тогда w(H1) 6

(1/2) OPT. Рассмотрим паросочетание M , лежащее в цикле H1, и два
множества рёбер: E′ = H2 ∪ (H1 \ M) и E′′ = H2 ∪ M ∪ {e}, где e —
произвольное ребро из H1 \ M . Заметим, что E′ и E′′ образуют в гра-
фе G остовные подграфы, в которых степень каждой вершины равна
3, кроме, возможно, одной вершины степени 4 (в случае нечётного n).
Следовательно, w(Ẽ) > max{w(E′), w(E′′)} OPT.

Возможны два случая: w(M) 6 (1/2) OPT и w(M) > (1/2) OPT. В
первом случае справедливо неравенство w(E′) > (3/4) OPT, во втором
случае — w(E′′) > (3/4) OPT, что вместе с вышеприведенной нижней
оценкой для w(Ẽ) доказывает утверждение леммы.

Теорема 1. Построенный алгоритм за время O(n3) находит допусти-
мое решение задачи 2-PSP, вес которого составляет не менее 3/4 от веса
оптимального решения.

Доказательство. Можем ограничиться рассмотрением случая n >
13, так как при меньших значениях n алгоритм является точным. Оче-
видно, что временна́я сложность алгоритма в основном определяется
временем выполнения этапов 1 и 2, когда используется процедура из ра-
боты [13]. Временна́я сложность этой процедуры в условиях рассматри-
ваемой задачи равна O(n3), поскольку степени вершин подграфов, отыс-
киваемых алгоритмом, ограничены константой 3, если число вершин n
графа G чётно, и 4, если n нечётно.

Пусть W ∗—суммарный вес двух гамильтоновых циклов оптимально-
го решения данной задачи. Оценка точности 3/4 следует из леммы и из
того, что вес множества Ẽ в ходе выполнения алгоритма полностью рас-
пределяется между двумя рёберно непересекающимися гамильтоновыми
циклами H1 и H2. Таким образом,

W (H1) + W (H2) > W (Ẽ) > (3/4) OPT.

Теорема 1 доказана.
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