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ТЕОРЕМА О ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ ПОЛНОТЕ

В КЛАССЕ КВАЗИМОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ

НА КОНЕЧНОЙ ПОЛУРЕШЁТКЕ

Н.Г.Парватов

Решается проблема функциональной полноты в классе QL квази-
монотонных функций на конечной полурешётке L при суперпозици-
ях со всеми так называемыми слабо существенными функциями; да-
ётся эффективное описание предполных классов в QL, содержащих
все слабо существенные функции; при k →∞ находится асимптоти-
ка числа таких классов на полурешётке всех непустых подмножеств
k-элементного множества.

1. Основные определения

Квазимонотонные и монотонные функции на полурешётках позволя-
ют адекватно и с заданной точностью описывать динамическое поведе-
ние дискретных автоматов [1]. В связи с этим представляются важными
задачи функциональной полноты в классах квазимонотонных и моно-
тонных функций на полурешётках. Эти задачи были решены полностью
в случае трёхэлементной полурешётки в [5]. В случае же произвольной
полурешётки задачи далеки от полного решения. В настоящей статье
устанавливается основанный на предполных классах критерий полноты
в классе квазимонотонных функций при суперпозициях со всеми так на-
зываемыми слабо существенными квазимонотонными функциями.

Пусть на конечном множестве L задано отношение частичного поряд-
ка 6, причём множество L относительно этого порядка образует структу-
ру верхней полурешётки, не являющейся решёткой [2]. Это означает, что
в L для любых двух элементов существует точная верхняя грань (наи-
меньшая верхняя грань), а точная нижняя грань (наибольшая нижняя
грань) существует не для любых двух элементов. Будем рассматривать
функции, зависящие от конечного числа переменных, принимающие зна-
чения вместе с переменными в полурешётке L, т. е. функции вида Ln → L
при n = 0, 1, . . .. Множество всех таких функций обозначается через PL.
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Функции в PL рассматриваются с точностью до фиктивных перемен-
ных. Для них считаются известными понятия суперпозиции, замкнутого
класса и др. [6]. Наименьший замкнутый класс, содержащий множество
функций F из PL, обозначается через [F ]. Отношение порядка 6 есте-
ственным образом распространяется на функции из PL и на наборы из
Ln при n = 1, 2, . . .. Именно, наборы в Ln сравниваются покомпонент-
но: для произвольных наборов A и B из Ln считается, что A 6 B, если
A(i) 6 B(i) при любом i, 1 6 i 6 n, (здесь и далее для произвольно-
го набора A через A(i) обозначается его i-я компонента). Функции в PL

сравниваются поточечно: для функций f и g, зависящих от n перемен-
ных, считается, что f 6 g, если f(A) 6 g(A) для любого набора A из
Ln; при этом функция f называется минорантой функции g. Функция
f : Ln → L называется монотонной, если (A 6 B) ⇒ (f(A) 6 f(B))
для любых наборов A и B из Ln. Функция, имеющая монотонную ми-
норанту, называется квазимонотонной. Функция, имеющая монотонную
миноранту, существенно зависящую не более чем от одной переменной,
называется слабо существенной. Другое определение квазимонотонной
функции следует из теста квазимонотонности [1].

Тест квазимонотонности. Функция f : Ln → L тогда и только
тогда квазимонотонна, когда для любого имеющего нижнюю грань в Ln

подмножества A из Ln (достаточно такого, что |A| 6 q(L), где q(L) —
максимальная мощность минимального по включению подмножества в
L, не имеющего в L нижней грани) множество f(A) = {f(a) | a ∈ A}
также имеет нижнюю грань в L.

Так как в конечной полурешётке наличие нижней грани для любого
подмножества равносильно наличию для него точной нижней грани, то
в тесте квазимонотонности везде вместо слов «нижняя грань» можно
читать «точная нижняя грань». В дальнейшем будем пользоваться этой
возможностью без дополнительных оговорок.

Классы всех квазимонотонных и всех слабо существенных функций,
заданных на полурешётке L, обозначаются через QL и ΦL соответствен-
но. Каждый из этих классов замкнут. Множество F квазимонотонных
функций будем называть полным в классе QL при ΦL-суперпозиции, ес-
ли [ΦL ∪ F ] = QL. Проблема полноты в классе QL при ΦL-суперпозиции
состоит в установлении необходимых и достаточных условий полноты
в QL при ΦL-суперпозиции произвольной системы F квазимонотонных
функций. Всякий замкнутый класс в PL, содержащий множество ΦL,
будем называть ΦL-классом. Максимальный по включению замкнутый
класс, являющийся собственным подмножеством класса QL, называется
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предполным классом в QL. Поставленная выше проблема может быть ре-
шена описанием такой системы S ΦL-классов Q1, Q2, . . ., содержащихся
в QL, что система квазимонотонных функций F полна в классе QL при
ΦL-суперпозиции тогда и только тогда, когда F не содержится целиком
ни в одном из классов Qi. Систему S, обладающую описанными свойства-
ми, будем называть критериальной системой в QL при
ΦL-суперпозиции. Любая такая система S должна содержать множе-
ство S(ΦL, QL) всех предполных в QL ΦL-классов. Основная цель дан-
ной статьи — установить критерий полноты в классе QL относительно
ΦL-суперпозиции, а также эффективно (как классы сохранения неко-
торых отношений) описать все предполные в QL ΦL-классы. Напом-
ним понятие сохраняемого функцией отношения. Пусть задана функция
f : Lm → L. Для произвольного m = 1, 2, . . . определим такую функцию
f [m] : (Lm)n → Lm, что для наборов Y1, . . . , Yn из Lm

f [n](Y1, . . . , Yn) = (f(Y1(1), . . . , Yn(1)), . . . , f(Y1(n), . . . , Yn(m))).

В частности, в соответствии с этим определением f [1] = f . Говорят, что
функция f сохраняет отношение α из Lm, если для любых наборов
Y1, . . . , Yn, удовлетворяющих отношению α, набор f [m](Y1, . . . , Yn) также
удовлетворяет отношению α. Если R = {α, β, . . .} — множество отноше-
ний и F = {f, g, . . .} — множество функций, то множество всех отноше-
ний, сохраняемых всеми функциями из F , обозначается через Inv(F ) или
Inv(f, g, . . .), а множество всех функций, сохраняющих все отношения в
R, обозначается через Pol(R) или через Pol(α, β, . . .). Отношения из мно-
жества Inv(F ) называются инвариантными для класса F . Сокращения
F (R) и F (f, g, . . .) будем использовать для обозначения множества функ-
ций F ∩ Pol(R). В частности, QL(α) — это множество всех квазимоно-
тонных функций, сохраняющих отношение α. В дальнейшем считаются
известными основные факты из [3], связанные с понятием сохраняемых
отношений.

2. Формулировка результатов

Для удобства изложения полурешётку L дополним до решётки L′,
присоединив к L новый элемент, имеющий смысл наименьшего элемен-
та в L′. Точную верхнюю грань произвольного множества A элементов
из L′ будем обозначать через

∑
A, или

∑
x∈A

x, или a + b + . . ., если мно-

жество A состоит из элементов a, b, . . . Точную нижнюю грань множе-
ства A = {a, b, . . .} будем обозначать через

∏
A, или

∏
x∈A

x, или a · b · . . .
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В дальнейшем будем считать известными такие свойства операций +
и · в решётке L′, как ассоциативность, коммутативность и идемпотент-
ность. Этими свойствами будем пользоваться без дополнительных огово-
рок. Наибольший и наименьший элементы решётки L′ будем обозначать
через > и ⊥ соответственно. В соответствии с этим отсутствие (точ-
ной) нижней грани в полурешётке L для произвольного множества A
элементов из L равносильно тому, что в решётке L′ выполняется равен-
ство

∏
A = ⊥. Элемент a из L будем называть существенным отно-

сительно множества V ⊆ L, если в V имется такое подмножество A,
что

∏
A 6= ⊥ = a ·∏A; в противном случае элемент a будем называть

несущественным относительно множества V . Таким образом, несуще-
ственный относительно множества V элемент — это любой такой элемент
a, что для любого подмножества A из V имеет место равносильность

(∏
A = ⊥

)
⇔

(
a ·

∏
A = ⊥

)
.

Элементы a и b из L будем называть подобными относительно мно-
жества V и писать a ∼V b, если для любого подмножества A из V
множества A∪{a} и A∪{b} одновременно имеют или не имеют нижнюю
грань в L. Подмножества A и B решётки L′ будем называть подобными
и писать A ∼ B, если существует биекция π : A → B такая, что для
любого подмножества A′ из A имеет место равносильность

(∏
A′ = ⊥

)
⇔

(∏
π(A′) = ⊥

)
,

где π(A′) = {π(a)|a ∈ A′}. Отношение подобия является эквивалентно-
стью на множестве всех подмножеств решётки L′. Для произвольного
множества T подмножеств решётки L′ через T/ ∼ обозначается множе-
ство всех классов подобия на T . Непустое подмножество V полурешётки
L будем называть особым, если

1) любой элемент в V является существенным относительно множе-
ства V ;

2) в множестве V не содержится двух подобных относительно V эле-
ментов.

Множество всех особых подмножеств в L будем обозначать через
T (L). Через T0(L) будем обозначать множество минимальных по вклю-
чению подмножеств в L, не имеющих нижней грани. Легко проверить,
что T0(L) ⊆ T (L). Для произвольного набора Y из Ln обозначим через
U(Y ) множество всех таких подмножеств u ⊆ {1, . . . , n}, что

∏
{Y(i)|i ∈ u} = ⊥,
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и определим отношение ρY ⊆ Ln как

ρY (X) ≡ (U(X) ⊂ U(Y )).

На полурешётке L будем считать заданным отношение линейного поряд-
ка λ, и для произвольного подмножества A из L через λ(A) будем обозна-
чать набор, в котором в соответствии с этим порядком по разу перечис-
лены элементы множества A. Для произвольного множества A ∈ T (L)
определим набор λ′(A) следующим образом: положим λ′(A) = λ(A), если
A ∈ T (L) \ T0(L), и — λ′(A) = (λ(A), a), если A ∈ T0(L) и a — послед-
няя компонента набора λ(A). Основные результаты статьи содержатся в
следующих теоремах 1–4.

Теорема 1. Система функций F из QL полна в классе QL при
ΦL-суперпозиции тогда и только тогда, когда F не содержится целиком
ни в одном из классов QL(ρλ′(A)), A ∈ T (L).

Теорема 2. Классы QL(ρλ′(A)), A ∈ T (L), и только они являются
предполными ΦL-классами в QL.

Теорема 1 даёт критерий полноты в классе QL при ΦL-суперпозиции.
Критериальное множество из теоремы 1 безызбыточно в том смысле,
что из него нельзя удалить ни один класс, не нарушив свойства крите-
риальности. Это следует из теоремы 2. Вместе с тем некоторые классы
QL(ρλ′(A)), A ∈ T (L), могут совпадать. Все случаи, когда это происходит,
описываются в теореме 3.

Теорема 3. Для произвольных A и B из T (L) классы QL(ρλ′(A)) =
QL(ρλ′(B)) совпадают тогда и только тогда, когда A ∼ B. В частности,
|S(ΦL, QL)| = |T (L)/ ∼ |.

Для натурального k ≥ 2 через Ẽk обозначается такая верхняя по-
лурешётка с множеством минимальных элементов Ek = {0, . . . , k − 1},
которая изоморфна полурешётке всех непустых подмножеств множества
Ek, упорядоченных отношением включения. B случае L = Ẽk классы ΦL

и QL обозначаются через Φ
k̃
и Q

k̃
соответственно. Функции из класса

Q
k̃
представляют особый интерес в связи с техническими приложени-

ями при синтезе автоматов с заданным динамическим поведением [1].
Tеорема 4 даёт асимптотику для числа предполных Φ

k̃
-классов в Q

k̃
при растущем k.

Теорема 4. Если k →∞, то |S(Φ
k̃
, Q

k̃
)| ∼ 22k

4k!
.
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3. Вспомогательные утверждения

Доказательству теорем 1–4 предпошлем вспомогательные утвержде-
ния.

Утверждение 1. При ΦL-суперпозиции множество классов

QL(α), где α ∈ Inv(ΦL) \ Inv(QL), (1)

образует критериальную систему в QL.
Доказательство. Достаточно показать, что каждый замкнутый

класс G, ΦL ⊆ G ⊂ QL, расширяется до класса вида (1). Посколь-
ку G является собственным подмножеством QL, найдется отношение
α ∈ Inv(G) \ Inv(QL). Так как ΦL ⊆ G, то Inv(G) ⊆ Inv(ΦL). Следо-
вательно, α ∈ Inv(ΦL) \ Inv(QL). Так как G ⊆ QL ∩ Pol(α) = QL(α), то
утверждение 1 доказано.

В связи с утверждением 1 представляют интерес отношения в мно-
жестве Inv(ΦL) \ Inv(QL), т. е. инвариантные для ΦL и неинвариантные
для QL отношения. Ближайшей целью данной статьи является описание
всех таких отношений. Более точно, установим критерии, позволяющие
по виду наборов, составляющих произвольное отношение, однозначно от-
ветить, инвариантно ли оно для класса ΦL и инвариантно ли оно для
класса QL. Для произвольного набора Y из Ln через R(Y ) обозначается
множество всех пар элементов i и j из {1, . . . , n} таких, что Y(i) 6= Y(j).
Для произвольного множества функций F через F (m) обозначается мно-
жество всех функций из F от m переменных. Всюду далее, если не ого-
ворено особо, малыми латинскими буквами обозначаются произвольные
натуральные числа.

Утверждение 2. Пусть Y, Y1, . . . , Ym — наборы из Ln. Следующие
условия равносильны:

1) в Q
(m)
L найдётся функция f такая, что f [n](Y1, . . . , Ym) = Y ;

2) справедливы включения

U(Y ) ⊆ U(Y1) ∪ . . . ∪ U(Ym), R(Y ) ⊆ R(Y1) ∪ . . . ∪R(Ym).

Доказательство. Из первого условия второе условие следует по тес-
ту квазимонотонности и в силу однозначной определённости значений
функции f . Обратно, пусть выполнены оба включения во втором усло-
вии. Определим функцию f следующим образом: на любом наборе (Y1(i),
. . . , Ym(i)), 1 6 i 6 n, значение функции f положим равным Y(i), и пусть



68 Н.Г.Парватов68 Н.Г.Парватов68 Н.Г.Парватов

f принимает значение > на остальных наборах. В силу второго вклю-
чения функция f определена корректно, а в силу первого включения и
теста квазимонотонности квазимонотонна. Утверждение 2 доказано.

Заметим, что отношение A = {Y1, . . . , Ym} ⊆ Ln тогда и только тогда
инвариантно для класса QL, когда любой набор f [n](Y1, . . . , Ym) такой,
что f ∈ QL, содержится в A. Поэтому верно

Следствие 1. Отношение A ⊆ Ln инвариантно для класса QL тогда
и только тогда, когда каждый набор Y из Ln, обладающий свойствами

U(Y ) ⊆
⋃

X∈A

U(X), R(Y ) ⊆
⋃

X∈A

R(X),

содержится в A.
Отношения A и B из ΠL принято называть эквивалентными, если

Pol(A) = Pol(B), т. е. когда они определяют один и тот же замкнутый
класс в PL. Непустое отношение A ⊆ Lm называется приведённым, если
для любых i и j таких, что 1 6 i < j 6 m, найдется такой набор Y , удов-
летворяющий отношению A, что Y(i) 6= Y(j). В связи с этим имеет смысл
рассматривать отношения с точностью до эквивалентности, то есть не
различать эквивалентные отношения. А поскольку всякое непустое отно-
шение эквивалентно некоторому приведённому отношению, имеет смысл
рассматривать только приведённые отношения. Так как для приведён-
ного отношения A второе включение в следствии 1 выполняется автома-
тически, то имеет место

Следствие 2. Приведённое отношение A ⊆ Ln инвариантно для
класса QL тогда и только тогда, когда в A содержится каждый набор
Y из Ln, обладающий свойством

U(Y ) ⊆
⋃

X∈A

U(X).

Утверждение 3. Пусть A и B — произвольные наборы из Ln. Тогда
следующие условия равносильны:

1) в Q
(1)
L имеется функция s такая, что s[n](A) 6 B;

2) справедливо включение U(B) ⊆ U(A).
Доказательство. Если выполнено первое условие, то

U(B) ⊆ U(s[n](A)) ⊆ U(A),

где первое включение следует из соотношения s[n](A) 6 B, а второе — из
квазимонотонности s. Таким образом оказывается выполненым и второе
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условие. Обратно, пусть выполнено второе условие. Определим набор
C ∈ (L′)n, положив C(i) =

∏{B(j)|A(i) = A(j)}, 1 6 i 6 n. При любом
i, 1 6 i 6 n, в произведении из правой части в качестве сомножителя
содержится элемент B(i). Поэтому C(i) 6 B(i). Иными словами, в решётке
(L′)n выполняется неравенство C 6 B. Далее, ни одна компонента C(i)

вектора C не равна ⊥, т. е. C ∈ Ln. В противном случае для некоторого i
множество {B(j)|A(i) = A(j)} не имеет нижней грани в L. Отсюда в силу
включения U(B) ⊆ U(A) следует, что множество

{A(j)|A(i) = A(j)} = {A(i)}

также не имеет нижней грани, что невозможно. Далее покажем, что
U(C) ⊆ U(A). Для этого заметим, что для любых i1, . . . , ir из {1, . . . , n}
верны равенства

C(i1) . . . C(ir) =
r∏

l=1

∏
{B(j)|A(j) = A(il)},

A(i1) . . . A(ir) =
r∏

l=1

∏
{A(j)|A(j) = A(il)}.

Сравнивая правые части, в силу включения U(B) ⊆ U(A) получаем, что
если первое произведение равно ⊥, то и второе произведение равно ⊥.
Тем самым доказано включение U(C) ⊆ U(A). Наконец, в силу опре-
деления набора C для любых i и j из {1, . . . , n} равенство A(i) = A(j)

влечёт равенство C(i) = C(j). Иными словами, имеет место включение
R(C) ⊆ R(A). По утверждению 2 существует одноместная квазимоно-
тонная функция s такая, что s[n](A) = C 6 B. Утверждение 3 доказано.

Утверждение 4. Для любых наборов Y, Y 1, . . . , Y m из Ln и любого
j из {1, . . . , m} следующие условия равносильны:

1) имеются функции f в Q
(m)
L и s в Q

(1)
L такие, что

f [n](Y 1, . . . , Y m) = Y > s[n](Y j);

2) справедливы включения

R(Y ) ⊆ (R(Y 1) ∪ . . . ∪R(Y m)), U(Y ) ⊆ U(Y j).

Доказательство. Второе условие следует из первого условия в си-
лу однозначной определённости значений функции f и утверждения 3.
Обратно, если выполнено второе условие, то определим функцию f так
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же, как и в доказательстве утверждения 2. Обозначим через F и Sj со-
ответственно векторы значений функции f и j-й селекторной функции
(x1, . . . , xn) 7→ xj на наборах из Ln, перечисленных в некотором порядке
(одном и том же для обеих функций). Тогда в силу определения функции
f и второго условия имееет место включение U(F ) ⊆ U(Sj). По утвер-
ждению 3 найдётся квазимонотонная функция s такая, что s[N ](Sj) 6 F ,
где N — длина векторов F и Sj . Следовательно, s[n](Yj) 6 Y . Утвержде-
ние 4 доказано.

Непосредственно из утверждения 4 получаем

Следствие 3. Для любых векторов Y, Y 1, . . . , Y m из Ln следующие
условия равносильны:

1) в ΦL имеется функция f такая, что Y = f [n](Y 1, . . . , Y m);
2) справедливо включение R(Y ) ⊆ R(Y 1)∪ . . .∪R(Y m) и при некото-

ром j из {1, . . . , m} справедливо включение U(Y ) ⊆ U(Y j).
Заметим, что отношение A = {Y 1, . . . , Y m} ⊆ Ln ивариантно для

класса ΦL тогда и только тогда, когда всякий набор Y = f [n](Y 1, . . . , Y m),
где f ∈ ΦL, содержится в A. Поэтому имеет место

Следствие 4. Отношение A ⊆ Ln инвариантно для класса ΦL тогда
и только тогда, когда для любых наборов X и Y из Ln таких, что

U(Y ) ⊆ U(X), R(Y ) ⊆
⋃

X′∈A

R(X ′),

справедлива импликация (X ∈ A) ⇒ (Y ∈ A).
Включение R(Y ) ⊆ ⋃

X′∈A

R(X ′) в случае приведённого отношения

A ⊆ Ln выполняется для любого вектора Y из Ln. Поэтому верно

Следствие 5. Приведённое отношение A ⊆ Ln инвариантно для
класса ΦL тогда и только тогда, когда для любых наборов X и Y из Ln

таких, что U(Y ) ⊆ U(X) справедлива импликация (X ∈ A) ⇒ (Y ∈ A).
Отметим некоторые свойства отношения ρY .

Утверждение 5. Для любого набора Y из Ln и любой функции f из
Q

(m)
L \QL(ρY ) найдутся наборы Y1, . . . , Ym в Ln, обладающие свойствами:

1) U(Yi) ⊂ U(Y ) для каждого i, 1 6 i 6 m;
2) U(f [n](Y1, . . . , Ym)) = U(Y ).
Доказательство. Так как функция f не сохраняет отношение ρY , то в

ρY найдутся наборы Y1, . . . , Ym такие, что набор f [n](Y1, . . . , Ym) не удов-
летворяет отношению ρY . Иными словами, для наборов Yi, 1 6 i 6 m,
выполняется первое доказываемое свойство, а также не выполняется
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строгое включение U(f [n](Y1, . . . , Ym)) ⊂ U(Y ). Однако в силу утвержде-
ния 2 и первого свойства имеют место включения U(f [n](Y1, . . . , Ym)) ⊆
m⋃

i=1
U(Yi) ⊆ U(Y ). Это возможно лишь в случае, когда выполняется вто-

рое свойство. Утверждение 5 доказано.

Утверждение 6. Для любого набора Y из Ln такого, что U(Y ) 6= ∅,
отношение ρY приведённое.

Доказательство. Пусть a — отличный от > элемент полурешётки L.
Тогда отношение {a,>}n является приведённым и содержится в отно-
шении ρY . Следовательно, отношение ρY приведённое. Утверждение 6
доказано.

Обозначим через U0(Y ) множество минимальных по включению под-
множеств u ∈ U(Y ). Имеет место следующее

Утверждение 7. Если |U0(Y )| > 1, то отношение ρY неинвариантно
для QL.

Доказательство. Для произвольного подмножества u из множества
{1, . . . , n} через Yu обозначим набор, совпадающий с набором Y по всем
компонентам с номерами из u и имеющий значение > в остальных ком-
понентах. Иными словами, Yu(i) = Y(i), если i ∈ u, и Yu(i) = >, если i /∈ u.
Можно проверить, что в условиях доказываемого утверждения Yu ∈ ρY ,
если u ∈ U0(Y ), и U(Y ) =

⋃
u∈U0(Y )

U(Yu) =
⋃

X∈ρY

U(X). Так как Y /∈ ρY ,

то по следствию 2 и утверждению 6 отношение ρY неинвариантно для
QL. Утверждение 7 доказано.

Утверждение 8. Для любого приведённого отношения A ⊆ Ln из
Inv(ΦL)\Inv(QL) в Ln найдётся набор Y такой, что |U0(Y )| > 1 и QL(A) ⊆
QL(ρY ).

Доказательство. По следствию 2 в множестве Ln \ A найдётся на-
бор Y со свойством U(Y ) ⊆ ⋃

X∈A

U(X). Выберем такой набор Y , обла-

дающий описанным выше свойством, что ρY ⊆ A. Это всегда можно
сделать. Покажем, что |U0(Y )| > 1. Действительно, если |U0(Y )| = 0,
то U(Y ) пусто. Следовательно, для любого набора Z из Ln имеет ме-
сто включение U(Y ) ⊆ U(Z). Тогда по следствию 5 для любого Z из
Ln истинна импликация Z ∈ A ⇒ Y ∈ A. Поскольку Y /∈ A, то A пу-
сто; получили противоречие. Если же |U0(Y )| = 1, то U0(Y ) = {u} для
некоторого подмножества u ⊆ {1, . . . , n}; в силу выбора набора Y в A
найдётся набор X такой, что u ∈ U(X). Но тогда U(Y ) ⊆ U(X). Так как
Y ∈ Ln \ A, то X ∈ Ln \ A по следствию 5. Противоречие. Следователь-



72 Н.Г.Парватов72 Н.Г.Парватов72 Н.Г.Парватов

но, |U0(Y )| > 1. Далее, пусть квазимонотонная функция f не сохраняет
отношение ρY . По утверждению 5 найдутся такие наборы Y1, Y2, . . ., удо-
влетворяющие отношению ρY (и отношению A, так как ρY ⊆ A), что
U(f [n](Y1, Y2, . . .)) = U(Y ). Так как набор Y не удовлетворяет отноше-
нию A, то по следствию 5 набор f [n](Y1, Y2, . . .) также не удовлетворяет
отношению A, и функция f не сохраняет отношение A. В силу произ-
вольности выбора функции f , не сохраняющей отношение ρY , получаем
включение QL(A) ⊆ QL(ρY ). Утверждение 8 доказано.

Заметим, что всякий набор Y такой, что |U0(Y )| > 1, имеет длину не
менее 3. Учитывая это, из утверждений 1, 7 и 8 получаем

Следствие 6. Пусть Y — произвольный набор из Ln (n = 3, 4, . . .)
такой, что |U0(Y )| > 1. Тогда множество классов QL(ρY ) образует в QL

критериальную систему при ΦL-суперпозиции.
Компоненту Y(i) в наборе Y из Ln будем называть существенной, если

она существенна относительно множества {Y(1), . . . , Y(n)} всех компонент
набора Y ; в противном случае Y(i) будем называть несущественной ком-
понентой в наборе Y .

Утверждение 9. Пусть Y(i) — несущественная компонента в наборе
Y из Ln и Y ′ = (Y(1), . . . , Y(i−1), Y(i+1), . . . , Y(n)). Тогда Pol(ρY ) ⊆ Pol(ρY ′).

Доказательство. Покажем, что отношения ρY ′ и ρY связаны соот-
ношением ρY ′(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ≡ ∃xiρY (x1, . . . , xn). Достаточно
рассмотреть случай, когда i = n. В этом случае множество U(Y ) со-
стоит из всевозможных элементов вида u и u ∪ {n}, где u ∈ U(Y ′).
В силу этого если для элементов a1, . . . , an из L имеет место включе-
ние U(a1, . . . , an) ⊂ U(Y ), то U(a1, . . . , an−1) ⊂ U(Y ′). Обратно, если
U(a1, . . . , an−1) ⊂ U(Y ′), то U(a1, . . . , an−1,>) ⊂ U(Y ). Утверждение 9
доказано.

Заметим, что в условиях утверждения 9 если |U0(Y )| > 1, то и
|U0(Y ′)| > 1. Поэтому имеет место

Следствие 7. Множество классов QL(ρY ) для наборов Y , не имею-
щих таких несущественных компонент, что |U0(Y )| > 1, в QL образует
критериальную систему при ΦL-суперпозиции.

Утверждение 10. Пусть V ⊆ L и a1, . . . , ar, b1, . . . , br — такие эле-
менты из V , что ai ∼V bi при всех i, 1 6 i 6 r. Тогда

a1 · · · ar = ⊥ ⇔ b1 · · · br = ⊥.

Доказательство. В условиях доказываемого утверждения любые
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два соседних множества в последовательности

{a1, . . . , ar}, {b1, a2, . . . , ar}, {b1, b2, a3, . . . , ar}, . . . , {b1, . . . , br}

одновременно имеют или не имеют нижние грани. Но тогда и любые два
множества этой последовательности обладают этим свойством. В част-
ности, это верно для первого и последнего множеств. Утверждение 10
доказано.

Компоненты Y(i) и Y(j) в наборе Y из Ln будем называть подобными,
если они подобны относительно множества V = {Y(1), . . . , Y(n)} всех ком-
понент набора Y . Будем говорить, что набор Y не содержит различных
подобных компонент, если (Y(i) ∼V Y(j)) ⇒ (Y(i) = Y(j)).

Следствие 8. Для любого набора Y из Ln существует такой набор
X, не содержащий различных подобных компонент, что ρY ≡ ρX .

Доказательство. Пусть V = {Y(1), . . . , Y(n)}. Можно проверить, что
отношение ∼V есть эквивалентность на V (более того на L′). В каждом
смежном классе эквивалентности ∼V на множестве V выберем по одно-
му элементу. Элемент, выбранный в классе, содержащем компоненту Y(i),
обозначим через Xi. Тогда набор X = (X1, . . . , Xn) не имеет различных
подобных компонент, и в силу утверждения 10 имеет место равенство
U(X) = U(Y ). Следствие 8 доказано.

Обозначим через L× множество всевозможных наборов Y из Ln (n =
3, 4, . . .), не имеющих различных подобных компонент и не содержащих
несущественных компонент, таких, что |U0(Y )| > 1. Из следствий 7 и 8
получаем

Следствие 9. Множество классов QL(ρY ), Y ∈ L×, образует в QL

критериальную систему относительно ΦL-суперпозиции.
Далее найдём простые условия того, что QL(ρX) ⊆ QL(ρY ) для набо-

ров X и Y из L×. Это нужно для того, чтобы сократить критериальную
систему из следствия 9. Множество натуральных чисел {1, . . . , n} будем
обозначать через Nn. Для произвольного набора Y из Ln и отображения
π : Np → Nn обозначим через π · Y набор (Y(π(1)), . . . , Y(π(p))) из Lp.

Утверждение 11. Для любого набора Y из Ln и любой сюръекции
π : Np → Nn справедливо включение Pol(ρπ·Y ) ⊆ Pol(ρY ).

Доказательство. В силу определения набора π · Y для любых эле-
ментов i1, . . . , ir из Np имеем

({i1, . . . , ir} ∈ U(π · Y )) ⇔ ({π(i1), . . . , π(ir)} ∈ U(Y )).



74 Н.Г.Парватов74 Н.Г.Парватов74 Н.Г.Парватов

Из этого соотношения и сюръективности функции π следует, что

(U(X) ⊂ U(Y )) ⇔ (U(π ·X) ⊂ U(π · Y ))

для любого набора X из Lp. Остается заметить, что включение справа
в последнем соотношении имеет место в том и только том случае, когда
истинно выражение

∃a1 . . .∃ap(ρπ·Y (a1, . . . , ap) ∧ a1 = X(π(1)) ∧ . . . ∧ ap = X(π(p))).

Утверждение 11 доказано.
Покажем, что имеет место утверждение в некотором смысле обрат-

ное утверждению 11.

Утверждение 12. Пусть в наборах Z ∈ Lp и Y ∈ Ln нет несу-
щественных компонент, и пусть |U0(Y )| > 1 и QL(ρZ) ⊆ QL(ρY ). Тогда
существует сюръекция π : Np → Nn такая, что U(Z) = U(π · Y ).

Доказательство. Рассмотрим квадратную матрицу Ỹ размера n с
элементами из полурешётки L, в которой i-й столбец Ỹ (i), рассматривае-
мый как вектор из Ln, получается из вектора Y заменой i-й компоненты
на >. Тогда i-я строка Ỹ(i) матрицы Ỹ является вектором длины n, в
котором i-я компонента равна >, а остальные компоненты совпадают с
i-й компонентой Y(i) вектора Y . Так как набор Y не содержит несуще-
ственных компонент, то ни одна из компонент вектора Y не равна >.
Следовательно, все строки матрицы Ỹ различны. Это позволяет кор-
ректно определить функцию f : Ln → L, значение которой в i-й строке
матрицы Ỹ равно i-й компоненте вектора Y , т. е. f(Ỹ(i)) = Y(i), и значе-
ния которой во всех остальных наборах равно >. Можно проверить, что
функция f квазимонотонна (при этом важно условие |U0(Y )| > 1), а так-
же не сохраняет отношение ρY (при этом важно, что набор Y не имеет
несущественных компонент). В силу включения QL(ρZ) ⊆ QL(ρY ) функ-
ция f не сохраняет отношение ρZ . Тогда по утверждению 5 найдутся
наборы Zj в Lp такие, что

U(Zj) ⊂ U(Z), 1 6 j 6 n, (2)

U(f [p](Z1, . . . , Zn)) = U(Z). (3)

Из последнего равенства и того, что в наборе Z не содержится несуще-
ственных компонент, следует, что все компоненты набора f [p](Z1, . . . , Zn)
также существенные. В частности, ни одна из них не равна >. В силу
определения функции f это означает, что все наборы Z̃j = (Z1(j), . . .,
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Zn(j)), j ∈ Np, содержатся среди наборов Ỹ(j), j ∈ Nn, т. е. для любо-
го i из Np в Nn найдётся такое π(i), что Z̃i = Ỹ(π(i)). Таким образом
оказывается определенной функция π : Np → Nn, обладающая свой-
ством f [p](Z̃1, . . . , Z̃n) = π · Y. С учетом (3) осталось доказать сюръ-
ективность функции π. Из определения функции f следует, что если
среди значений функции π отсутствует некоторое значение j из Nn,
то Z̃j = f [p](Z̃1, . . . , Z̃n). Но это противоречит соотношениям (2) и (3).
Утверждение 12 доказано.

Из утверждений 11 и 12 получаем

Следствие 10. Пусть Z и Y — наборы из L× длины p и n соответ-
ственно. Тогда следующие условия равносильны:

1) QL(ρZ) ⊆ QL(ρY );
2) имеется такая сюръекция π : Np → Nn, что U(Z) = U(π · Y ).

Следствие 11. Пусть Z и Y — наборы из L× длины p и n соот-
ветственно. Тогда классы QL(ρZ) и QL(ρY ) совпадают тогда и только
тогда, когда n = p и для некоторой биекции π : Nn → Nn справедливо
равенство U(Z) = U(π · Y ).

4. Доказательство теоремы 1

Пусть Y — набор длины n из L×. Поскольку в Y нет несущественных
компонент и различных подобных компонент, множество A = {Y(1), . . .,
Y(n)} особое, т. е. принадлежит классу T (L). В силу этого с учетом след-
ствия 9 для доказательства теоремы 1 достаточно показать, что класс
QL(ρY ) содержится в классе QL(ρλ′(A)). Рассмотрим возможные случаи
для множества A.

1) A ∈ (T (L) \ T0(L)). Так как набор Y можно получить, перечислив
(возможно с повторениями) все элементы из A, то по утверждению 11
имеем QL(ρY ) ⊆ QL(ρλ(A)) = QL(ρλ′(A)).

2) A ∈ T0(L). Так как |U0(Y )| > 1, то некоторый элемент b встречается
в наборе Y не менее двух раз. По утверждению 11 отсюда получаем, что
QL(ρY ) ⊆ QL(ρ(λ(A)b)). Осталось показать, что QL(ρ(λ(A),b)) = QL(ρλ′(A)).
Для этого заметим, что U(λ′(A)) = {Nm+1, Nm, Nm+1 \ {m}} и

U(λ(A), b) = {Nm+1, Nm, Nm+1 \ {i}},

где m = |A| и i — номер компоненты вектора λ(A), равной b. Отсю-
да следует, что для любой подстановки π на множестве Nm+1, меня-
ющей местами элементы m и i и оставляющей неподвижным элемент
m + 1, верно равенство U(π ·λ′(A)) = U(λ(A), b). По следствию 11 имеем
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QL(ρ(λ(A),b)) = QL(ρλ′(A)). Так как все случаи рассмотрены, то теорема
1 доказана.

5. Доказательство теоремы 2

Нужно показать невозможность строгого включения

QL(ρλ′(A)) ⊂ QL(ρλ′(B))

для произвольных A и B из T (L). Предположим, что это нестрогое вклю-
чение имеет место. Обозначим через p и n длины векторов Z = λ′(B) и
Y = λ′(A) соответственно. По следствиям 10 и 11 найдётся сюръектив-
ная, но не инъективная функция π : Np → Nn такая, что U(π ·Y ) = U(Z).
Пусть инъективность отображения π нарушается на элементах i и j из
Np таких, что i 6= j и π(i) = π(j). Тогда в силу равенства U(π ·Y ) = U(Z)
для любых элементов i1, . . . , ir из Np каждое из множеств

{Z(i1), . . . , Z(ir), Z(i)}, {Z(i1), . . . , Z(ir), Z(j)}
имеет или не имеет нижнюю грань в L одновременно с множеством

{Y(π(i1)), . . . , Y(π(ir)), Y(π(i))} = {Y(π(i1)), . . . , Y(π(ir)), Y(π(j))}.
Отсюда следует, что элементы Z(i) и Z(j) подобны относительно множе-
ства B. В действительности, эти элементы равны: Z(i) = Z(j), посколь-
ку множество B не содержит пары подобных элементов. Это возможно
в единственном случае, когда B ∈ T0(L). В этом случае пара {i, j} =
{p − 1, p} — единственная пара номеров из Np, на которой нарушается
инъективность отображения π. Вследствие этого сужение π′ отображе-
ния π взаимно однозначно отображает Np−1 на Nn и U(λ(B)) = U(π′ ·Y ).
Отсюда следует, что 1 = |U(λ(B))| = |U(π′ ·Y )| = |U(Y )|. Это невозмож-
но для набора Y . Полученное противоречие завершает доказательство
теоремы 2.

6. Доказательство теоремы 3

Пусть A и B — особые множества. Если эти множества подобны друг
другу, то возможны два случая: 1) оба множества принадлежат T0(L),
2) оба множества находятся в T (L) \ T0(L). В первом случае U(λ′(A)) =
U(λ′(B)). Следовательно, QL(ρλ′(A)) = QL(ρλ′(B)). Во втором случае из
подобия множеств A и B по следствию 10 получаем, что QL(ρλ(A)) =
QL(ρλ(B)). Необходимость доказана.

Докажем достаточность. Предположим, что справедливо равенство
QL(ρY ) = QL(ρZ), где Y = λ′(A), Z = λ′(B), A ∈ T (L) и B ∈ T (L).
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По следствию 10 векторы Y и Z имеют одинаковую длину, скажем n, и
существует биекция π : Nn → Nn такая, что U(π ·Y ) = U(Z). Определим
функцию π′ : B → A:

π′ : Z(i) 7→ Y(π(i)), 1 6 i 6 n.

Корректность этого определения проверяется непосредственно: равен-
ство Z(i) = Z(j) влечёт подобие Z(i) ∼B Z(j), которое в силу U(π · Y ) =
U(Z) влечёт подобие Y(π(i)) ∼A Y(π(j)). Так как множество A не содержит
различных подобных элементов, то Y(π(i)) = Y(π(j)). Осталось заметить,
что равенство U(π · Y ) = U(Z) влечёт равносильность

(∏
A′ = ⊥

)
⇔

(∏
π′(A′) = ⊥

)
,

справедливую при любом A′ ⊆ A. Следовательно, множества A и B по-
добны. Теорема 3 доказана.

7. Доказательство теоремы 4

Верхняя оценка. Покажем, что при любом k > 2 справедливо нера-
венство

|S(Φ
k̃
, Q

k̃
)| 6 22k

4k!
+

(22k
)3/4

4
. (4)

Обозначим через Bk решётку, содержащую множество Ek и изоморфную
решётке всех подмножеств множества Ek. Тогда полурешётка Ẽk получа-
ется из решётки Bk изъятием наименьшего элемента, т. е.
Ẽk = Bk \{⊥}. Обозначим через Sk симметрическую группу подстановок
на множестве Ek. Для произвольной подстановки π из Sk и элементов
e1, . . . , er из Ek положим

π(e1 + . . . + er) = π(e1) + . . . + π(er). (5)

Это соотношение продолжает подстановку π, определённую на множе-
стве Ek, до автоморфизма решётки Bk и тем самым определяет (левое)
действие группы Sk на решётке Bk. В дальнейшем подстановки из Sk

будем считать определёнными на решётке Bk в соответствии с соотно-
шением (5). Поскольку π(>) = > и π(⊥) = ⊥ для любой подстановки π
из Sk, соотношение (5) также определяет действие группы Sk на множе-
стве Bk \ {⊥,>}. Далее для подстановки π из Sk и элементов a1, . . . , ar

из Bk положим

π({a1, . . . , ar}) = {π(a1), . . . , π(ar)}. (6)
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Это соотношение определяет действие группы Sk на множестве всех под-
множеств решётки Bk. Пусть b(k) — число орбит этого действия. Соот-
ношение (6) определяет также действие группы Sk на множестве всех
подмножеств множества Bk \ {⊥,>}, число орбит при этом действии
равно 1

4b(k). Заметим, что в особых множествах полурешётки Ẽk нет
элемента >, т. е. эти множества являются подмножествами множества
Bk \ {⊥,>}. Также заметим, что подмножества, лежащие в одной орби-
те, подобны. Отсюда в силу теоремы 3 величина |S(Φ

k̃
, Q

k̃
)| ограничена

сверху числом орбит действия группы Sk на множестве всех подмно-
жеств множества Bk \ {⊥,>}, т. е. величиной 1

4b(k). Осталость оценить
сверху b(k). Подходящая для доказательства теоремы верхняя оценка
величины b(k) следует из [7]. Приведём независимое доказательство. По
формуле Бернсайда имеем

b(k) =
1
k!

∑

π∈Sk

|Fix(π)| = 22k

k!
+

1
k!

∑

π 6=id

|Fix(π)|,

где Fix(π) — множество всех подмножеств решётки Bk, остающихся
неподвижными при действии подстановки π, и через id обозначена тож-
дественная подстановка. Осталось доказать, что |Fix(π)| 6 (22k

)3/4 для
произвольной нетождественной подстановки π из Sk. Так как π — нетож-
дественная подстановка, то в её разложении на независимые циклы π
содержится цикл α = (e1, . . . , er) длины r > 2. Через B′ обозначим под-
решётку в Bk, порождённую элементами e1, . . . , er, а через B′′ — подре-
шётку в Bk, порождённую элементами из Ek \ {e1, . . . , er}. Тогда любой
элемент a из Bk можно (притом единственным образом) записать в виде
a = a′ + a′′, где a′ ∈ B′ и a′′ ∈ B′′. Рассмотрим произвольное множе-
ство A ∈ Fix(π). Для элемента e ∈ B′ через A[e] обозначим множество
всех элементов a из A таких, что a′ = e. Заметим, что A =

⋃
e∈B′

A[e], так

что множество A однозначно определяется заданием всех подмножеств
A[e], e ∈ B′. Рассмотрим действие на множестве A циклической группы
〈π〉, порождённой подстановкой π. Это действие индуцирует действие
группы 〈π〉 на множестве всех подмножеств вида A[e], e ∈ B′. Так как
любая орбита однозначно определяется заданием любого одного своего
элемента и при фиксированном e из B′ существует ровно 22k−r возмож-
ностей для выбора множества A[e], то общее число возможностей для
выбора самого множества A не превосходит (22k−r

)t(r), где t(r) — число
орбит действия группы 〈π〉 на множестве всевозможных подмножеств
вида A[e]. Заметим, что два подмножества A[e′] и A[e′′] лежат в одной
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орбите действия группы 〈π〉 тогда и только тогда, когда элементы e′ и e′′

лежат в одной орбите действия на решётке B′ группы 〈α〉, порождённой
циклом α. Так что t(r) есть число орбит действия циклической группы
〈α〉 порядка r на решётке B′. Другими словами, t(r) — это число ориен-
тированных ожерелий длины r, составленных из жемчужин двух цветов
(см. [4]), и для t(r) хорошо известно выражение:

t(r) =
1
r

∑

d|r
ϕ(

r

d
)2d, (7)

где ϕ — функция Эйлера. Осталось показать, что t(r) 6 (3/4)2r при r >
2. При r = 2 это проверяется непосредственно. При r > 3 из соотношения
(7) получаем

t(r) =
1
r
(2r +

∑

d|r,d<r

ϕ(
r

d
)2d) 6 1

r
(2r + 2br/2c ∑

d|r,d<r

ϕ(
r

d
))

=
2r + 2br/2c(r − 1)

r
=

2r(1 + 2−cr/2b(r − 1))
r

6 2r(1 + (1/4)(r − 1))
r

=
2r(3 + r)

4r
6 2r(2r)

4r
=

2r

2
<

3
4
2r.

Неравенство (4) доказано.
Нижняя оценка. Покажем, что при любом k > 2 справедливо нера-

венство

|S(Φ
k̃
, Q

k̃
)| > 22k

4k!
− (22k

)3/4

4(k − 2)!
. (8)

Пусть A ⊆ Bk и a ∈ Bk. Обозначим через A(a) множество всевозможных
элементов b ∈ A таких, что a 6 b. Заметим, что a 6

∏
A(a), причём

это неравенство может быть строгим. Если для любого элемента e из Ek

выполняется равенство
∏

A(e) = e, то множество A будем называть спе-
циальным. Через C(k) и C ′(k) обозначим множества всех специальных
подмножеств в Bk и Bk\{⊥,>} соответственно. Заметим, что всякое спе-
циальное множество A, в котором нет элементов ⊥ и >, является особым,
т. е. имеет место включение

C ′(k) ⊆ T (Ẽk). (9)

Действительно, множество A непусто. Далее, пусть a — произвольный
элемент из A. Так как a 6= >, то в Ek найдётся элемент e такой, что
e · a = ⊥. Следовательно,

a ·
∏

A(e) = a · e = ⊥ 6= e =
∏

A(e).
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Отсюда следует, что a — существенный относительно множества A эле-
мент. Пусть a и b — элементы из A. Если a 6= b, то в Ek найдётся элемент
e, имеющий в полурешётке Ẽk нижнюю грань с одним и только одним из
элементов a или b. Пусть для определённости этим элементом является
a. Тогда a · e = e, b · e = ⊥ и

a ·
∏

A(e) = a · e = e 6= ⊥ = b · e = b ·
∏

A(e).

Отсюда следует, что элементы a и b не являются подобными относитель-
но множества A. Включение (9) доказано. Из него с учётом теоремы 3
следует, что

|S(Φ
k̃
, Q

k̃
)| = |T (Ẽk)/ ∼ | > |C ′(k)/ ∼ |. (10)

Осталось оценить снизу величину |C ′(k)/ ∼ | — число классов подобия
на множестве C ′(k). Отметим, что группа Sk действует на каждом из
множеств C(k) и C ′(k), причём при первом действии число орбит в 4 раза
больше чем при втором. Покажем, что подобные специальные множества
попадают в одну орбиту; это будет означать, что разбиение на орбиты
множества C(k) совпадает с разбиением на классы подобия и

4|C ′(k)/ ∼ | = |C(k)/ ∼ | > 1
k!
|C(k)|, (11)

после чего останется оценить снизу величину |C(k)| — число специаль-
ных множеств. Итак, пусть специальные множества A и B подобны, т. е.
существует биекция π : A → B такая, что для любого подмножества A′

из A верна равносильность
(∏

A′ = ⊥
)
⇔

(∏
π(A′) = ⊥

)
. (12)

Покажем, что функция π продолжается до подстановки π′ из Sk такой,
что π′(A) = B (при этом подстановки из Sk, как указывалось ранее, счи-
таются определёнными на Bk в соответствии с (5)). Тем самым будет
доказано, что A и B лежат в одной орбите и формула (11) будет доказа-
на. Сначала покажем, что для любого e из Ek найдётся элемент π′(e) из
Ek такой, что π(A(e)) = B(π′(e)). Действительно, в полурешётке Ẽk мно-
жество A(e) имеет нижнюю грань (равную e). В силу соотношения (12)
множество π(A(e)) также имеет нижнюю грань в Ẽk. Значит, π(A(e))
содержится в качестве подмножества в некотором множестве B(π′(e)),
где π′(e) ∈ Ek, т. е. π(A(e)) ⊆ B(π′(e)) и A(e) ⊆ π−1(B(π′(e))), где π−1

— обратная для π функция. В силу того же соотношения (12) множе-
ство π−1(B(π′(e))) также имеет нижнюю грань в Ẽk. Следовательно,
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π−1(B(π′(e))) ⊆ A(e′) для некоторого e′ ∈ Ek. Имеем цепочку включений

A(e) ⊆ π−1(B(π′(e))) ⊆ A(e′), (13)

из которой следует, что e =
∏

A(e) >
∏

A(e′) = e′. Так как элементы
в Ek попарно несравнимы, то e = e′ и в соотношении (13) имеют мес-
то равенства. Таким образом, определена функция π′ : Ek → Ek такая,
что π(A(e)) = B(π′(e)) для любого e из Ek. Эта функция является под-
становкой на Ek. Действительно, так как π — биекция, то множества
π(A(e)) = B(π′(e)), e ∈ Ek, различны; это возможно только в случае,
когда элементы π′(e)), e ∈ Ek, различны, т. е. когда π′ — подстановка
на Ek. Рассмотрим π′ как подстановку на Bk, определённую в соответ-
ствии с (5). Нужно показать, что функции π и π′ совпадают для элемен-
тов из A. Пусть a — произвольный элемент из A. Запишем его в виде
a = e1 + . . .+ er, где e1, . . . , er — элементы из Ek . Тогда элемент a содер-
жится в пересечении A(e1)∩. . .∩A(er), а элемент π(a) содержится в пере-
сечении π(A(e1))∩. . .∩π(A(er)) = B(π′(e1))∩. . .∩B(π′(er)). Иными слова-
ми, π(a) > π′(e1)+. . .+π′(er). В последнем выражении имеет место равен-
ство, поскольку в противном случае π(a) = π′(e1)+. . .+π′(er)+π′(e′)+. . .
для некоторого элемента e′ из Ek, отличного от элементов e1, . . . , er. Тог-
да

∏
(A(e′) ∪ {a}) =

∏
A(e′) · a = e′ · a = ⊥. Вместе с тем

∏
π(A(e′) ∪ {a}) = π(a)

∏
π(A(e′)) = π(a)

∏
B(π′(e′)) = π(a)π′(e′) 6= ⊥,

что противоречит соотношению (12). Следовательно, π(a) = π′(e1) +
. . . + π′(er) = π′(a), функция π′ действительно продолжает функцию
π, π′(A) = π(A) = B, а множества A и B находятся в одной орбите.
Соотношение (11) доказано.

В силу соотношений (10) и (11) для завершения доказательства тео-
ремы осталось получить нижнюю оценку вида 22k − k(k− 1)(22k

)3/4 для
величины |C(k)|, или, что то же самое, получить верхнюю оценку вида
k(k − 1)(22k

)3/4 для величины 22k − |C(k)|, равной числу неспециаль-
ных подмножеств решётки Bk. Пусть A — произвольное неспециальное
подмножество решётки Bk. Тогда

∏
A(e) = e+e′+. . . для некоторых раз-

личных элементов e и e′ из Ek. В этом случае множество A(e) есть одно
из 22k−2 подмножеств подрешётки Bk(e + e′), а множество A \A(e) — од-
но из 22k−1 подмножеств подрешётки, порождённой множеством Ek \{e}.
Поскольку пару (e, e′) можно выбрать k(k − 1) способами, для выбора
множества A имеется не более k(k − 1)22k−2

22k−1
= k(k − 1)(22k

)3/4 воз-
можностей. Теорема 4 доказана.
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