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При n → ∞ построено не менее 1

8n2
√

3
eπ
√

2n/3(1 + o(1)) попар-
но неэквивалентных транзитивных расширенных совершенных ко-
дов длины 4n.

Введение

Автоморфизмами произвольного подмножества A булева n-куба на-
зываются изометрии булева n-куба, переводящие множество A в себя.
Множество называется транзитивным, если оно является орбитой отно-
сительно действия своей группы автоморфизмов. Транзитивные совер-
шенные коды длины 15 рассматривались в работе [1]. В [2] построено
⌊1

2 log2 n⌋2 неэквивалентных транзитивных совершенных (и расширен-
ных совершенных) кодов с разными парами параметров: размерность
линейной оболочки (ранг) кода и размерность ядра кода.

Используя конструкцию из [5], в настоящей статье доказано, что име-

ется не менее
1

8n2
√

3
eπ
√

2n/3(1 + o(1)) (при n → ∞) попарно неэкви-

валентных транзитивных расширенных совершенных кодов длины 4n.
Все построенные транзитивные расширенные совершенные коды длины
n имеют ранг n− log2 n.

1. Основные определения

Пусть Ek = {0, 1, . . . , k − 1}. Через En
k обозначим множество упо-

рядоченных наборов (вершин) длины n. Расстоянием Хемминга d(x, y)
между наборами x = (x1, x2, . . . , xn) и y = (y1, y2, . . . , yn) называется чис-
ло позиций, в которых наборы x и y различаются. Множество вершин,
которые находятся от вершины x на расстоянии не более единицы, на-
зывается шаром радиуса 1 с центром в x и обозначается через B(x). Реб-

ром направления i называется множество вершин, отличающихся друг
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от друга только в i-й позиции. Ребро направления i, содержащее вершину
x ∈ En

k , обозначим через Ei(x).
Через En

2,0 и En
2,1 будем обозначать подмножества En

2 , каждое из ко-
торых состоит из вершин с чётным и нечётным числом единиц соот-
ветственно. Множество C ⊂ En

2,0 (C ⊂ En
2,1) называется расширенным

совершенным кодом (с расстоянием 4) длины n, если |B(x) ∩ C| = 1 для
любой вершины x ∈ En

2,1 (x ∈ En
2,0). Множество M ⊂ En

k называется
МДР-кодом (с расстоянием 2) длины n, если |Ei(x) ∩ M | = 1 при лю-
бом i = 1, . . . , n и x ∈ En

k . Из определений видно, что расширенный
совершенный код является максимальным по мощности подмножеством
в En

2 с расстоянием не менее 4 между вершинами, а МДР-код являет-
ся максимальным подмножеством в En

k с расстоянием не менее 2 между
вершинами. Известно, что расширенные совершенные коды длины n су-
ществуют при n = 2t, где t — натуральное, а МДР-коды с расстоянием
2 при любых натуральных n и k.

Функция f : En
k → Ek называется n-квазигруппой порядка k, если

f(x) 6= f(y) для любых двух вершин x, y ∈ En
k таких, что d(x, y) = 1.

Пусть G(f) = {(x, f(x)) | x ∈ En
k } — график функции f . Очевидно,

отображение G(·) осуществляет взаимно однозначное соответствие меж-
ду n-квазигруппами и МДР-кодами длины n+ 1.

Пусть τ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} — перестановка, т. е. τ ∈ Sn,
σ = (σ1, . . . , σn) — набор перестановок вида σi : Ek → Ek, т. е. σ ∈ Sn

k .
Для произвольной вершины x ∈ En

k определим xτ = (xτ(1), . . . , xτ(n)) и
σx = (σ1(x1), . . . , σn(xn)). Пусть A ⊆ En

k . Введём обозначения

Aτ = {xτ | x ∈ A}, σA = {σx | x ∈ A}.

Множество (код) A ⊆ En
k будем называть транзитивным, если для лю-

бых двух вершин x, y из A найдутся перестановка τ ∈ Sn координат и
перестановки σ ∈ Sn

k символов в каждой координате такие, что σy = xτ

и σA = Aτ . Ясно, что одну из вершин в определении транзитивности
можно зафиксировать.

Основной целью настоящей статьи является доказательство следую-
щего утверждения.

Теорема. При n → ∞ имеется не менее 1
8n2

√
3
eπ
√

2n/3(1 + o(1)) по-
парно неэквивалентных транзитивных расширенных совершенных кодов
длины 4n.

В дальнейшем мы будем рассматривать приведённые коды, т. е. та-
кие, что 0 ∈ A. В случае k = 2 определение транзитивности кода A
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можно записать так: код A ⊆ En
2 транзитивный, если для любой верши-

ны x ∈ A найдётся перестановка τ ∈ Sn такая, что x+ A = Aτ . Здесь и
далее сложение осуществляется по модулю 2.

Приведённый код A ⊆ En
k будем называть изотопно транзитивным,

если для любой вершины x ∈ A найдётся такой набор перестановок σ ∈
Sn

k , что σ(0) = x и A = σA. При k = 2 это понятие совпадает с понятием
линейности кода: A+ x = A для любого x ∈ A.

Будем называть n-квазигруппу приведённой, если f(0) = 0. Приве-
дённую n-квазигруппу будем называть изотопно транзитивной, если
для любой вершины a ∈ En

k найдутся такие перестановки σ ∈ Sn
k и

σn+1 ∈ Sk, что σ(0) = a, σn+1(0) = f(a) и f(σx) = σn+1(f(x)) при всех
x ∈ En

k . Из определений следуют

Утверждение 1. n-Квазигруппа f является изотопно транзитивной
тогда и только тогда, когда МДР-код G(f) длины n+1 является изотоп-
но транзитивным.

Коды A,B ⊆ En
k называются эквивалентными, если найдутся такие

перестановки τ ∈ Sn и σ ∈ Sn
k , что Aτ = σB (в случае A,B ⊂ En

2 найдёт-
ся такая перестановка τ ∈ Sn и вершина x ∈ En

2 , что Aτ = x+B).

Утверждение 2. Эквивалентные коды являются транзитивными
(изотопно транзитивными) одновременно.

Конструкция, предложенная в [5] и [6], связывает МДР-коды и рас-
ширенные совершенные коды. Рассмотрим частный случай этой кон-
струкции. Зафиксируем R ⊂ En

2 — линейный расширенный совершен-
ный код (код Хемминга). Пусть M ⊂ En

4 — приведённый МДР-код (не
зависящий от r). Определим разбиения множеств E4

2,0 и E4
2,1 на коды

равенством
Cr

a = C0 + (1 + r)e4 + ea,

где r ∈ {0, 1}, a ∈ E4 , C0 = {0, 1} ⊂ E4
2 , ei ∈ E4

2 — единичные вектора с 1
на i-м месте (считаем, что e0 = e4). Таким образом,
C0

0 = {(0000), (1111)}, C0
1 = {(0110), (1001)}, C0

2 = {(0101), (1010)},
C0

3 = {(0011), (1100)}, C1
0 = {(0001), (1110)}, C1

1 = {(0111), (1000)},
C1

2 = {(0100), (1011)}, C1
3 = {(0010), (1101)}.

Определим приведённый расширенный совершенный код C ⊂ E4n
2,0

равенством
C =

⋃

r∈R

⋃

a∈M

Cr1
a1

× Cr2
a2

× · · · × Crn
an
. (1)
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2. Транзитивные коды

Нетрудно заметить, что все совершенные расширенные коды длины
4 можно представить в виде {v, v + 1}, т. е. как смежные классы Cr

a

кода C0
0 = {0, 1} ⊂ E4

2 . Покажем, что при k = 4 перестановка координат
соответствует перестановке смежных классов.

Утверждение 3. (a) Для любого b ∈ Ek найдётся такая перестановка
σ ∈ S4, что Cr

a + eb + e4 = Cr
σ(a) для всех a ∈ E4 и r ∈ {0, 1}.

(b) Для любой перестановки τ ∈ S4 найдётся такая перестановка
σ ∈ S4, что

(
C0

a

)
τ

= C0
σ(a) для всех a ∈ E4.

(c) Для любой перестановки σ ∈ S4 найдётся перестановка τ ∈ S4

такая, что Cr
σ(a) + eσ(0) + e4 =

(
Cr

a

)
τ

для всех a ∈ E4 и r ∈ {0, 1}.
Доказательство. (a), (b). Рассмотрим разбиение J множества E4

2,0

на коды C0
0 , C

0
1 , C

0
2 , C

0
3 . Очевидно, что перестановка координат и прибав-

ление вершины с чётным числом единиц переводит элементы из J в эле-
менты из J , т. е. порождает их перестановку. Так как Cr

a = re4 + C0
a , то

перестановка σ не зависит от r ∈ {0, 1}.
(c) Из (a) получаем равенство Cr

σ(a) + eσ(0) + e4 = Cr
τ(a), в котором

перестановка τ не зависит от r ∈ {0, 1}. Так как Cr
σ(0) + eσ(0) + e4 = Cr

0 ,
то τ(0) = 0. Тогда, как нетрудно видеть, Cr

τ(a) = (Cr
a)τ при a 6= 0. Кроме

того, Cr
0 = (Cr

0)π для произвольной перестановки π, оставляющей на
месте последнюю координату. Утверждение 3 доказано.

Лемма 1. Пусть M — изотопно транзитивный МДР-код длины n.
Тогда расширенный совершенный код C длины 4n, заданный равенством
(1), является транзитивным.

Доказательство. Представим вершину y ∈ C в виде y = (ỹ1, ỹ2, . . .,
ỹn), где ỹi = (1 + ri)e4 + ebi

+ δ1, δ ∈ {0, 1}, r ∈ R. Из линейности кода R
вытекает, что если y = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹn) ∈ C, то (ỹ1 +r1e4, ỹ2 +r2e4, . . . , ỹn +
rne4) ∈ C при любом r ∈ R. Из определения Cr

a вытекает, что если
y = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹn) ∈ C, то (ỹ1 + δ11, ỹ2 + δ21, . . . , ỹn + δn1) ∈ C при любом
δ ∈ En

2 . Следовательно,

y + C = v(b) + C, (2)

где v(b) = (e4 + eb1 , . . . , e4 + ebn
) и b ∈ M . Так как код M изотопно

транзитивный, то найдётся набор перестановок σ, удовлетворяющий ра-
венствам σM = M и σ0 = b. Из пункта (c) утверждения 3 следует, что
найдутся перестановки τi ∈ S4, i = 1, . . . , n такие, что

Cr
σi(a) + ebi

+ e4 =
(
Cr

a

)
τi
, (3)
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при всех a ∈ E4 и r ∈ {0, 1}. Из равенств (1)–(3) имеем

y + C = v(b) +
⋃

r∈R

⋃

a∈M

Cr1
a1

× Cr2
a2

× · · · ×Crn
an

= v(b) +
⋃

r∈R

⋃

a∈σM

Cr1
a1

× Cr2
a2

× · · · × Crn
an

=
⋃

r∈R

⋃

a∈M

(e4 + eb1 + Cr1

σ1(a1)) × (e4 + eb2 + Cr2

σ2(a2)) × · · · × (e4 + ebn

+ Crn

σn(an)) =
⋃

r∈R

⋃

a∈M

(
Cr1

a1

)

τ1

×
(
Cr2

a2

)

τ2

× · · · ×
(
Crn

an

)

τn

= Cπ

для соответствующей перестановки π ∈ S4n. Лемма 1 доказана.

3. Эквивалентные коды

Обозначим через I = {I(1), I(2), . . . , I(n)} разбиение множества {1, 2,
. . . , 4n} на четвёрки вида I(j) = {4j− 3, 4j− 2, 4j− 1, 4j}. Пусть τ ∈ S4n.
Обозначим через Iτ разбиение, состоящее из множеств {τ(4j − 3), τ(4j −
2), τ(4j−1), τ(4j)}. Пусть перестановка τ ∈ S4n такова, что I = Iτ . Тогда
перестановка τ порождается перестановкой τ∗ ∈ Sn элементов разбие-
ния I и набором перестановок τ1, τ2, . . . , τn ∈ S4, где τi — перестановка
на множестве I(j).

Утверждение 4. Пусть C и C ′ — расширенные совершенные коды
длины 4n, удовлетворяющие равенству (1) с МДР-кодами M и M ′ со-
ответственно, причём коды C и C ′ эквивалентны, т. е. C ′

τ = y + C для
некоторых τ ∈ S4n и y ∈ E4n

2 . Если I = Iτ , то МДР-коды M и M ′ экви-
валентны.

Доказательство. Поскольку коды C и C ′ приведённые, y ∈ C.
Представим вершину y ∈ C в виде y = (ỹ1, ỹ2, . . . , ỹn), где ỹi = (1+ri)e4+
ebi

+ δ1, δ ∈ {0, 1}. По пункту (a) утверждения 3 найдутся перестановки
σi ∈ S4, i = 1, . . . , n, такие, что

Cr
ai

+ ebi
+ e4 = Cr

σi(ai)
,

где r ∈ {0, 1}. Тогда из равенств (1)–(2) получаем

y+C =
⋃

r∈R

⋃

a∈M

(e4 + eb1 +Cr1
a1

)× (e4 + eb2 +Cr2
a2

)× · · ·× (e4 + ebn
+Crn

an
)

=
⋃

r∈R

⋃

a∈σM

Cr1
a1

× Cr2
a2

× · · · × Crn
an
. (4)
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Поскольку C ′
τ = y + C и I = Iτ , из (4) следует равенство rτ∗ = r для

всех r ∈ R.
Рассмотрим вершины кодов C и C ′, у которых в каждых четырёх

координатах с номерами вида 4i + 1, 4i + 2, 4i + 3, 4i + 4 (где i — нату-
ральное) содержится чётное число единиц. Из равенств C ′

τ = y+C и (4)
имеем

⋃

a∈σM

C0
a1
×C0

a2
×· · ·×C0

an
=
⋃

a∈M ′

(C0
aτ∗(1)

)τ1×(C0
aτ∗(2)

)τ2×· · ·×(C0
aτ∗(n)

)τn .

Тогда из пункта (b) утверждения 3 получаем

⋃

a∈σM

C0
a1

× C0
a2

× · · · × C0
an

=
⋃

a∈M ′

C0
σ′
1(aτ∗(1))

× C0
σ′
2(aτ∗(2))

× · · · × C0
σ′

n(aτ∗(n))

=
⋃

a∈σ′(M ′
τ∗

)

C0
a1

× C0
a2

× · · · × C0
an
.

Таким образом, σM = σ′(M ′
τ∗), т. е. МДР-коды M и M ′ эквивалентны.

Утверждение 4 доказано.
Ортогональным дополнением кода A ⊆ En называется линейное про-

странство A⊥ = {x ∈ En | 〈x, y〉 = 0 для всех y ∈ A}. Известно, что
ортогональное дополнение R⊥ линейного кода R ⊆ En является кодом
Адамара и имеет размерность log2 n+ 1. Здесь и далее log n = log2 n.

Введём обозначения r4 = (rrrr), где r ∈ {0, 1}, и p4 = (p4
1, p

4
2, . . . , p

4
n)

для вершины p ∈ En. Пусть p ∈ R⊥, тогда p4 ∈ C⊥, где код C определяет-
ся равенством (1). Очевидно, что множество R⊥4 = {p4 | p ∈ R⊥} являет-
ся линейным подпространством пространства C⊥ размерности log n+ 1.
В [4] показано, что размерность C⊥ может равняться log n+ 1, log n+ 2
или log n+3, причём в последнем случае расширенный совершенный код
C является линейным.

Утверждение 5. Пусть τ, π ∈ S4n. Если (R⊥4)τ = (R⊥4)π, то Iτ = Iπ.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что
π — тождественная подстановка.

Пусть Iτ 6= I. Без ограничения общности можно считать, что при
перестановке τ на первое и второе места перемещаются члены из разных
элементов разбиения, т. е. τ−1(1) ∈ I(i), τ−1(2) ∈ I(j), где i 6= j. По
известному свойству кода Адамара найдётся такая вершина p ∈ R⊥, что
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pi 6= pj. Пусть v = p4
τ , тогда из выбора p следует, что v1 6= v2. Поэтому

v 6∈ R⊥4. Утверждение 5 доказано.
Пусть M(C) — множество МДР-кодов, соответствующих кодам, эк-

вивалентным расширенному совершенному коду C, т. е. M ′ ∈ M(C),
если найдётся расширенный совершенный приведённый код C ′, который
эквивалентен коду C и удовлетворяет равенству (1) с МДР-кодом M ′.

Доказательство и формулировка следующей леммы принадлежат
Д.С.Кротову.

Лемма 2. Пусть C — нелинейный расширенный совершенный код
длины 4n, удовлетворяющий равенству (1). Тогда в множестве M(C) со-
держится не более 2n− 1 классов эквивалентности МДР-кодов.

Доказательство. Пусть M ′ и M ′′ — неэквивалентные МДР-коды
из M(C). Тогда имеются коды C ′ и C ′′, удовлетворяющие равенству (1)
с МДР-кодами M ′ и M ′′ соответственно, причём

C ′
τ ′ + y = C = C ′′

τ ′′ + z, (5)

для некоторых перестановок τ ′, τ ′′ ∈ S4n и вершин y, z ∈ C.
Из утверждения 4 следует, что Iτ ′ 6= Iτ ′′ , а из утверждения 5 следует

неравенство

(R⊥4)τ ′′ 6= (R⊥4)τ ′ . (6)

Из равенства (5) видно, что (C ′⊥)τ ′ = (C ′′⊥)τ ′′ = C⊥. Поэтому (R⊥4)τ ′′ ⊆
C⊥ и (R⊥4)τ ′ ⊆ C⊥, причём, как было замечено выше, размерность про-
странства (R⊥4) равна log n + 1, а размерность пространства C⊥ равна
log n + 2 (размерность log n + 1 невозможна из-за (6), а log n + 3 — из-
за нелинейности кода C). Линейный код R содержится в En

2,0, поэтому
1 ∈ R⊥. Число способов, которыми можно выбрать различные гиперпод-
пространства в C⊥, содержащие вершину 1, равняется половине мощно-
сти множества C⊥ без единицы, т. е. равно 2n− 1. Поскольку для пары
неэквивалентных МДР-кодов M ′ и M ′′ найдётся пара различных гипер-
подпространств в C⊥, то множество M(C) разбивается не более чем на
2n− 1 классов эквивалентности. Лемма 2 доказана.

4. Число транзитивных кодов

На множестве E4 введём бинарные операции: через ⊕ будем обозна-
чать сложение, изоморфное сложению в группе Z2 × Z2, а через ∗ —
сложение, изоморфное сложению в группе Z4. Таблицы этих операций
имеют следующий вид:
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∗ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2,

⊕ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 0 3 2
2 2 3 0 1
3 3 2 1 0.

Известно и легко проверяемо

Утверждение 6. Не существует перестановок σ0, σ1, σ2 ∈ S4 таких,
что σ0(σ(x1) ∗ σ(x2)) = x1 ⊕ x2.

Утверждение 7. (a) n-Квазигруппа f(x1, x2, . . . , xn) = x1∗x2∗· · ·∗xn

является изотопно транзитивной.
(b) n-Квазигруппа h(x1, x2, . . . , xn) = x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn является изо-

топно транзитивной. Более того, для любой вершины a ∈ En
4 и любой пе-

рестановки σ0 ∈ S4 такой, что σ0(0) = h(a), найдётся набор перестановок
σ ∈ Sn

4 , для которого выполнены равенства σ0 = a и h(σx) = σ0(h(x)).

Доказательство. (a) Пусть a1 ∗ a2 ∗ · · · ∗ an = a0. Определим
σi(y) = y ∗ai для всех i = 0, . . . , n. Из ассоциативности и коммутативнос-
ти операции ∗ следует равенство

f(σx) = (x1 ∗a1)∗ (x2 ∗a2)∗ · · · ∗ (xn ∗an) = x1 ∗x2 ∗ · · · ∗xn ∗a0 = σ0(f(x)).

(b) Пусть ϕ ∈ S4 такова, что ϕ(0) = 0. Покажем, что при любых
a, b ∈ E4 справедливо равенство

ϕ(a) ⊕ ϕ(b) = ϕ(a⊕ b). (7)

Рассмотрим три случая.
1) Если a = 0 (b = 0), то ϕ(0) ⊕ ϕ(b) = ϕ(b⊕ 0).
2) Если a = b, то ϕ(a) ⊕ ϕ(a) = 0 = ϕ(0) = ϕ(a⊕ a).
3) Пусть a 6= 0, b 6= 0 и a 6= b. Оставшийся элемент из E4 обозначим

через c (a 6= c, b 6= c, 0 6= c). Из таблицы для операции ⊕ видно, что a⊕b 6∈
{a, b, 0} и ϕ(a)⊕ϕ(b) 6∈ {ϕ(a), ϕ(b), 0}, т. е. a⊕ b = c и ϕ(a)⊕ϕ(b) = ϕ(c).

Пусть a1 ⊕ a2 ⊕ · · · ⊕ an = a0. Для перестановки σ0 ∈ S4, (σ0(0) = a0)
определим перестановку ϕ(y) = σ0(y)⊕a0. Очевидно, что ϕ(0) = 0. Пусть
σi(y) = ϕ(y) ⊕ ai при всех i = 1, . . . , n. Тогда из равенства (7) имеем

h(σx) = (ϕ(x1) ⊕ a1) ⊕ (ϕ(x2) ⊕ a2) ⊕ · · · ⊕ (ϕ(xn) ⊕ an)

= ϕ(h(x)) ⊕ a0 = σ0(h(x)).

Утверждение 7 доказано.
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Утверждение 8. Пусть f — изотопно транзитивная n-квазигруппа
и h(y1, y2, . . . , ym) = y1 ⊕ y2 ⊕ · · · ⊕ ym. Тогда (n + m − 1)-квазигруппа
f(x1, . . . , xi−1, h(y), xi+1, . . . , xn) является изотопно транзитивной.

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что
i = n. Пусть b ∈ Em

4 , h(b) = an и a ∈ En
4 . Из условия следует, что

найдутся перестановки σ ∈ Sn
4 и σ0 ∈ S4, удовлетворяющие равенствам

σ0 = a, σ0(0) = f(a) и f(σx) = σ0(f(x)) для всех x ∈ En
4 . Из утверждения

7 следует, что найдётся набор перестановок τ ∈ Sm
4 такой, что h(τy) =

σn(h(y)) и τ0 = b. Тогда

f(σ1(x1), . . . , σn−1(xn−1), h(τy)) = f(σ1(x1), . . . , σn−1(xn−1), σn(h(y)))

= σ0(f(x1, . . . , xn−1, h(y))).

Утверждение 8 доказано.

Лемма 3. Пусть p(n) — число различных представлений числа n в
виде неупорядоченной суммы натуральных слагаемых. Тогда число клас-
сов эквивалентности изотопно транзитивных МДР-кодов длины n+1 не
меньше p(n).

Доказательство. Пусть {x1, x2, . . . , xn} — множество координат.
Рассмотрим его разбиения J = {J(1), J(2), . . . , J(k)}. Спектром разби-
ения будем называть величину Sp(J) = (|J(i1)|, |J(i2)|, . . . , |J(ik)|), где
|J(i1)| ≤ |J(i2)| ≤ · · · ≤ |J(ik)|. Определим функции

h(x̃J(i)) = xj1 ⊕ · · · ⊕ xj|J(i)|
,

где J(i) = {j1, . . . , j|J(i)|} и gJ(x) = h(x̃J(1)) ∗ h(x̃J(2)) ∗ · · · ∗ h(x̃J(k)).
Покажем от противного, что из неравенства спектров Sp(J) 6= Sp(I)
следует неэквивалентность МДР-кодов G(gJ ) и G(gI ). Пусть найдутся
перестановки τ ∈ Sn+1 и σ ∈ Sn+1

4 такие, что

{(x1, x2, . . . , xn+1) | gJ(σx) = σn+1(xn+1)}
= {(x1, x2, . . . , xn+1) | gI(xτ ) = xτ(n+1)}. (8)

Без ограничения общности положим, что |I| ≤ |J |. Поскольку Sp(J) 6=
Sp(I), найдутся такие переменные xi и xj , содержащиеся в разных эле-
ментах разбиения J , что xτ−1(i) и xτ−1(j) содержатся в одном элементе
разбиения I. Подставим в равенства gJ(σx) = σn+1(xn+1) и gI(xτ ) =
xτ(n+1) нули вместо всех переменных, кроме xi, xj, xn+1. Из первого
равенства получаем σi(xi) ∗ σj(xj) ∗ c = σn+1(xn+1), где c ∈ E4 или в
преобразованном виде

σ0(σi(xi) ∗ σj(xj)) = xn+1, (9)
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где σ0 ∈ S4. Из второго равенства, в зависимости от того, в каком эле-
менте разбиения I содержится переменная xτ−1(n+1), получаем

xi ⊕ xj = xn+1 или xi ⊕ xj ⊕ xn+1 = 0 или (xi ⊕ xj) ∗ xn+1 = 0.

По утверждению 6 любое из этих равенств противоречит равенству (9).
Отсюда следует, что равенство (8) неверно.

Из утверждений 7 и 8 следует трансляционная транзитивность МДР-
кодов G(gI) для произвольного разбиения I. МДР-коды, соответствую-
щие различным спектрам, неэквивалентны. Очевидно, что число различ-
ных спектров Sp(I) равно p(n). Лемма 3 доказана.

Теперь оценим число неэквивалентных транзитивных расширенных
совершенных кодов.

Доказательство теоремы. Из леммы 3 следует, что имеется p(n−1)
попарно неэквивалентных изотопно транзитивных МДР-кодов длины n.
Из леммы 1 следует, что, подставив любой из этих МДР-кодов в форму-
лу (1), получим транзитивный расширенный совершенный код длины 4n.
Нетрудно проверить, что среди этих кодов только совершенный расши-
ренный код, соответствующий n-квазигруппе h(x) = x1 ⊕x2 ⊕ · · ·⊕xn−1,
линеен. Тогда из леммы 2 следует, что не более 2n− 1 построенных рас-
ширенных совершенных кодов могут попасть в один класс эквивалентно-

сти. Как показано в [3], p(n) =
1

4n
√

3
eπ
√

2n/3(1+o(1)) при n→ ∞. Тогда

при n → ∞ имеется не менее
p(n− 1) − 1

2n− 1
=

1

4n
√

3
eπ
√

2n/3(1 + o(1)) по-

парно неэквивалентных транзитивных расширенных совершенных кодов
длины 4n. Теорема доказана.
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