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ГЛОБАЛЬНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

И МЕТОДЫ НАХОЖДЕНИЯ ВСЕХ КОРНЕЙ СИСТЕМ

НЕЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В.П.Булатов, Т.И.Белых

Предлагается численный метод нахождения всех вещественных
корней системы нелинейных алгебраических уравнений, основанный
на некоторой редукции исходной задачи в эквивалентную ей вспомо-
гательную задачу. Изложенные в работе конструкции построения от-
сечений текущего корня системы нелинейных алгебраических урав-
нений аналогичны правилам построения отсечений в целочислен-
ном программировании и могут также применяться в итерационных
процессах глобальной оптимизации с использованием необходимых
условий оптимальности.

Введение

Пусть g(x) = (g1(x), . . . , gn(x)), где gi(x), 1 6 i 6 n, — выпуклые,
непрерывно дифференцируемые функции, R0 — выпуклое замкнутое
ограниченное множество из R

n. В [1, 2] рассмотрена задача поиска всех
таких точек x ∈ R0, что

g(x) = 0. (1)

Корни x ∈ R0 системы (1) будем называть различными, если
rang(∇g(x)) = n, и кратности k, 1 6 k < n, если rang(∇g(x)) = n− k.

Мы предполагаем, что число корней системы (1) на R0 конечно и
система имеет различные корни. С помощью приводимой ниже итера-
ционной процедуры находится текущий корень системы (1). Затем этот
корень отсекается с помощью дополнительного полупространства, при-
чём на каждом шаге итерационного процесса остальные корни системы
не отсекаются. Приводимые в работе конструкции построения отсечений
аналогичны правилам построения правильных отсечений в целочислен-
ном программировании [1]; они могут применяться в итерационных про-
цессах глобальной оптимизации с использованием необходимых условий
оптимальности.
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1. Описание вычислительной процедуры поиска всех решений.
Некоторые вспомогательные редукции

Поиск текущего корня системы (1) основан на использовании следу-
ющей вспомогательной конструкции [3]: найти

min{ϕ(x) | x ∈ R}, (2)

где R = {x ∈ En | gi(x) = 0, x ∈ L, 1 6 i 6 m, m 6 n},

L = {x | fj(x) 6 0, 1 6 j 6 l}, (3)

где ϕ(x) = ‖x‖, gi(x), fj(x) — гладкие функции.
Задаче (2)–(3) сопоставим следующую: найти

min{ψ(x) = ||x|| +N
m∑

i=1

gi(x) | x ∈ R0}, (4)

где

R0 = {x | gi(x) ≥ 0, fj(x) 6 0, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 l}, N > 0. (5)

Введём обозначение Φ(x) =

(
g(x)
f(x)

)
, где g(x) ∈ R

m, f(x) ∈ R
l, Φ ∈

R
m+l.

Пусть R0 удовлетворяет условиям регулярности и X есть множество
точек минимума функции ϕ(x) = ||x|| на R0, Rλ — множество оптимумов
в двойственной задаче. Тогда справедливо следующее обобщение теоре-
мы из [3].

Теорема 1. Пусть существует ε > 0 такое, что ||∇Φ(x)Tλ|| > ε||λ||
при любых x ∈ X и λ ∈ Rλ, и ||∇ϕ(x)|| 6 c < ∞. Тогда найдётся N∗

такое, что при любом N > N∗ каждая точка x минимума функции ψ(x)
на R0 удовлетворяет равенству g(x) = 0.

В [1, 3] приводятся две редукции решения задачи (1) к вспомога-
тельным задачам, аналогичным (4), (5). Допустим, что m = n. Пусть
построена последовательность {xj} такая, что g(xj) = 0 при каждом
j = 1, . . . , k. В точке xk определим конус

Lk = {x | ∇g(xk)Tx 6 ∇g(xk)Txk}.

Тогда уравнения рёбер конуса Lk имеют вид:

xj = xk − λjskj , λj > 0, (6)
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где skj — столбцы матрицы, обратной к ∇g(xk) (по условию
|∇g(xk)| 6= 0).

Из уравнений
n∑

i=1
gi(x

k − λjskj) = 0 находим λkj > 0 и соответству-

ющие им точки xkj = xk − λkjskj пересечения лучей (6) с поверхностью
n∑

i=1
gi(x) = 0.

Определим отсекающее xk полупространство {x | βkT
x 6 tk} и следу-

ющее решение xk+1 системы нелинейных уравнений из решения задачи:
найти min{ψ(x) | x ∈ Rk+1}, где Rk+1 = {x | x ∈ Rk, βkT

x 6 tk}.
Пусть Sk — выпуклое замкнутое множество такое, что Sk ⊃ R =

{x | gi(x) = 0, 1 6 i 6 n}, причём все решения системы (1) являются
граничными точками множества Sk. Пусть далее существуют λkj (0 <
λkj < ∞) и соответствующие им точки xkj = xk − λkjskj пересече-
ния лучей (6) с границей множества Sk. Через точки xkj проведём плос-
кость {x | βkT

x = tk} и определим отсекающее xk полупространство
{x | βkT

x 6 tk}. Тогда следующее решение xk+1 системы нелинейных
алгебраических уравнений найдем из решения задачи: найти min{ψ(x) |

x ∈ Rk+1}, где Rk+1 = {x | x ∈ Rk, βkT
x 6 tk}. Из геометрических

соображений следует

Лемма. Пересечение Lk ∩ {x | βkT
x > tk} не содержит решений

системы нелинейных уравнений (1), отличных от xk.

Приведём пример конструктивного построения множеств Sk:

S = Sk(λ) = {x |
n∑

i=1
λigi(x) 6 0 при всех λi > 0} или, как в описанном

выше алгоритме, S = Sk(1) = {x |
n∑

i=1
gi(x) 6 0}.

Теперь рассмотрим задачу булевого программирования: найти

min{ϕ(x) | x ∈ R, xi = 0 ∨ 1, 1 6 i 6 n}, R ⊂ R
n.

Определим e = (1, ..., 1) ∈ R
n, R0 = {x ∈ R

n, 0 6 xi 6 1,
1 6 i 6 n}, gi(x) = xi − x2

i . Очевидно, ограничения gi(x) = xi − x2
i = 0

эквивалентны условию xi = 0 ∨ 1, 1 6 i 6 n, x ∈ R0.
Исходной задаче поставим в соответствие следующую задачу мате-

матического программирования: найти min{ϕ(x) + N
n∑

i=1
gi(x) | x ∈ R,

gi(x) > 0, 1 6 i 6 n}, N > 0.
Если ϕ(x) — вогнутая функция и R задано системой линейных нера-

венств: R = {x | Ax 6 b}, то последнюю задачу можно переписать в
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виде: найти
min{ϕ(x) +NxT (e− x) | x ∈ R ∩R0}.

Эта задача есть задача минимизации вогнутой функции на выпуклом
многограннике. Известно, что существует такое N∗, что при любом
N > N∗ множество глобальных минимумов в последней задаче совпада-
ет с множеством оптимальных целочисленных решений исходной задачи.

Пусть требуется найти

min{ϕ(x) | fi(x) = 0, i = 1,m, m < n}. (7)

Допустим, что необходимые условия оптимальности в задаче (7) опре-
деляют систему нелинейных алгебраических уравнений с выпуклыми
функциями в левых частях: g(x, λ) = 0, здесь λ — вектор двойствен-
ных переменных. Задача (7) эквивалентна поиску минимума функции
ϕ(x) на решениях системы g(x, λ) = 0 с выпуклыми функциями в левых
частях. В случае вогнутой функции ϕ(x) аналогичный итерационный
процесс решения (7) приводится в [1]. Ниже даются примеры задач, сво-
димых к задаче (1).

1) Пусть задана система уравнений вида

xTAjx+ bj
T

x+ cj = 0, 1 6 j 6 n. (8)

Здесь матрицы Aj, вообще говоря, не определены. Система (8) эквива-
лентна системе

{xjA1jx+ xTA2jx+ (b1j)Tx+ (b2j)Tx+ c1j + c2j = 0}, 1 6 j 6 n,

где A1j неотрицательно, а A2j неположительно определенные матрицы.
Вводя новые переменные yj, получим систему

xTA1jx+ (b1j)Tx+ c1j + yj = 0,

−xjA2jx+ (b2j)Tx+ c2j + yj = 0

2n уравнений с выпуклыми функциями в левых частях.
2) Пусть дана система уравнений

ϕ1j(x) + ϕ2j(x) = 0, 1 6 j 6 n, (10)

где ϕ1j(x) — выпуклые, а ϕ2j(x) — вогнутые функции. Очевидно, система
(10) эквивалентна системе

ϕ1j(x) + yj = 0, −ϕ2j(x) + yj = 0

2n уравнений с выпуклыми функциями в левых частях.
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2. Численные методы глобальной оптимизации на основе
необходимых условий оптимальности

Применим теперь изложенную технику для решения более общих за-
дач математического программирования: найти

max{ϕ(x) | qj(x) 6 0, 1 6 j 6 m}. (11)

Здесь ϕ(x) — выпуклая гладкая функция, qj(x), 1 6 j 6 m, — гладкие
функции, максимум понимается в глобальном смысле.

Запишем в форме равенства qj(x)+y2
j = 0, 1 6 j 6 m, ограничения в

задаче (11), сопоставим ей функцию Лагранжа и выпишем необходимые
условия экстремума. Тогда эквивалентная (11) задача будет иметь вид:
найти

max{ϕ(x) | qj(x) + y2
j = 0,

∇ϕ(x) + λT∇q(x) = 0; λjyj = 0, 1 6 j 6 m}. (12)

В обозначениях

∂ϕ

∂xi
+

m∑

j=1

λj
∂qj
∂xi

= ψi, 1 6 i 6 n; qj(x) + y2
j = ψj; j = n+ 1, ..., n +m;

2λjyj = ψj ; j = n+m+ 1, ..., n + 2m

получим
max{ϕ(x) | ψj(x, y, λ) = 0; j = 1, ..., n + 2m}. (13)

Допустимое множество последней задачи задано замкнутой системой
нелинейных алгебраических уравнений. Среди решений системы нас ин-
тересуют лишь решения, принадлежащие выпуклому замкнутому ком-
пакту R0.

Предположим, что множество решений системы ψj(x, y, λ) = 0 ко-
нечно на R0, т. е. рассматриваются лишь изолированные корни. Тогда
исходная задача (11) эквивалентна задаче поиска максимума выпуклой
функции ϕ(x) на конечном множестве R = {x | x ∈ R0, ψj(x, y, λ) =
0, j = 1, ..., n + 2m}.

Данная задача исследовалась ранее в работах [1, 3], в которых пред-
ложены различные редукции этой задачи и методы отсечения.

Задаче (13) поставим в соответствие следующую вспомогательную за-
дачу поиска локального максимума выпуклой функции аналогично тому,
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как это сделано ранее: найти

max{ϕ(x) +N
n+2m∑

j=1

ψj(x, y, λ) | x ∈ R}, (14)

R = {(x, y, λ) | ψj(x, y, λ) 6 0, j = 1, ..., n + 2m; x ∈ R0}, N > 0. (15)

Согласно теореме 1 при любом достаточно большом N каждое ло-
кальное оптимальное решение (x∗, y∗, λ∗) задачи (14), (15) удовлетворяет
условию ψj(x

∗, y∗, λ∗) = 0 при любом j = 1, ..., n + 2m.
Допустим, что задача (14), (15) не вырождена, т. е. |∇ψj(x

∗, y∗, λ∗)|6=0
на любом её решении, и кроме того, вектор-функция ψj(x, y, λ) выпукла
по совокупности своих аргументов. Нетрудно видеть, что в этом случае
поиск локального решения в задаче (14), (15) сводится к последователь-
ной максимизации на выпуклом множестве линейных функций [1—3].
Перейдем теперь к применению описанного выше метода для решения
задачи (13).

Итак, пусть уже найдена точка zk = {xk, yk, λk}, являющаяся реше-
нием следующей задачи математического программирования типа (14),
(15): найти

max{ϕ(x) +N
n+2m∑

j=1

ψj(x, y, λ) | (x, y, λ) ∈ Rk},

Rk = {(x, y, λ) | ψj(x, y, λ) 6 0, j = 1, ..., n + 2m; x ∈ R0},

siT z 6 ti, i = 1, ..., k.

Пусть βk = max{ϕ(xk), βk−1}. В точке zk определим конус

Lk = {z | ∇ψ(xk, yk, λk)T z 6 ∇ψ(xk, yk, λk)T zk}. (16)

В силу предположения матрица ∇ψ(xk, yk, λk) невырожденная. Тогда
уравнения рёбер конуса (16) будут иметь вид

zj = zk − λjskj, j = 1, ..., n + 2m; zk = {xk, yk, λk}, λj > 0, (17)

где skj — столбцы матрицы, обратной к ∇ψ(zk).

Из уравнений ψ(zk − λjskj) = βk, где ψ(z) = ϕ(x) + N
n+2m∑
j=1

ψj(z),

определяем параметры λkj и соответствующие им точки zkj пересечения
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лучей из (17) с границей множества {z | ψ(z) 6 βk}. В силу невы-
рожденности матрицы ∇ψ(xk, yk, λk) при j, 1 6 j 6 n + 2m, имеем
λkj > 0. Через точки zkj проведём плоскость и построим полупростран-
ство {z | (sk+1)T z 6 tk+1}, не содержащее zk. Очередное приближение
zk+1 получим из решения задачи: найти

max{ψ(z) | z ∈ Rk, (sk+1)T z 6 tk+1},

причём ψj(z
k+1) = 0 при любом j = 1, ..., n + 2m. Через конечное число

шагов получим решение задачи (13).

Замечание. Приводимое в работе предположение о выпуклости
функции ψj(x, y, λ) по совокупности переменных не столь обременитель-
но, как кажется на первый взгляд. Если ψj(x) и qi(x) в задаче заданы
произвольными «отрезками» степенного ряда, то введением новых пере-
менных за счёт увеличения размерности можно построить эквивалент-
ную задачу типа (13) с выпуклыми функциями в левых частях системы
ограничений.
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