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МОДИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМА ФУРЬЕ–МОЦКИНА

ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ТРИАНГУЛЯЦИИ И

ЕЁ ЗВЁЗДНОЙ РАЗВЁРТКИ∗)

В.Н.Шевченко, Д.В. Груздев

Вводится понятие звёздной развёртки симплициального комплек-
са и предлагается алгоритм одновременного построения триангуля-
ции и звёздной развёртки симплициального комплекса её граней для
точечной конфигурации в общем положении.

Введение

Рассмотрим выпуклый многогранник M размерности dim(M) = d,
который является выпуклой оболочкой конечного множества точек и
далее называется d-мерным политопом. Через int(M) обозначим мно-
жество внутренних точек политопа M , а через Γi(M) — множество его
i-мерных граней, i = −1, . . . , d. Пустое множество ∅ считается гранью
политопа M размерности −1. Таким образом, Γ−1(M) = {∅} и Γd(M) =

{M}. Положим Γ(M) =
d⋃

i=−1
Γi(M). Грани из Γ(M)\{M} называются

собственными гранями политопа M , а (d − 1)-мерные грани политопа
M называются его гипергранями. Если |Γ0(M)| = d + 1, то M назы-
вается d-мерным симплексом. Таким образом, d-мерный симплекс есть
выпуклая оболочка d + 1 аффинно независимых точек. Политоп M на-
зывается симплициальным, если все его собственные грани являются
симплексами. Заметим, что для симплициальности политопа достаточно
потребовать, чтобы его гиперграни являлись симплексами.

Выпуклую оболочку множества точек A обозначим через [A], а его
аффинную оболочку — через aff(A). Конечное множество точек
A = {a1, . . . , an} из R

d называется точечной конфигурацией. Точечная
конфигурация A ⊂ R

d, для которой выпуклая оболочка [A] является
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d-мерным политопом, называется d-мерной точечной конфигурацией. Го-
ворят, что точки a1, . . . , an из R

d находятся в общем положении, если
любое их подсемейство ai1 , . . . , aip , p 6 d + 1, аффинно независимо. То-
чечная конфигурация A = {a1, . . . , an} из R

d, точки a1, . . . , an которой
находятся в общем положении, называется точечной конфигурацией в

общем положении. Если порядок точек в множестве A зафиксирован,
то последовательность точек будем обозначать через Â = (a1, . . . , an).
Размерность d при получении оценок временно́й сложности алгоритмов
будем считать константой.

Фундаментальный факт теории линейных неравенств — теорема Мин-
ковского–Вейля — утверждает, что множество M ⊂ R

d является поли-
топом тогда и только тогда, когда M совпадает с множеством решений
некоторой конечной системы линейных неравенств и ограничено, при-
чём если dim(M) = d, то такой системой является система неравенств,
соответствующая гиперграням политопа M . Для перехода от одного опи-
сания политопа к другому в разное время было предложено несколько
алгоритмов. Одним из них и, по всей вероятности, первым по времени
создания является алгоритм Минковского (см., например, [7]), требую-
щий для начала работы всего входного описания политопа и непосред-
ственно следующий из теоремы Минковского–Вейля. Другим алгорит-
мом является алгоритм Фурье–Моцкина, основная идея которого, вос-
ходящая к Фурье и развитая Моцкиным, выражена в методе двойно-
го описания [4, 12] (см. также [7]) и методе «под-над» [6, 13]. Пусть
d-мерный политоп M задан выпуклой оболочкой конечного множества
точек A = {a1, . . . , aN} ⊂ R

d. Алгоритм Минковского для каждого аф-
финно независимого d-элементного подмножества A′ ⊆ A, по одну сто-
рону аффинной оболочки которого располагаются все точки множества
A, получает неравенство, задающее соответствующее полупространство.
Полученная система неравенств является выходом алгоритма Минков-
ского, который имеет временну́ю сложность O(Nd). В то же время ал-
горитм Фурье–Моцкина, являясь итерационным, на каждой итерации
получает очередную точку множества A и строит систему неравенств,
описывающую выпуклую оболочку полученного множества точек, что
позволяет оценить временну́ю сложность его модификации (метод «под-
над») величиной O(N ⌊d/2⌋+1).

Говорят, что симплексы, составляющие некоторое конечное мно-
жество, расположены правильно [5], если пересечение любых двух сим-
плексов является их общей гранью (возможно, пустой).

Триангуляцией d-мерной точечной конфигурации A ⊂ R
d называ-
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ется такое множество T (A) правильно расположенных d-мерных сим-
плексов с вершинами из A, что их объединение есть политоп [A]. Гра-
ни симплексов триангуляции называются гранями триангуляции. Тогда

при i = −1, 0, . . . , d множество Γi(T (A)) =
t⋃

τ=1
Γi(Sτ ) является множе-

ством i-мерных граней триангуляции T (A) = {S1, . . . , St} и Γ(T (A)) =
d⋃

i=−1
Γi(T (A)) есть множество всех граней триангуляции T (A). Легко ви-

деть, что (d − 1)-мерная грань F триангуляции T (A), которой принад-
лежит внутренняя точка из [A], является общей гранью ровно двух сим-
плексов из T (A); в противном случае F является гранью единственного
симплекса из T (A). Грань F триангуляции T (A) назовём внутренней,
если в F имеется внутренняя точка из [A], в противном случае назовём
её внешней. Множество внешних (d − 1)-мерных граней триангуляции
T (A) точечной конфигурации A обозначим через H(T (A)), а множество
всех триангуляций точечной конфигурации A — через T (A). Множество
всех триангуляций d-мерных точечных конфигураций обозначим через
Td.

Симплициальным комплексом называется конечное непустое множе-
ство C правильно расположенных симплексов из R

d (называемых граня-

ми комплекса C), которое содержит все грани своих симплексов. Размер-

ностью dim(C) симплициального комплекса C считается наибольшая из
размерностей симплексов из C. Симплициальный комплекс C называет-
ся однородным, если каждый симплекс из C имеет размерность dim(C).
Таким образом, все максимальные по включению грани однородного
симплициального комплекса C, называемые его гипергранями, и толь-
ко они имеют размерность dim(C). Через Γi(C) обозначим множество
i-мерных граней симплициального комплекса C, i = −1, 0, . . . ,dim(C).
Звездой

star(F,C) = {F ′ ∈ C | F ⊆ F ′}
⋃

Γ(F )

грани F симплициального комплекса C называется его подкомплекс, со-
стоящий из всех граней комплекса C, содержащих F , и всех граней ком-
плекса C, содержащихся в F . Заметим, что множество Γ(T ) всех граней
триангуляции T ∈ Td является d-мерным однородным симплициальным
комплексом. В дальнейшем будут рассматриваться только однородные
симплициальные комплексы, которые будем называть симплициальны-
ми комплексами.

Симплициальные комплексы C1 и C2 называются изоморфными, ес-
ли между ними можно установить биекцию ϕ, сохраняющую отношение
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включения: для любых граней F1, F2 из C1 включение F1 ⊆ F2 имеет
место тогда и только тогда, когда ϕ(F1) ⊆ ϕ(F2). Заметим, что такая би-
екция ϕ сохраняет также и размерность: dim(F ) = dim(ϕ(F )) для любой
грани F ∈ C1.

Развёрткой симплициального комплекса C называется такая после-
довательность его гиперграней L = (S1, . . . , St), что при l = 1, . . . , t мно-

жество Γ(Sl)\(
l−1⋃
τ=1

Γ(Sτ )) имеет единственный минимальный по включе-

нию элемент, называемый l-м разделителем развёртки L и обозначаемый
через Gl(L). Для грани F симплекса S положим

⌊F, S⌋ = {F ′ ∈ Γ(S) | F ∈ Γ(F ′)}.

Тогда C = ⌊G1(L), S1⌋∪⌊G2(L), S2⌋∪· · ·∪⌊Gt(L), St⌋, причём ⌊Gj(L), Sj⌋∩
⌊Gk(L), Sk⌋ = ∅ при j 6= k. Последовательность разделителей развёрт-
ки L обозначим через G(L) = (Gl(L), . . . , Gt(L)). Из определения раз-
вёртки следует, что все разделители развёртки L различны, G1(L) = ∅,
dim(G2(L)) = 0 и справедлива следующая

Лемма 1. Пусть L = (S1, . . . , St) является развёрткой симплициаль-

ного комплекса C. Если грань F из Γ(C) принадлежит единственному

симплексу Sj развёртки L, то Gj(L) ∈ Γ(F ).

Пусть L = (S1, . . . , St) — развёртка симплициального комплекса C.
Через τ(L) = (τ1, . . . , τq) обозначим вектор, называемый далее τ -векто-

ром, в котором τ1, . . . , τq являются упорядоченными по возрастанию
номерами нульмерных разделителей развёртки L. Так как
q = |Γ0(C)| − dim(C) − 1, то

C = ⌊∅, S1⌋ ∪ ⌊Gτ1(L), S2⌋ ∪ ⌊Gτ1+1(L), S3⌋ ∪ · · · ∪ ⌊Gτ2−1(L), Sτ2−1⌋

∪ ⌊Gτ2(L), Sτ2⌋ ∪ ⌊Gτ2+1(L), Sτ2+1⌋ ∪ · · · ∪ ⌊Gτ3−1(L), Sτ3−1⌋ ∪ . . .

∪ ⌊Gτq(L), Sτq⌋ ∪ ⌊Gτq+1(L), Sτq+1⌋ ∪ . . . ∪ ⌊Gt(L), St⌋.

Если в любой строке первый разделитель является гранью каждого из
следующих в ней разделителей (Gτµ(L) ∈ Γ(Gτ ) при любом µ = 1, . . . , q
и при любом τ = τµ, . . . , τµ+1 − 1, где τ(L) = (τ1, . . . , τq) и τq+1 = t + 1),
то развёртку L назовём звёздной. Положим ∆0(L) = Γ(S1) и ∆n(L) =
τn+1−1⋃

j=1
Γ(Sj) при n = 1, . . . , q. Тогда нетрудно доказать следующее утвер-

ждение, дающее эквивалентное определение введенного понятия.

Лемма 2. Развёртка L = (S1, . . . , St) симплициального комплекса C
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является звёздной тогда и только тогда, когда

∆n(L) = ∆n−1(L) ∪ star(Gτn(L),∆n(L)) при каждом n = 1, . . . q,

где τ(L) = (τ1, . . . , τq) и τq+1 = t+ 1.

Теперь становится почти очевидной следующая конкретизация лем-
мы 1, которая понадобится в разделе 2.

Лемма 3. Пусть Gk(L) является последним нульмерным разделите-

лем звёздной развёртки L = (S1, . . . , St) симплициального комплекса C.

Если для грани F ∈ Γ(C) существует единственная гипергрань Sj сим-

плициального комплекса C такая, что Sj ⊇ F , и если v ∈ Γ0(Sj)\Γ0(F ),
то Gk(L) 6= v.

Следствие 1. Если для каждой вершины v ∈ Γ0(C) симплициально-

го комплекса C существуют грань F и гипергрань S такие, что

v ∈ Γ0(S)\Γ0(F ) и гипергрань S является единственной гипергранью

симплициального комплекса C такой, что S ⊇ F , то симплициальный

комплекс C не имеет звёздной развёртки.

Развёрткой триангуляции T ∈ Td называется развёртка симплици-
ального комплекса Γ(T ) её граней. Триангуляцию назовём разворачивае-

мой, если она имеет развёртку, и неразворачиваемой в противном случае.
Триангуляцию, имеющую звёздную развёртку, назовём звёздно развора-

чиваемой.
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Рис. 1

В качестве примера рассмотрим плоскую (d = 2) точечную конфигу-
рацию (см. рис. 1) A5 = {a1, a2, a3, a4, a5}, где a1 = (0, 1),
a2 = (−2, 0), a3 = (2, 0), a4 = (0, 3), a5 = (0,−1), и её триангуляцию
T = {S1, S2, S3, S4}, где S1 = [a1, a2, a3], S2 = [a1, a2, a4], S3 = [a1, a3, a4],
S4 = [a2, a3, a5]. Последовательность симплексов L1 = (S2, S3, S4, S1) не
является развёрткой триангуляции T , поскольку множество

Γ(S4)\

(
3⋃

τ=2

Γ(Sτ )

)
= {a5, [a2, a3], [a2, a5], [a3, a5], [a2, a3, a5]}
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имеет два минимальных по включению элемента: a5 и [a2, a3]. Последо-
вательности симплексов L2 = (S1, S2, S3, S4) и L3 = (S1, S2, S4, S3) явля-
ются развёртками триангуляции T с последовательностями разделите-
лей G(L2) = (∅, a4, [a3, a4], a5), G(L3) = (∅, a4, a5, [a3, a4]) и τ -векторами
τ(L2) = (2, 4), τ(L3) = (2, 3) соответственно. Так как a5 /∈ [a3, a4], то
L3 не является звёздной развёрткой триангуляции T , в то время как L2

является таковой. Поэтому триангуляция T является звёздно развора-
чиваемой.

Известен пример [15] неразворачиваемой триангуляции трехмерной
точечной конфигурации. Таким образом, естественной оказывается за-
дача одновременного построения триангуляции и её развёртки для то-
чечной конфигурации. Известно (см., например, [14]), что это можно
сделать.

В настоящей статье получены следующие результаты. В разделе 1
построен пример разворачиваемой триангуляции, не имеющей звёздной
развёртки. В разделе 2 описана модификация алгоритма Фурье–Моцкина
(ТФМ-алгоритм, см. [10]) для построения триангуляции точечной кон-
фигурации. Из [11] (см. также [16]) следует алгоритм построения раз-
вёртки комплекса собственных граней выпуклой оболочки точечной кон-
фигурации в общем положении, практическая реализация которого пред-
ставлена в разделе 3. В разделе 4 предлагается анонсированная в [9] мо-
дификация алгоритма Фурье-Моцкина (РТФМ-алгоритм), которая для
точечной конфигурации в общем положении одновременно строит триан-
гуляцию, используя ТФМ-алгоритм, и звёздную развёртку этой триангу-
ляции. Основной результат представлен в теореме 3, которая утвержда-
ет, что РТФМ-алгоритм строит с временно́й сложностью O(N ⌊d/2⌋+1) +
O(N ⌊(d+1)/2⌋ logN) звёздно разворачиваемую триангуляцию T (AN ) и её
звёздную развёртку LN для d-мерной точечной конфигурации AN ⊂ R

d

в общем положении, заданной последовательностью точек ÂN = (a1, . . .,
aN ).

1. Пример разворачиваемой триангуляции, не имеющей
звёздной развёртки

Покажем, что существует пример разворачиваемой триангуляции, не
имеющей звёздной развёртки.

Пусть V7 = {v1, . . . , v7} и T (V7) = {S1, . . . , S10}, где v1 = (0, 0, 9),
v2 = (−1,−6, 8), v3 = (−4, 4, 8), v4 = (6, 2, 8), v5 = (1,−6, 0), v6 =
(−6, 2, 0), v7 = (4, 4, 0) и S1 = [v1, v5, v6, v7], S2 = [v1, v4, v6, v7], S3 =
[v1, v3, v4, v6], S4 = [v1, v2, v5, v7], S5 = [v1, v2, v4, v7], S6 = [v1, v3, v5, v6],
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S7 = [v1, v2, v3, v5], S8 = [v3, v4, v6, v7], S9 = [v2, v4, v5, v7], S10 = [v2, v3, v5,
v6].
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Рис. 2

Политопиальным разбиением d-мерного политопа M называется та-
кое множество P = {P1, . . . , Ph} d-мерных политопов, вершины которых
являются вершинами политопа M , что объединение этих политопов сов-
падает с M , а пересечение любых двух из них является их общей гранью
(возможно, пустой). Триангуляцией политопа называется триангуляция
точечной конфигурации его вершин. Положим P1 = [v1, v3, v4, v6, v7],
P2 = [v1, v2, v4, v5, v7], P3 = [v1, v2, v3, v5, v6]. Тогда Γ2(P1) = {[v1, v3, v4],
[v1, v4, v7], [v1, v6, v7], [v1, v3, v6], [v3, v4, v7], [v3, v6, v7]}, Γ2(P2) = {[v1, v2, v4],
[v1, v4, v7], [v1, v5, v7], [v1, v2, v5], [v2, v4, v5], [v4, v5, v7]}, Γ2(P3) = {[v1, v2, v3],
[v1, v3, v6], [v1, v5, v6], [v1, v2, v5], [v2, v3, v6], [v2, v5, v6]}. Теперь заметим,
что P = {S1, P1, P2, P3} является политопиальным разбиением поли-
топа [V7], а множества симплексов T1 = {S2, S3, S8}, T2 = {S4, S5, S9},
T3 = {S6, S7, S10} являются триангуляциями политопов P1, P2, P3 соот-
ветственно. Поэтому T (V7) = {S1, . . . , S10} является триангуляцией то-
чечной конфигурации V7 = {v1, . . . , v7}.

Теорема 1. Триангуляция T (V7) является разворачиваемой, но не

является звёздно разворачиваемой.

Доказательство. Действительно, легко проверить, что триангуляция
T (V7) имеет развёртку L′ = (S1, . . . , S10) с последовательностью раздели-
телей G(L′) = (∅, v4, v3, v2, [v2, v4], [v3, v5], [v2, v3], [v3, v7], [v4, v5], [v2, v6]).
Покажем, что триангуляция T (V7) не имеет звёздной развёртки. Пред-
положим, что звёздная развёртка L = (Si1 , . . . , Si10) существует. Пусть
Gk(L) является её последним нульмерным разделителем в последова-
тельности разделителей G(L). Тогда Gk(L) ∈ {v1, . . . , v7}.

Из леммы 3 следует, что:
Gk(L) 6= v1, так как симплекс S1 = [v1, v5, v6, v7] является единственным
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симплексом триангуляции T (V7), имеющим грань F1 = [v5, v6, v7];
Gk(L) 6= v2, v7, так как симплекс S9 = [v2, v4, v5, v7] является единствен-
ным симплексом триангуляции T (V7), имеющим грань F2 = [v4, v5];
Gk(L) 6= v3, v5, так как симплекс S10 = [v2, v3, v5, v6] является единствен-
ным симплексом триангуляции T (V7), имеющим грань F3 = [v2, v6];
Gk(L) 6= v4, v6, так как симплекс S8 = [v3, v4, v6, v7] является единствен-
ным симплексом триангуляции T (V7), имеющим грань F4 = [v3, v7].

Таким образом, Gk(L) /∈ {v1, . . . , v7}. Полученное противоречие пока-
зывает неверность сделанного предположения. Теорема 1 доказана.

Рассмотрим d-мерную точечную конфигурацию A = {a1, . . . , an} из
R

d и в случае n > d + 2 такие вещественные числа λ1, . . . , λn, что
dim([A′]) = d + 1, где a′i = (ai, λi), i = 1, . . . , n, и A′ = {a′1, . . . , a

′
n}.

Пусть T ′+ — множество тех d-мерных граней политопа [A′], внутрен-
няя нормаль к которым имеет положительную последнюю компонен-
ту. Если все такие грани симплициальны, то T+ = {[ai1 , . . . , aid+1

] |
[a′i1 , . . . , a

′
id+1

] ∈ T ′+} является триангуляцией точечной конфигурации
A и называется регулярной триангуляцией (см., например, [14, 16]). В
случае n = d+ 1 точечная конфигурация A имеет единственную триан-
гуляцию T = {[A]}, которая также называется регулярной триангуляци-

ей. В [14] введено понятие слаборегулярной триангуляции: триангуляция
T d-мерной точечной конфигурации A называется слаборегулярной [14],
если существует d-мерная точечная конфигурация A∗, имеющая такую
регулярную триангуляцию T ∗, что симплициальный комплекс Γ(T ∗) её
граней изоморфен симплициальному комплексу Γ(T ) граней триангуля-
ции T . Регулярные триангуляции, а следовательно, и слаборегулярные
триангуляции являются разворачиваемыми (см., например, [14]).

В [14] предложен пример слаборегулярной триангуляции, не явля-
ющейся регулярной. Пример, рассмотренный в этом разделе, является
его целочисленной модификацией, что существенно облегчает компью-
терную обработку данных. Вопрос о связи понятий «слаборегулярная
триангуляция» и «звёздно разворачиваемая триангуляция» остается от-
крытым, как и вопрос о связи понятий «регулярная триангуляция» и
«звёздно разворачиваемая триангуляция».

2. ТФМ-алгоритм

Сначала введём необходимые понятия. Пусть A ⊂ R
d — d-мерная то-

чечная конфигурация в общем положении. Если x = (x1, . . . , xd) ∈ R
d

и b = (b0, b1, . . . , bd) ∈ R
d+1, то положим x = (1, x1, . . . , xd) и (b, x) =

b0 + b1x1 + · · ·+ bdxd. Для F ∈ Γd−1([A]) через bAF = b
[A]
F обозначим такой

вектор из R
d+1, что (bAF , x) = 0 при любом x ∈ F и (bAF , x) > 0 при любом
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x ∈ [A]. Тогда из доказательства теоремы Минковского–Вейля (см., на-
пример, [2, 3]) следует, что политоп [A] = {x ∈ R

d | (bAF , x) > 0 при любом
F из Γd−1([A]))}. Заметим, что если T (A) ∈ T (A) является триангуля-
цией d-мерной точечной конфигурации A ⊂ R

d в общем положении, то
множество H(T (A)) внешних (d− 1)-мерных граней триангуляции T (A)
совпадает с множеством Γd−1([A]) гиперграней политопа [A].

Пусть H — конечное множество k-мерных симплексов. Положим

Γi(H) =
⋃

S∈H

Γi(S), i = −1, 0, . . . , k, и Γ(H) =
k⋃

i=−1
Γi(H). Два k-мерных

симплекса S1, S2 назовём смежными, если их пересечение является их
общей (k − 1)-мерной гранью. Граф G∗(H) = (H,E(H)) с множеством
вершин H и множеством рёбер

E(H) = {{S1, S2} ⊆ H | S1 ∩ S2 ∈ Γk−1(S1) ∩ Γk−1(S2)}

назовём графом смежности множества k-мерных симплексов H.
В [10] описана модификация алгоритма Фурье–Моцкина для построе-

ния триангуляции d-мерной точечной конфигурации A ⊂ R
d, названная

ТФМ-алгоритмом. Предполагается, что входом ТФМ-алгоритма явля-
ется произвольная d-мерная точечная конфигурация AN = {a1, . . . , aN}
из R

d в общем положении, заданная последовательностью точек ÂN =
(a1, . . . , aN ). Положим An = {a1, . . . , an} и Ân = (a1, . . . , an) при n =
d+ 1, . . . , N . Сначала ТФМ-алгоритм полагает

T (Ad+1) = {[Ad+1]} ∈ T ([Ad+1]), Hd+1 = H(T (Ad+1)) = Γd−1([Ad+1]),

Ed+1 = {{F1, F2} | F1, F2 ∈ Hd+1, F1 6= F2}

и далее последовательно при n = d + 1, . . . , N − 1 производит итера-
цию, на которой по уже построенным T (An) ∈ T (An), Hn = H(T (An)) =
Γd−1([An]), G∗(Hn) = (Hn, En) и bAn

F для каждой грани F ∈ Hn строит
TFMT (T (An),Hn, an+1) = T (An+1) ∈ T (An+1), TFM∂(Hn, En, an+1) =
(Hn+1, En+1) = G∗(Hn+1), где Hn+1 = H(T (An+1)) = Γd−1([An+1]), а
также bAn+1

F для каждой грани F ∈ Hn+1. ТФМ-алгоритм на итерации,
соответствующей появлению на его входе точки an+1, производит сле-
дующие действия: построить H−

n = {F ∈ Hn | (bAn

F , an+1) < 0}, если
H−

n = ∅ (an+1 ∈ [An]), то положить T (An+1) = T (An) и Hn+1 = Hn,
если же H−

n 6= ∅ (an+1 /∈ [An]), то построить множество T (An+1) =
T (An)

⋃
{[F−, an+1] | F− ∈ H−

n }, оказывающееся триангуляцией точеч-
ной конфигурации An+1, и Hn+1 = H(T (An+1)) = Γd−1([An+1]). Выходом
ТФМ-алгоритма является триангуляция T (AN ) ∈ T (AN ) и множество
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HN = H(T (AN )) = Γd−1([AN ]). Временна́я сложность ТФМ-алгоритма
не превосходит O(N ⌊d/2⌋+1).

Описание ТФМ-алгоритма содержится в [10]. Заметим, что для осу-
ществления итерации ТФМ-алгоритма вместо всей граневой структу-
ры триангуляции оказалось возможным использовать граф смежности
G∗(Hn) и триангуляцию T (An). Справедлива следующая

Лемма 4 [10]. Если AN = {a1, . . . , aN} ⊂ R
d является d-мерной то-

чечной конфигурацией в общем положении и n ∈ {d + 1, . . . N − 1}, то

ТФМ-алгоритм по T (An) ∈ T (An), Hn = H(T (An)) = Γd−1([An]), графу

смежности G∗(Hn) и bAn

F для каждой грани F ∈ Hn строит T (An+1) из

множества T (An+1), Hn+1 = H(T (An+1)) = Γd−1([An+1]), граф смежнос-

ти G∗(Hn+1) = (Hn+1, En+1) и b
An+1

F для каждой грани F ∈ Hn+1.

Таким образом, на вход ТФМ-алгоритма последовательно подаются
точки a1, a2, . . . , aN из R

d, задающие d-мерную точечную конфигурацию
AN в общем положении.

ТФМ-алгоритм выдает TFMT (ÂN ) = T (AN ) из T (AN ) и

TFM∂(ÂN ) = HN = H(T (AN )) = Γd−1([AN ]),

а также bAN

F для каждой грани F ∈ HN , выполнив следующие шаги.
Шаг 1. Положить T (Ad+1) = {[Ad+1]}, Hd+1 = Γd−1([Ad+1]), Ed+1 =

{{F1, F2} | F1, F2 ∈ Hd+1, F1 6= F2} и для каждой грани F ∈ Hd+1

найти bAd+1

F .
Шаг 2. Последовательно для n = d + 1, . . . , N − 1 выполнить ите-

рацию ТФМ-алгоритма, построив T (An+1) = TFMT (T (An),Hn, an+1),
(Hn+1, En+1) = TFM∂(Hn, En, an+1) и bAn+1

F для каждой грани F ∈ Hn+1.
Справедлива следующая

Теорема 2 [10]. Если AN = {a1, . . . , aN} ⊂ R
d является d-мерной

точечной конфигурацией в общем положении, заданной последователь-

ностью точек ÂN = (a1, . . . , aN ), то ТФМ-алгоритм строит с временно́й

сложностью O(N ⌊d/2⌋+1) триангуляцию T (AN ) ∈ T (AN ) и множество

HN = H(T (AN )) = Γd−1([AN ]).

3. Развёртка симплициального комплекса собственных граней
выпуклой оболочки точечной конфигурации

в общем положении

Рассмотрим d-мерный симплициальный политоп M ⊂ R
d и в соответ-

ствии с [11] (см. также [16]) покажем, как можно построить развёртку



Модификация алгоритма Фурье–Моцкина 87Модификация алгоритма Фурье–Моцкина 87Модификация алгоритма Фурье–Моцкина 87

симплициального комплекса его собственных граней. Пусть v — внутрен-
няя точка политопа M и вектор a таковы, что аффинные оболочки раз-
личных гиперграней политопа M пересекают прямую l = {v+ta | t ∈ R}
в различных точках. Тогда если двигаться вдоль прямой l = {v + ta |
t ∈ R} из точки v, увеличивая t от 0 до ∞, а затем — от −∞ до 0, то все
гиперграни политопа будут строго упорядочены в соответствии с мо-
ментами пересечения их аффинных оболочек при описанном движении
вдоль прямой. Действительно, множество гиперграней Γd−1(M) поли-
топа M упорядочивается таким образом, что Γd−1(M) = {F1, . . . , Fm},
v + tja = aff(Fj) ∩ l и

1

t1
>

1

t2
> · · · >

1

tm
.

Тогда из [11] (см. также [16, стр. 241]) следует

Лемма 5. Последовательность (F1, . . . , Fj) является развёрткой сим-

плициального комплекса
j⋃

i=1
Γ(Fi), j = 1, . . . ,m.

Пусть n > d + 1, точки a1, . . . , an, a из R
d находятся в общем по-

ложении и a /∈ M = [a1, . . . , an]. Заметим, что M является d-мерным
симплициальным политопом, а точки a1, . . . , ad+1 аффинно независимы.
Положим V = (a1, . . . , ad+1), H− = {F ∈ Γd−1(M) | (bMF , a) < 0} и
H+ = {F ∈ Γd−1(M) | (bMF , a) > 0}. Тогда H = H− ∪ H+ = Γd−1(M).
Покажем, каким образом могут быть построены развёртки симплици-
альных комплексов Γ(H) и Γ(H−).

На множестве векторов введём лексикографический порядок, счи-
тая вектор q1 = (q11 , . . . , q

1
k) ∈ R

k лексикографически меньше вектора
q2 = (q21 , . . . , q

2
k) ∈ R

k и обозначая это через q1 ≺ q2, если существует
такое i ∈ {1, . . . , k}, что q1j = q2j при j = 1, . . . , i − 1 и q1i < q2i . Тогда,
очевидно, справедлива

Лемма 6. Если q1 = (q11, . . . , q
1
k) ∈ R

k и q2 = (q21 , . . . , q
2
k) ∈ R

k, то

существует такое δ
′

> 0, что при любом положительном δ < δ
′

:

q1 ≺ q2 тогда и только тогда, когда
k−1∑
j=0

δjq1j+1 <
k−1∑
j=0

δjq2j+1,

q1 = q2 тогда и только тогда, когда
k−1∑
j=0

δjq1j+1 =
k−1∑
j=0

δjq2j+1,

q1 ≻ q2 тогда и только тогда, когда
k−1∑
j=0

δjq1j+1 >
k−1∑
j=0

δjq2j+1.
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При δ > 0 положим vδ = vδ(V ) =
d∑

j=0
δjaj+1/

d∑
j=0

δj . Заметим, что

vδ(V ) ∈ int(M) при δ > 0, так как V ⊂ M . Рассмотрим прямую
lδ = {vδ + t(a−vδ) | t ∈ R} и покажем, что при любом достаточно малом
δ > 0 прямая lδ пересекает аффинные оболочки гиперграней политопа в
различных точках и задача построения развёрток симплициальных ком-
плексов Γ(H) и Γ(H−) может быть сведена к задаче лексикографичес-
кого упорядочивания определённым образом построенной совокупности
векторов.

Для b ∈ R
d+1 положим (b, V ) = ((b, a1), . . . , (b, ad+1)). Пусть

F ∈ Γd−1(M) — произвольная гипергрань политопа M . Положим

bF = bMF и t(F, vδ, a) =

(
1 −

(bF , a)

(bF , vδ)

)−1

. Заметим, что aff(F ) ∩ lδ =

vδ + t(F, vδ, a)(a − vδ). Справедлива

Лемма 7. Пусть n > d + 1, точки a1, . . . , an, a ∈ R
d находятся в об-

щем положении, a /∈ M = [a1, . . . , an] и V = (a1, . . . , ad+1). Пусть также

F1, F2 ∈ Γd−1(M), F1 6= F2, bi = bMFi
, vδ = vδ(V ) =

d∑
j=0

δjaj+1/
d∑

j=0
δj , ti(δ) =

t(Fi, vδ, a) при i = 1, 2 и δ > 0. Тогда (b1, V )/(b1, a) 6= (b2, V )/(b2, a) и су-

ществует такое δ′(F1, F2) > 0, что при любом положительном

δ < δ′(F1, F2) неравенство 1/t1(δ) > 1/t2(δ) справедливо тогда и толь-

ко тогда, когда −(b1, V )(b2, a) ≺ −(b2, V )(b1, a).

Доказательство. Сначала докажем, что (b1, V )/(b1, a) 6= (b2, V )/(b2,
a), заметив, что (bi, a) 6= 0 при i = 1, 2, поскольку F1, F2 ∈ Γd−1(M) =
H− ∪ H+. Предположим, что (b1, V )/(b1, a) = (b2, V )/(b2, a). Пусть β =
(b1, a)/(b2, a) и пусть (b, V ) = β(b2, V ) — уравнение относительно неиз-
вестного вектора b = (b1, . . . , bd+1) ∈ R

d+1. Так как точки a1, . . . , ad+1

аффинно независимы и V = (a1, . . . , ad+1), то система линейных урав-
нений (b, aj) = β(b2, aj), 1 6 j 6 d + 1, является крамеровской и её
решение единственно. Таким образом, b = b1 и b = βb2. Положим πi =
{x ∈ R

d | (bi, x) = 0} при i = 1, 2. Так как b1 = βb2, то π1 = π2 и
F1 = M ∩ π1 = M ∩ π2 = F2, что противоречит условию леммы. Поэтому
предположение неверно. Следовательно, (b1, V )/(b1, a) 6= (b2, V )/(b2, a).

Поскольку 1/ti(δ) = 1− (bi, a)/(bi, vδ) при i = 1, 2, то 1/t1(δ) > 1/t2(δ)
тогда и только тогда, когда −(b1, a)/(b1, vδ) > −(b2, a)/(b2, vδ). Так как
F1, F2 ∈ Γd−1(M) = H− ∪H+ и vδ(V ) ∈ int(M) при δ > 0, то (bi, a) 6= 0
и (bi, vδ) > 0 при i = 1, 2. Поэтому 1/t1(δ) > 1/t2(δ) тогда и только
тогда, когда −(b1, vδ)(b2, a) < −(b2, vδ)(b1, a). Тогда по лемме 6 существу-
ет такое δ′(F1, F2) > 0, что при любом положительном δ < δ′(F1, F2)
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неравенство 1/t1(δ) > 1/t2(δ) справедливо тогда и только тогда, когда
−(b1, V )(b2, a) ≺ −(b2, V )(b1, a). Лемма 7 доказана.

Пусть n > d+ 1, точки a1, . . . , an, a ∈ R
d находятся в общем положе-

нии, a /∈ M = [a1, . . . , an], H− = {F ∈ Γd−1(M) | (bMF , a) < 0} и H+ =
{F ∈ Γd−1(M) | (bMF , a) > 0}. Заметим, что Γd−1(M) = H− ∪H+. Пусть
также V = (a1, . . . , ad+1) и V ′ = (a1, . . . , ad+1, a). Тогда будем говорить,
что гипергрань F1 ∈ Γd−1(M) предшествует гиперграни F2 ∈ Γd−1(M)
(обозначив это через F1 ≺V ′

M F2), если

−(bMF1
, V )(bMF2

, a) ≺ −(bMF2
, V )(bMF1

, a).

Теперь рассмотрим произвольную гипергрань F ∈ Γd−1(M) = H− ∪
H+, δ > 0, bF = bMF и t(δ) = t(F, vδ, a). Тогда 1/t(δ) = 1−(bF , a)/(bF , vδ)6=1.
Следовательно, 1/t(δ) > 1 тогда и только тогда, когда F ∈ H−, и
1/t(δ) < 1 тогда и только тогда, когда F ∈ H+. Тогда из леммы 5 и
леммы 7 получаем

Следствие 2. Пусть n > d + 1, точки a1, . . . , an, a ∈ R
d находят-

ся в общем положении, a /∈ M = [a1, . . . , an] и V ′ = (a1, . . . , ad+1, a).
Тогда на множествах H = H− ∪H+ = Γd−1(M) и H− отношение пред-

шествия ≺V ′

M является отношением строгого линейного порядка. Если

H = {F1, . . . , Fm} и Fk ≺V ′

M Fk+1 при k = 1, . . . ,m− 1, то последователь-

ность симплексов F1, . . . , Fm является развёрткой симплициального ком-

плекса Γ(H). Если H− = {F1, . . . , Fp} и Fk ≺V ′

M Fk+1 при k = 1, . . . , p− 1,
то последовательность симплексов F1, . . . , Fp является развёрткой сим-

плициального комплекса Γ(H−).

4. РТФМ-алгоритм

На вход РТФМ-алгоритма подаётся произвольная d-мерная точечная
конфигурация AN = {a1, . . . , aN} ⊂ R

d в общем положении, заданная по-
следовательностью точек ÂN = (a1, . . . , aN ). Положим An = {a1, . . . , an}
и Ân = (a1, . . . , an) при n = d + 1, . . . , N . Вначале РТФМ-алгоритм
полагает T (Ad+1) = {[Ad+1]} ∈ T ([Ad+1]), Ld+1 = ([Ad+1]), Hd+1 =
H(T (Ad+1)) = Γ([Ad+1]), Ed+1 = {{F1, F2} | F1, F2 ∈ Hd+1, F1 6= F2}
и далее последовательно при n = d + 1, . . . , N − 1 производит следую-
щие действия: если an+1 ∈ [An], то РТФМ-алгоритм полагает T (An+1) =
T (An), Ln+1 = Ln, Hn+1 = Hn и En+1 = En; если же an+1 /∈ [An], то
РТФМ-алгоритм строит триангуляцию T (An+1) ∈ T (An+1) и её звёзд-
ную развёртку Ln+1, дополняя полученную на предыдущем этапе три-
ангуляцию T (An) и её звёздную развёртку Ln новыми симплексами, а
также строит Hn+1 = H(T (An+1)) = Γd−1([An+1]) и En+1 = E(Hn+1).



90 В.Н.Шевченко, Д.В. Груздев90 В.Н.Шевченко, Д.В. Груздев90 В.Н.Шевченко, Д.В. Груздев

Выходом РТФМ-алгоритма является триангуляция T (AN ) ∈ T (AN ) и
её звёздная развёртка LN .

Итерация РТФМ-алгоритма заключается в том, что он по постро-
енной триангуляции T (An) ∈ T (An), её звёздной развёртке Ln, Hn =
H(T (An)) = Γd−1([An]), графу смежности G∗(Hn) = (Hn, En) и векто-
рам bAn

F для каждой грани F ∈ Hn, получив новую точку an+1 ∈ R
d,

строит триангуляцию TFMT (T (An),Hn, an+1) = T (An+1) ∈ T (An+1),
её звёздную развёртку STFMS(Ln,Hn, an+1) = Ln+1, граф смежности
TFM∂(Hn, En, an+1) = (Hn+1, En+1) = G∗(Hn+1), где

Hn+1 = H(T (An+1)) = Γd−1([An+1]),

и векторы b
An+1

F для каждой грани F ∈ Hn+1. Итерация РТФМ-алгоритма
состоит из следующих шагов:

Шаг 1. Разделить Hn на H−
n = {F ∈ Hn | (bAn

F , an+1) < 0} и H+,0
n =

{F ∈ Hn | (bAn

F , an+1) > 0}. Для каждой F ∈ H+,0
n положить b

An+1

F =

bAn

F .
Шаг 2. Если H−

n = ∅, то положить Hn+1 = Hn, G∗(Hn+1) = G∗(Hn),
T (An+1) = T (An), Ln+1 = Ln, bAn+1

F = bAn

F для каждой грани F ∈ Hn и
закончить итерацию.

Шаг 3. Применяя ТФМ-алгоритм, построить

T (An+1) = TFMT (T (An),Hn, an+1),

(Hn+1, En+1) = TFM∂(Hn, En, an+1) и bAn+1

F для каждой грани F ∈ Hn+1.
Шаг 4. Упорядочить симплексы из H−

n так, что H−
n = {F1, . . . , Fp} и

−(bAn

Fk
, V )/(bAn

Fk
, an+1) ≺ −(bAn

Fk+1
, V )/(bAn

Fk+1
, an+1) при k = 1, . . . , p− 1, где

V = (a1, . . . , ad+1). Положить Ln+1 = (Ln, [F1, an+1], . . . , [Fp, an+1]).
Лексикографическое упорядочивание векторов на шаге 4, порожда-

ющее требуемое упорядочивание симплексов, производится сортировкой
слиянием (см., например, [1, cтр. 82]).

Лемма 8. Пусть AN ⊂ R
d является d-мерной точечной конфигураци-

ей в общем положении и n ∈ {d+1, . . . , N−1}. Тогда РТФМ-алгоритм по

триангуляции T (An) = TFMT (Ân) ∈ T (An), её звёздной развёртке Ln,

Hn = H(T (An)) = Γd−1([An]), графу смежности G∗(Hn) и bAn

F для каж-

дой грани F ∈ Hn строит триангуляцию T (An+1) ∈ T (An+1), её звёздную

развёртку Ln+1, Hn+1 = H(T (An+1)) = Γd−1([An+1]), граф смежности

G∗(Hn+1) = (Hn+1, En+1) и b
An+1

F для каждой грани F ∈ Hn+1.

Доказательство. Если an+1 ∈ [An], то утверждение леммы очевид-
но. Рассмотрим случай, когда an+1 /∈ [An]. Из леммы 4 следует, что
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РТФМ-алгоритм строит T (An+1) ∈ T (An+1), Hn+1 = H(T (An+1)) =

Γd−1([An+1]), граф смежности G∗(Hn+1) = (Hn+1, En+1) и bAn+1

F для каж-
дой грани F ∈ Hn+1. Покажем, что Ln+1 является звёздной развёрткой
триангуляции T (An+1).

Так как AN ⊂ R
d является d-мерной точечной конфигурацией в об-

щем положении и n ∈ {d + 1, . . . , N − 1}, то политоп [An] симплициа-
лен, Hn = Γd−1([An]) и an+1 /∈ aff(F ) для любой грани F ∈ Hn. По-
этому H+

n = {F ∈ Hn | (bAn

F , an+1) > 0} = H+,0
n и Hn = H+

n ∪
H−

n . Пусть V ′
n = (a1, . . . , ad+1, an+1). Тогда на шаге 4 итерации РТФМ-

алгоритм выполняет упорядочивание симплексов из H−
n по отношению

предшествия ≺
V ′

n

[An] таким образом, что H−
n = {F1, . . . , Fp} и Fk ≺

V ′

n

[An]
Fk+1 при k = 1, . . . , p − 1. Из следствия 2 вытекает, что последователь-
ность (d − 1)-мерных симплексов (F1, . . . , Fp) является развёрткой сим-
плициального комплекса Γ(H−

n ). Поскольку триангуляциия T (An+1) =
T (An)

⋃
{[F−, an+1] | F− ∈ H−

n } и Ln является развёрткой триангуля-
ции T (An), то Ln+1 = (Ln, [F1, an+1], . . . , [Fp, an+1]) является развёрткой
триангуляции T (An+1).

Покажем, что Ln+1 является звёздной развёрткой триангуляции
T (An+1). Действительно, пусть Ln = (S1, . . . , St), G(Ln) = (G1, . . . , Gt)
и τ(Ln) = (τ1, . . . , τq). Поскольку Ln+1 = (Ln, [F1, an+1], . . . , [Fp, an+1]), то
G(Ln+1) = (G1, . . . , Gt, Gt+1, . . . , Gt+p), где Gl = Gl(Ln+1) при
l = 1, . . . , t+p. Заметим также, чтоGt+1 = an+1 и τ(Ln) = (τ1, . . . , τq, τq+1),
где τq+1 = t+1. Докажем, что an+1 ∈ Γ(Gτ ) при τ = τq+1, . . . , t+p. Пред-
положим, что существует такое τ ∈ {τq+1, . . . , t + p}, что an+1 /∈ Γ(Gτ ).
Поскольку Gτ ∈ Γ([Fτ−t, an+1]), то Gτ ∈ Γ(Fτ−t). Поэтому из усло-

вия Fτ−t ∈ Hn = H(T (An)) следует, что Gτ ∈
t⋃

j=1
Γ(Sj), чего не мо-

жет быть, поскольку Ln+1 является развёрткой и τ > τq+1 = t + 1.
Из полученного противоречия вытекает, что Gt+1 = an+1 ∈ Γ(Gτ ) при
τ = τq+1, . . . , t+ p. Так как Ln является звёздной развёрткой триангуля-
ции T (An), то Gτµ ∈ Γ(Gτ ) при µ = 1, . . . , q + 1 и τ = τµ, . . . , τµ+1 − 1,
где τq+2 = t+ p+ 1. Следовательно, Ln+1 является звёздной развёрткой
триангуляции T (An+1). Лемма 8 доказана.

Таким образом, на вход РТФМ-алгоритма последовательно подаются
точки a1, a2, . . . , aN из R

d, составляющие d-мерную точечную конфигу-
рацию AN в общем положении.

РТФМ-алгоритм выдаёт триангуляцию TFMT (ÂN ) = T (AN )∈T (AN )
и её звёздную развёртку STFMS(ÂN ) = LN , выполнив следующие шаги:

Шаг 1. Положить T (Ad+1) = {[Ad+1]}, Ld+1 = ([Ad+1]), Hd+1 =
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Γd−1([Ad+1]), Ed+1 = {{F1, F2} | F1, F2 ∈ Hd+1, F1 6= F2} и для каждой
грани F ∈ Hd+1 найти bAd+1

F .
Шаг 2. Последовательно для n = d + 1, . . . , N − 1 выполнить ите-

рацию РТФМ-алгоритма, построив T (An+1) = TFMT (T (An),Hn, an+1),
Ln+1 = STFMS(Ln,Hn, an+1), (Hn+1, En+1) = TFM∂(Hn, En, an+1) и
b
An+1

F для каждой грани F ∈ Hn+1.

Теорема 3. Если AN = {a1, . . . , aN} ⊂ R
d является d-мерной то-

чечной конфигурацией в общем положении, заданной последовательно-

стью точек ÂN = (a1, . . . , aN ), то РТФМ-алгоритм строит с временно́й

сложностью O(N ⌊d/2⌋+1) +O(N ⌊(d+1)/2⌋ logN) звёздно разворачиваемую

триангуляцию T (AN ) и её звёздную развёртку LN для точечной конфи-

гурации AN .

Доказательство. Действительно, T (AN ) является триангуляцией то-
чечной конфигурации AN и LN является звёздной развёрткой триангу-
ляции T (AN ) в силу леммы 8.

Из теоремы 2 следует, что суммарная временна́я сложность выпол-
нения шагов 1–3 на всех итерациях РТФМ-алгоритма не превосходит
O(N ⌊d/2⌋+1).

Положим H−
n = {F ∈ Hn | (bAn

F , an+1) < 0} при n = d+ 1, . . . , N−1.
Поскольку упорядочивание симплексов из H−

n на шаге 4 производит-
ся с помощью сортировки слиянием, то, используя оценку её временно́й
сложности (см., например, [1, cтр. 82]), получаем, что временна́я слож-
ность выполнения шага 4 итерации РТФМ-алгоритма при n = d+ 1, . . .,
N−1 не превосходит O(|H−

n | log(|H−
n |)). Из [8] следует, что любая триан-

гуляция d-мерной точечной конфигурации, состоящей из N точек, содер-
жит не более O(N ⌊(d+1)/2⌋) симплексов. Так как вместе с этим |T (AN )| =

1+
N−1∑

n=d+1

|H−
n | по построению ТФМ-алгоритма, то суммарная временна́я

сложность выполнения шага 4 на всех итерациях РТФМ-алгоритма не

превосходит O(
N−1∑

n=d+1

|H−
n | log(|H−

n |)), что не превосходит

O(|T (AN )| log(|T (AN )|))

и, следовательно, не превосходит O(N ⌊(d+1)/2⌋ logN).
Поэтому временна́я сложность РТФМ-алгоритма не превосходит

O(N ⌊d/2⌋+1) +O(N ⌊(d+1)/2⌋ logN). Теорема 3 доказана.
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