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АЛГОРИТМ ФОРМИРОВАНИЯ ИЕРАРХИЧЕСКОЙ

СИСТЕМЫ ИНВАРИАНТОВ ИЗОМОРФИЗМОВ

ОТОБРАЖЕНИЙ КОНЕЧНЫХ МНОЖЕСТВ∗)

Ю.И.Бродский, В.И.Новицкий, Ю.Н.Павловский

Предложен алгоритм, который формирует структуру данных
ℑ(f), характеризующую отображениеf : X → X в себя конечного
множества с точностью до изоморфизма. Этот алгоритм основан на
изучении декомпозиционных свойств отображений в себя. В [9, 16]
изложен лишь начальный этап такого построения. В настоящей ста-
тье формирование структуры данных выполняется до конца и даётся
доказательство того, что отображения f1 : X1 → X1 и f2 : X2 → X2

в себя конечных множеств изоморфны тогда и только тогда, когда
их структуры данных ℑ(f1) и ℑ(f2) совпадают. Структура данных
ℑ(f) отображения f : X → X называется инвариантной (при изо-
морфизмах) структурой данных этого отображения. Алгоритм ре-
ализован с помощью JAVA-технологии в виде диалоговой системы,
которая вычисляет и накапливает в базе данных инвариантные при
изоморфизмах структуры данных предъявленных отображений, а
также распознаёт наличие или отсутствие в базе данных инвариант-
ной структуры данных предъявленного отображения.

Введение

Суть построений, выполняемых при формировании инвариантной
при изоморфизмах структуры данных отображений в себя конечных
множеств, состоит в сопоставлении с ним других объектов, которые пре-
образуются изоморфно, когда исходный объект подвергается изоморфиз-
мам. В этом случае инварианты при изоморфизмах объектов, сопостав-
ляемых с исходным, являются инвариантами при изоморфизмах исход-
ного объекта. Геометрическая теория декомпозиции [3–15] позволяет
строить такие объекты «стандартным» образом, не зависящим от ти-
па объекта. На языке геометрической теории декомпозиции математи-
ческие объекты трактуются как Σ-объекты, т. е. как множества, снаб-
жённые бурбаковской структурой некоторого рода Σ [1, с. 242]. Родом
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структуры однозначно определяется понятие об изоморфизме в классе
Σ-объектов. Введение в классе Σ-объектов морфизмов Бурбаки [1, с. 255]
позволяет строить декомпозиционные структуры объектов относительно
введённых морфизмов способом, не зависящим от типа объекта, т. е. от
рода структуры Σ. Эти структуры по построению преобразуются изо-
морфно, когда исходный объект подвергается изоморфизмам. Декомпо-
зиционными структурами являются, например, множество подобъектов
исходного объекта, множество его Р-декомпозиций, т. е. семейств подобъ-
ектов, по которому он восстанавливается единственным образом, множе-
ство его декомпозиций на дизъюнктивную сумму (или, для краткости,
CC-декомпозиций), т. е. таких Р-декомпозиций, что подмножества ис-
ходного множества, участвующие в Р-декомпозиции, образуют классы
по некоторому отношению эквивалентности. Все эти множества снабжа-
ются структурами частичного порядка. Для ряда типов объектов (родов
структур) из инвариантов изоморфизмов декомпозиционных структур
возможно составить полную систему инвариантов изоморфизмов исход-
ного объекта. Именно так обстоит дело с отображениями конечных мно-
жеств в себя или, другими словами, конечных ориентированных графов,
в которых из каждой вершины выходит одна дуга, а также обращениями
этих графов, т. е. графов, в каждую вершину которых входит одна дуга.

1. Синтаксис инвариантной структуры данных отображений
конечных множеств в себя

Пусть f1 : X1 → X1 и f2 : X2 → X2 — два отображения абстрактных
множеств в себя. Эти отображения изоморфны, если существует биек-
ция i : X1 → X2 такая, что f2 = i ◦ f1 ◦ i

−1. Отображение m : X1 → X2

называется каноническим морфизмом отображения f1 в отображение f2,
если m ◦ f1 = f2 ◦ m. Пусть X̃ ⊂ X. Отображение f̃ : X̃ → X̃ называ-
ется подобъектом отображения f : X → X относительно канонических
морфизмов, если каноническая инъекция ω : X̃ → X является канони-
ческим морфизмом и для любого отображения g : X ′ → X̃ из того, что
ω ◦ g является каноническим морфизмом, следует, что g является ка-
ноническим морфизмом. Это определение является конкретизацией для
отображений в себя общего определения подобъекта, применимого для
всех типов объектов (Для отображений в себя второе из сформулирован-
ных выше условий является следствием первого. Однако для произволь-
ных ориентированных графов это несправедливо.) Нетрудно видеть, что
подобъекты отображений в себя относительно канонических морфизмов
являются отображениями, индуцированными исходными на соответству-
ющих подмножествах. Пусть f̃1 : X̃1 → X̃1 и f̃2 : X̃2 → X̃2 — два под-
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объекта объекта f : X → X. Подобъект f̃1 : X̃1 → X̃1 предшествует
подобъекту f̃2 : X̃2 → X̃2, если X̃1 ⊂ X̃2. Введённое отношение пред-
шествования является отношением частичного порядка. Формируемая
предлагаемым алгоритмом структура данных содержит полную инфор-
мацию о подобъектах отображения f : X → X конечного множества в
себя и об отношении частичного порядка на множестве его подобъектов.
Очевидно, что при изоморфизмах подобъекты переходят в подобъекты.
Очевидно также, что при изоморфизмах отношение предшествования
между подобъектами сохраняется. Изложенные обстоятельства лежат в
основе предлагаемого алгоритма.

Синтаксически инвариантную структуру данных ℑ(f), однозначно
характеризующую отображение в себя с точностью до изоморфизма,
можно трактовать как запись, содержащую следующие поля:

поле 0: натуральное число N > 0;
поле 1: натуральное число n > 0;
поле 2: список пар (ai, pi), 1 6 i 6 I, натуральных чисел таких, что

0 < a1 < a2 < . . . < aI ,
I∑

i=1
pi = n,

I∑
i=1

piai = N ;

поле 3: список пар (bij , qij), где 1 6 i 6 I, 1 6 j 6 Ji, натуральных

чисел таких, что 0 < bi1 < bi2 < . . . < biJi
, 1 6 i 6 I,

Ji∑
j=1

qij = pi,

1 6 i 6 I; ai > bij, 1 6 j 6 Ji;
поле 4: список пар (cijk, rijk); 1 6 i 6 I; 1 6 j 6 Ji;

1 6 k 6 bij , натуральных чисел таких, что cijk > 1, rijk > 1, где 1 6 i 6 I;

1 6 j 6 Ji; 1 6 k 6 Kij ;
Kij∑
k=1

rijk = qij, 1 6 i 6 I, 1 6 j 6 Ji.

Поле с номером i, 1 6 i 6 4, обозначается через ℑ(f)i.

2. Семантика полей инвариантной структуры данных
отображений конечных множеств в себя

Нулевое поле N является мощностью множества X, на котором опре-
делено отображение f : X → X. Пусть x ∈ X. Последовательность
{f i(x)}, i = 0, 1, . . ., назовём динамическим процессом, начинающимся

в x (или просто динамическим процессом, если ясно или несущественно
каково x). Множество элементов, участвующих в динамическом процес-
се {f i(x)}, i = 0, 1, . . ., является наименьшим содержащим x подмноже-
ством множества X, на котором исходное отображение определяет под-
объект. Поскольку X конечно, существуют натуральные числа k, p такие,
что fk(x) = fk+p(x), где f0(x) = x, f1(x) = f(x), f2(x) = f(f(x)), ... Мно-
жество Af (x) = {fk(x), fk+1(x), . . . , fk+p−1(x)} назовём аттрактором
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динамического процесса {f i(x)}, i = 0, 1, . . . Если ясно или несуществен-
но каково x, то аттрактор будет обозначаться через Af . Аттрактор яв-
ляется подобъектом, который не имеет нетривиальных (не совпадающих
с ним) подобъектов. В геометрической теории декомпозиции такие под-
объекты называются P-простыми. Два различных аттрактора, очевидно,

не имеют общих элементов. Множество
L⋃

l=1

f−l(Af (x)), где L таково, что

L⋃

l=1

f−l(Af (x)) =
L+1⋃

l=1

f−l(Af (x)),

обозначим через x. По построению f(x) ⊂ x. Другими словами, на мно-
жествах x исходное отображение определяет подобъект. Поскольку про-
образы множеств без общих элементов не имеют общих элементов, то два
различных множества x1 и x2 не имеют общих элементов (они не срав-
нимы по определенному выше отношению предшествования). Поэтому
множества x, где x ∈ X, являются классами эквивалентности, которую
обозначим через Mf или просто через M , если ясно или несущественно
каково f . Фактор-множество множества X по эквивалентности M обо-
значим через XM , а для класса эквивалентности по M , содержащего x,
наряду с обозначением x будем также использовать обозначение xM . Се-
мейство подобъектов исходного отображения, определённых на классах
xM , является его максимальной декомпозицией на дизъюнктивную сум-
му: множества, на которых определены подобъекты, не пересекаются; по
этому семейству исходный объект восстанавливается единственным об-
разом. Подобъекты исходного отображения, определённые на классах эк-
вивалентности xM , не допускают нетривиальной декомпозиции на дизъ-
юнктивную сумму. Далее, отображения, определяемые на этих классах
исходным отображением, называются CC-простыми. Язык геометричес-
кой теории декомпозиции позволяет определить понятия «декомпозиция
объекта на дизъюнктивную сумму», «CC-простой подобъект» сразу для
всех типов математических объектов. Поле 1 инвариантной структуры
данных есть мощность n = Card(XM ) множества XM .

В терминах графов классы эквивалентности xM являются связными
компонентами исходного графа, а «устройство» каждого класса можно
описать следующим образом: класс xM состоит из цикла (каковым явля-
ется аттрактор) с «прицепленными» к некоторым вершинам этого цикла
корневыми деревьям (корнем дерева является точка аттрактора) [2].

Числа ai, которые фигурируют в парах (ai, pi), 1 6 i 6 I, и составля-
ют третье поле инвариантной структуры данных, являются различными
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мощностями классов эквивалентности xM , упорядоченными по возраста-
нию. Число pi указывает, сколько классов эквивалентности имеют мощ-
ность ai, 1 6 i 6 I.

Зафиксируем число i, 1 6 i 6 I. Числа bij , которые фигурируют
в парах (bij , qij), 1 6 i 6 I и 1 6 j 6 Ji, и составляют третье поле ин-
вариантной структуры данных, являются различными мощностями ат-
тракторов, содержащихся в тех классах эквивалентности, которые имеют
мощность ai, 1 6 i 6 I. Число qij указывает, сколько классов мощности
ai имеет мощность аттрактора bij , 1 6 i 6 I и 1 6 j 6 Ji.

Для изложения алгоритма построения чисел cijk, где 1 6 i 6 I,
1 6 j 6 Ji и 1 6 k 6 bij необходимо определить ряд конструкций.
Фиксируются числа i и j, 1 6 i 6 I и 1 6 j 6 Ji, и рассматривается
некоторый класс эквивалентности xM мощности ai, аттрактор которо-
го равен bij. Берётся некоторый элемент a аттрактора Af (x). К этому
элементу «прицепляется» дерево D(a) с корнем в a. Множество вершин
дерева D(a) получается следующим образом. Берётся множество g(a),
которое есть f−1(a) с исключенным из него элементом аттрактора a1

таким, что f(a1) = a. D(a) есть объединение элемента a и множества
L⋃

l=0

f−l(g(a))), где L таково, что
L⋃

l=0

f−l(g(a))) =
L+1⋃
l=0

f−l(g(a))). Элементу

a ставится в соответствие число u(a), которое с точностью до изомор-
физма однозначно определяет дерево D(a). Алгоритм построения числа
u(a) состоит в следующем.

Для дерева D(a)0 высоты 0 (т. е. для дерева, состоящего из одной
изолированной вершины) положим u(a) = 1. Пусть число u(a) можно
построить для всех деревьев D(a)k высоты k, меньшей числа K. Пусть
высота дерева D(a) равна K. Удалим из дерева D(a) корень вместе с
инцидентными ему рёбрами. Исходное дерево D(a) распадётся на неко-
торое число µ корневых деревьев D(a)1, . . . ,D(a)µ, высота каждого из
которых меньше K. Пусть u(a)1, . . . , u(a)µ — числа, соответствующие
деревьям D(a)1, . . . ,D(a)µ. Не нарушая общности, можно считать, что
u(a)1 6 ... 6 u(a)µ. Выберем число N = 10l такое, что N > u(a)µ, и

положим u(a) = 10
µ∑

i=1
N iu(a)i +N.

Пары чисел (cijk, rijk), 1 6 i 6 I, 1 6 j 6 Ji, 1 6 k 6 Kij , составляю-
щие четвертое поле инвариантной структуры данных, получаются следу-
ющим образом. Определим последовательность чисел u(a∗), u(f(a∗)), . . .,
u(f bij−1(a∗)). Здесь элемент аттрактора a∗ выбирается таким, что

u(a∗) = min
a∈Af (xM )

u(a).
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Если имеется несколько таких элементов, выберем из них такое a∗, что
u(f(a∗)) минимально. Если и таких элементов несколько, выберем из
них такое a∗, что u(f2(a∗)) минимально, и т. д. Описанный процесс ли-
бо сходится к единственному элементу a∗, либо числа u(a∗), u(f(a∗)),
. . . , u(f bij−1a∗) образуют «повторяющиеся цепочки» (например, α,α, β, β,
α,α, β, β). В последнем случае в качестве a∗ можно выбрать «начало»
любой такой цепочки, поскольку последующие построения не зависят от
этого выбора.

Возьмём число l = min{k > 0 | 10k > max
06m6bij−1

u(fm(a∗))} и положим

N = 10l (оно будет служить основанием для составления числа cijk).

Определим числа θ(a∗) = 10
bij−1∑
m=0

Nm+1u(fm(a∗)) + N + 1,

где f0(a∗) = f bi(a∗) = a∗ (аналогично «упаковке» деревьев в числа u(a);
единица в младший разряд добавлена для того, чтобы отличать числа
θ(a) и u(a)). Каждому классу эквивалентности мощности ai, 1 6 i 6 I с
мощностью аттрактора bij, 1 6 i 6 I, 1 6 j 6 Ji, поставим в соответствие
число cij = θ(a∗)ij , которое будет называться образом этого класса. Рас-
положив эти числа в порядке возрастания, получим последовательность

cij1 < cij2 < . . . < cijKij
.

Числа rijk, где 1 6 i 6 I, 1 6 j 6 Ji и 1 6 k 6 Kij , указывают, сколько
классов эквивалентности xM мощности ai, 1 6 i 6 I с мощностью ат-
трактора bij, 1 6 i 6 I, 1 6 j 6 Ji, имеют образ аттрактора, равный cijk.

Очевидно, что для изоморфизма двух отображений f1 : X1 → X1 и
f2 : X2 → X2 в себя конечных множеств необходимо совпадение их инва-
риантных структур данных ℑ(f1) и ℑ(f2). Достаточность совпадения ин-
вариантных структур двух отображений для их изоморфизма вытекает
из того, что по заданной инвариантной структуре можно конструктив-
но и единственным образом построить отображение в себя, имеющее эту
структуру в качестве своей инвариантной структуры. (Другими слова-
ми, инвариантная структура данных определяет единственным образом
конечный ориентированный граф, из каждой вершины которого выходит
одна дуга.) Установим изоморфизм между отображением fst, построен-
ным по заданной инвариантной структуре, и любым отображением f ,
имеющего данную инвариантную структуру данных. Достаточно прове-
сти рассуждения для случая, когда ℑ(f)2 = 1. Между единственными
аттракторами отображений (в силу условия ℑ(f)2 = 1) устанавливается
биективное соответствие F такое, что F (a∗f ) = a∗fst

. Так как элемент a∗

определяет число cijk однозначно, то элементам a и F (a) соответствуют
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изоморфные деревья. Отсюда следует изоморфизм отображений fst и f .

Замечание 1. Из выполненных построений вытекает, что каждый
CC-простой подобъект исходного объекта, т. е. каждый класс эквива-
лентности xM с точностью до изоморфизма однозначно характеризу-
ется единственным целым числом. Расположим эти числа в порядке
возрастания и полученной последовательности поставим в соответствие
единственное число, построенное аналогично тому, как по числам u(a∗),
u(f(a∗)), . . . , u(f bij−1(a∗)) строилось число

θ(a∗) = 10

bij−1∑

m=0

Nm+1u(fm(a∗)) +N + 1.

Полученное единственное число характеризует единственным образом с
точностью до изоморфизма исходное отображение в себя.

Замечание 2. Если ориентированные графы G и H изоморфны, то
изоморфны и графы G−1 и H−1, которые получаются из исходных из-
менением ориентаций дуг. Таким образом, все выполненные построения
имеют место также для ориентированных графов, в каждую вершину
которых входит одна дуга.

3. Компьютерная реализация алгоритма

Для демонстрации работы приведённого выше алгоритма была раз-
работана программная среда. Опишем механизм её работы.

Отображение в себя строится на основе битового графического изоб-
ражения, которое разбивается на кластеры (группы пикселей). Пусть
N ′ — число пикселей изображения (т. е. точек белого или чёрного цве-
тов, из которых состроит изображение). Размер кластера определяет-
ся следующим образом. Пусть K — наибольшее целое число такое, что
K · 2K 6 N ′. Пусть N = K · 2K . N ′ −N пикселей будем считать «лишни-
ми»∗. Перенумеруем оставшиеся пиксели числами 1, 2, . . . , N . Множество
таких пикселей разобьём на 2K кластеров по K пикселей в каждом. По-
лученное множество кластеров обозначим через X. Перенумеруем кла-
стеры числами 1, 2, . . . , 2K . Каждому пикселю в зависимости от цвета
(чёрный/белый) ставим в соответствие число из множества {0, 1}. Те-
перь можно считать, что кластер представляет собой K-разрядное дво-
ичное число. Тем самым возникает отображение f : X → X множества
кластеров X в себя: номеру m кластера ставится в соответствие число
f(m) — номер другого кластера.

∗Детали программной реализации будут описаны ниже.
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Программная реализация уточняет следующие моменты. Форма клас-
тера — прямоугольник, высота которого задаётся пользователем (соот-
ветственно, длина вычисляется автоматически). Биты в кластере нуме-
руются слева–направо, сверху–вниз. Отбрасываются такие пиксели по
краям изображения, что в центре образуется прямоугольник (из N пик-
селей). Ширина и высота полученного «окна», очевидно, кратна ширине
и высоте кластера. Если не получается разместить ровно 2K кластеров
(в силу соотношения сторон изображения и выбранных размеров класте-
ра), то решается задача минимизации числа «лишних» кластеров внут-
ри «окна». В формировании отображения в себя «лишние» кластеры не
участвуют.

На следующем шаге кластерам ставятся в соответствие числа и фор-
мируется граф переходов. Граф разбивается на подграфы (классы экви-
валентности). Внутри каждого класса эквивалентности определяется ат-
трактор. На этом подготовительный этап заканчивается. Программа пе-
реходит к вычислению инвариантной структуры, т. е. полей ℑ(f)0, ℑ(f)1,
ℑ(f)3, ℑ(f)4 по описанным выше алгоритмам.

Полученная структура данных помещается в хранилище под назва-
нием, определяемым пользователем.

Функционально программа позволяет производить следующие опе-
рации:

• загрузить изображение

• построить инвариантную структуру данных

• сохранить инвариантную структуру данных, если она не содержит-
ся в хранилище, либо в противном случае сообщить о найденном
соответствии.
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