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О ВЕРХНЕЙ ОЦЕНКЕ ЧИСЛА РАВНОМЕРНО

УПАКОВАННЫХ ДВОИЧНЫХ КОДОВ∗)

Н. Н. Токарева

Рассматриваются равномерно упакованные (в широком смысле)
двоичные коды длины n с кодовым расстоянием d и радиусом по-
крытия ρ. Показано, что любой такой код однозначно определяется
множеством своих кодовых слов весов ⌈n/2⌉−ρ, . . . , ⌊n/2⌋+ρ, и в слу-
чае нечётного d число различных таких кодов не превышает числа

22
n−

d

2
log2 n+o(log2 n)

.

Введение

Рассматривается метрическое пространство En на множестве двоич-
ных векторов длины n с метрикой Хемминга d(·, ·) (расстояние между
двумя векторами равно числу координат, в которых векторы различа-
ются). Вес Хемминга wt(·) вектора из En определяется как число его
ненулевых координат (т. е. как расстояние до нулевого вектора 0). Непус-
тое подмножество C в пространстве En с минимальным расстоянием d
между его различными элементами называется двоичным (n, d)-кодом,
где n — длина, а d — кодовое расстояние кода. Радиусом покрытия ρ
двоичного кода C длины n называется максимальное расстояние, на ко-
торое может быть удалён от кода C двоичный вектор длины n, т. е.
ρ = max

x∈En
d(x, C).

Согласно работе Л. А. Бассалыго, Г. В. Зайцева и В. А. Зиновьева
[2] двоичный (n, d)-код C с радиусом покрытия ρ называется равномерно

упакованным в широком смысле, если существуют действительные чис-
ла α0, α1, . . . , αρ такие, что для любого двоичного вектора x длины n

выполняется равенство
ρ∑

i=0
αifi(x) = 1, где fi(x) — число кодовых слов

кода C, находящихся на расстоянии i от вектора x, i = 0, 1, . . . , ρ. Пусть
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d = 2t + 1. Известно другое определение равномерно упакованных дво-
ичных кодов j-го порядка (j = 1, . . . , t), введённое Дж. М. Гёталсом и
Х. ван Тилборгом [7], которое при j = ρ − t является частным случаем
определения из [2]. При j = ρ − t = 1 определения из [2] и [7] совпа-
дают; при этом соответствующие коды называются строго равномерно

упакованными или равномерно упакованными в узком смысле. Такие ко-
ды впервые были рассмотрены Н. В. Семаковым, В. А. Зиновьевым и
Г. В. Зайцевым [5]. Далее под термином «равномерно упакованный» бу-
дем понимать «равномерно упакованный в широком смысле».

С. В. Августинович [1] показал, что каждый двоичный совершенный
код длины n с кодовым расстоянием d = 3 однозначно определяется
множеством своих кодовых слов веса (n− 1)/2. Используя это свойство,
в [1] было показано, что число различных совершенных двоичных кодов

не превосходит 22n− 3
2 log n+o(log n)

(здесь и далее log обозначает логарифм
по основанию 2).

Рассмотрим произвольный класс L(n, d, ρ; α0, . . . , αρ) двоичных рав-
номерно упакованных (в широком смысле) (n, d)-кодов с радиусом по-
крытия ρ и параметрами равномерной упаковки α0, . . . , αρ. Считаем, что
d и ρ — константы. Число различных кодов в классе L(n, d, ρ; α0, . . . , αρ)
обозначим через Ln,d. Используя границу сферической упаковки для
мощности (n, d)-кода, несложно получить следующую тривиальную оцен-

ку: Ln,d 6 22n− d−1
2 log n+o(log n)

. Обобщая метод работы [1], покажем, что
любой код из класса L(n, d, ρ; α0, . . . , αρ) однозначно определяется мно-
жеством своих кодовых слов весов ⌈n/2⌉ − ρ, . . . , ⌊n/2⌋ + ρ, и в случае

нечётного d имеет место оценка: Ln,d < 22n− d
2 log n+log log n+δ

, где константа
δ = d log d + log(ρ + 1).

1. Вспомогательные утверждения

Пусть x, y — любые двоичные векторы длины n, и пусть d(x, y) = k.
Известно (см., например, [4, гл. 21]), что число векторов z ∈ En таких,
что d(x, z) = i и d(y, z) = j, не зависит от выбора векторов x и y, а зависит
лишь от чисел i, j, k, n. Обозначим это число через pijk (подразумевая
также зависимость этого параметра от n). Ясно, что

pijk =

(
k

(i − j + k)/2

)(
n − k

(i + j − k)/2

)

,

если i + j − k чётно; pijk = 0, если i + j − k нечётно. Будем считать, что
параметр pijk определён при любых значениях i, j и k, 0 6 i, j, k 6 n, и
равен нулю, если соответствующее множество векторов z пусто.
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Пусть C — произвольный код из класса равномерно упакованных ко-
дов L(n, d, ρ; α0, . . . , αρ). Обозначим через Ci и Ei множества векторов
веса i кода C и пространства En соответственно, где i = 0, 1, . . . , n. Пусть
µi

C — мощность множества Ci. Набор µ(C) = {µ0
C , µ1

C , . . . , µn
C} называет-

ся весовым спектром кода C, а числа µi
C , i = 0, 1, . . . , n, — спектральны-

ми значениями кода. В работе [2] приведена формула для вычисления
весового спектра (более точно: весовой функции) произвольного рав-
номерно упакованного кода, содержащая ρ неизвестных констант. Для
определения этих констант требуется знать любые ρ спектральных зна-
чений кода, при которых возможно решение соответствующей системы
линейных уравнений (см. подробнее [2]).

Убедимся в справедливости следующего утверждения.

Лемма 1. Весовой спектр произвольного кода C из класса равно-

мерно упакованных кодов L(n, d, ρ; α0, . . . , αρ) однозначно определяется

значениями µ0
C , . . . µρ−1

C .

Доказательство. Покажем, как с помощью известных значений
µ0

C , . . . µj+ρ−1
C при любом j = 0, 1, . . . , n − ρ восстановить значение µj+ρ

C .
При каждом i = 0, 1, . . . , ρ имеет место следующее равенство

∑

x∈Ej

fi(x) =

j+i
∑

k=max{0,j−i}

pijk µk
C . (1)

Действительно, каждый кодовый вектор веса k находится на расстоянии
i в точности от pijk двоичных векторов веса j. Заметим, что в каждом
соотношении (1) при i = 0, 1, . . . , ρ − 1 участвуют лишь известные спек-

тральные значения µ
max{0,j−ρ+1}
C , . . . , µj+ρ−1

C , а при i = ρ единственным
неизвестным спектральным значением является µj+ρ

C , причём оно вхо-
дит в это равенство с ненулевым коэффициентом. В силу равномерной
упакованности кода C справедливо равенство

∑

x∈Ej

ρ
∑

i=0

αifi(x) =

(
n

j

)

.

Меняя порядок суммирования в этом равенстве и пользуясь (1), получа-
ем

ρ
∑

i=0

αi

j+i
∑

k=max{0,j−i}

pijk µk
C =

(
n

j

)

.

Отсюда однозначно определяется значение µj+ρ
C . Таким образом после-

довательно восстанавливаются значения µρ
C , . . . , µn

C . Лемма 1 доказана.
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Следующая лемма является обобщением одного свойства совершен-
ных двоичных кодов, приведённого в работе [1].

Лемма 2. Множество X = C⌈n/2⌉−ρ ∪· · ·∪C⌊n/2⌋+ρ однозначно опре-

деляет код C из класса равномерно упакованных кодов L(n, d, ρ; α0, . . .,
αρ).

Доказательство. Для кода C обозначим через A и B следующие
множества A = C0 ∪ · · · ∪ C⌈n/2⌉−ρ−1 и B = C⌊n/2⌋+ρ+1 ∪ · · · ∪ Cn. Имеем
C = A∪X ∪B. Несложно заметить, что расстояние между множествами
A и B не меньше 2ρ+1 и, следовательно, не меньше d. Предположим, что
существует другой код C ′ = A′ ∪ X ∪ B′ из класса L(n, d, ρ; α0, . . . , αρ),
и пусть B 6= B′. Тогда код C ′′, полученный из C заменой множества B
на B′, также имеет кодовое расстояние d. Покажем, что C ′′ принадле-
жит классу L(n, d, ρ; α0, . . . , αρ), т. е. является равномерно упакованным
кодом с параметрами α0, . . . , αρ. Для произвольного вектора x ∈ En рас-
смотрим сумму

ρ
∑

i=0

αifi(x), (2)

где fi(x) — число кодовых слов кода C ′′, находящихся на расстоянии i
от вектора x. Обозначим через TD

ρ (x) множество всех кодовых слов про-
извольного кода D длины n, содержащихся в шаре радиуса ρ с центром
в вершине x, т. е. TD

ρ (x) = { y ∈ D | d(x, y) 6 ρ }. По построению кода
C ′′ имеем

TC′′

ρ (x) =







TC
ρ (x) при wt(x) 6 ⌊n/2⌋,

TC′

ρ (x) при wt(x) > ⌈n/2⌉.
Так как коды C и C ′ являются равномерно упакованными с параметрами
α0, . . . , αρ, то для любого вектора x ∈ En сумма (2) равна 1. Таким
образом, код C ′′ принадлежит классу равномерно упакованных кодов
L(n, d, ρ; α0, . . . , αρ).

Поскольку B 6= B′, без ограничения общности можно считать, что
найдётся вектор y ∈ En такой, что y ∈ B и y /∈ B′. Пусть z = y ⊕ 1, где
1 — вектор со всеми координатами, равными 1, и ⊕ обозначает покоор-
динатное сложение векторов по модулю 2. Тогда, как нетрудно заметить,
выполняется неравенство wt(z) 6 ⌈n/2⌉−ρ−1. Поэтому TC

ρ (z) = TC′′

ρ (z).
Отсюда следует, что для равномерно упакованных кодов z ⊕ C и z ⊕ C ′′

(сдвигов кодов C и C ′′ соответственно на вектор z) первые ρ + 1 спек-
тральных значений одинаковы, т. е.

µ0
z⊕C = µ0

z⊕C′′ , . . . , µ
ρ
z⊕C = µρ

z⊕C′′ .
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Тогда согласно лемме 1 коды z ⊕ C и z ⊕C ′′ имеют одинаковые весовые
спектры. Но поскольку 1 ∈ z ⊕ C и 1 /∈ z ⊕ C ′′, имеем µn

z⊕C 6= µn
z⊕C′′ .

Полученное противоречие доказывает лемму 2.
Далее докажем одну простую оценку для числа кодовых слов веса

i произвольного двоичного кода C. Этой оценки достаточно для дока-
зательства основного результата работы, хотя следует отметить, что из-
вестны существенно более сильные оценки для числа |Ci| (см., например,
[4, гл. 17]).

Лемма 3. Для любого двоичного кода C длины n с кодовым рас-

стоянием d = 2t + 1 при любом i = t, . . . , n − t справедливо неравенство

|Ci| 6 2tt!
nt

(
n
i

)
.

Доказательство. Пусть i 6 ⌊n/2⌋. Для каждого вектора x веса i
определим множество Vx, состоящее из векторов веса i − t, все ненуле-
вые координаты которых лежат среди ненулевых координат вектора x.

Заметим, что |Vx| = (
i
t ). Поскольку для любых кодовых векторов x и y

из Ci множества Vx и Vy не пересекаются (иначе d(x, y) < d), имеем

|Ci| 6
|Ei−t|
|Vx|

=

(
n

i−t

)

(
i
t

) ,

откуда следует искомая оценка. Рассуждения легко переносятся на слу-
чай i > ⌈n/2⌉. Лемма 3 доказана.

2. Верхняя оценка

Основным результатом работы является

Теорема 1. Для числа Ln,d различных кодов из класса равномерно

упакованных кодов L(n, d, ρ; α0, . . . , αρ) при n > 3 и нечётном d > 3

справедлива оценка Ln,d < 22n− d
2 log n+log log n+δ

, где константа δ = d log d +
log(ρ + 1).

Доказательство. Из леммы 2 следует, что

Ln,d 6

(
|E⌈n/2⌉−ρ| + · · · + |E⌊n/2⌋+ρ|
|C⌈n/2⌉−ρ| + · · · + |C⌊n/2⌋+ρ|

)

. (3)

Имеем |E⌈n/2⌉−ρ| + · · · + |E⌊n/2⌋+ρ| 6 (2ρ + 1)
( n

⌊n/2⌋
)

. По лемме 3 для

произвольного двоичного кода C длины n с кодовым расстоянием d вы-

полняется неравенство |C⌈n/2⌉−ρ| + · · · + |C⌊n/2⌋+ρ| 6 λ
nt

( n
⌊n/2⌋

)

, где
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λ = (2ρ + 1) · 2t · t! и t = (d − 1)/2. Применяя формулу Стирлинга

nne−n
√

2πn 6 n! 6 nne1−n
√

2πn,

получаем
( n

⌊n/2⌋
)

6 2n− 1
2

log n+2. Тогда в силу (3) имеем

Ln,d <

(

2n− 1
2

log n+(2+log(2ρ+1))

2n− d
2

log n+(2+log λ)

)

.

Отсюда и из неравенства (
a
b ) <

(
3a
b

)b
для любых a > b > 1 вытекает

Ln,d < 22n− d
2 log n+log log n+(log λ+log d+1)

.

Тогда, используя неравенство c! >
(

c+1
2

)c
для любого c > 1, несложно

получить log λ + log d + 1 6 d log d + log(ρ + 1), и следовательно,

Ln,d < 22n− d
2 log n+log log n+δ

.

Теорема 1 доказана.
Приведём примеры классов двоичных кодов, к которым применима

теорема 1.
1) Двоичные совершенные коды длины n = 2m − 1 (m > 2), мощности

2n−log(n+1) с кодовым расстоянием d = 3 и параметрами равномерной
упаковки α0 = α1 = 1 (см. [5]). Этот частный случай теоремы 1 был
доказан в [1].

Другие примеры равномерно упакованных кодов с d = 3 можно найти
в [7] (см. также [2, 8]).

2) Двоичные коды Препараты длины n = 2m − 1 (m > 4 чётно),
мощности 2n−2 log(n+1)+1 с кодовым расстоянием d = 5 и параметрами
упаковки α0 = α1 = 1, α2 = α3 = 3/n [5, 2].

Следствие 1. Число различных двоичных кодов Препараты длины

n с кодовым расстоянием 5 не превосходит величины 22n− 5
2 log n+o(log n)

.

Замечание. Отметим, что для числа кодов одного специального под-
класса кодов Препараты имеет место более точная оценка. А именно,
согласно [6, следствие 2], число неэквивалентных четверичных линей-
ных кодов Препараты длины n с кодовым расстоянием 6 не превосходит
величины 2n log n.
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3) Двоичные примитивные коды типа БЧХ длины n = 2m−1 (m > 5
нечётно), мощности 2n−2 log(n+1) с кодовым расстоянием d = 5, радиусом
покрытия ρ = 3 и параметрами α0 = α1 = 1, α2 = α3 = 6

n−1 (см. [2]).
4) Двоичные коды Гёталса (или коды типа Гёталса) длины n = 2m−

1 (m > 4 чётно), мощности 2n−3 log(n+1)+2 с кодовым расстоянием d = 7,
радиусом покрытия ρ = 5 и параметрами упаковки α0 = α1 = 1, α2 =
α3 = 15

2n , α4 = α5 = 30
n(n−3) (см. [7, 3]).

Следствие 2. Число различных двоичных кодов Гёталса длины n с

кодовым расстоянием 7 не превосходит величины 22n− 7
2 log n+o(log n)

.

5) Двоичные примитивные коды типа БЧХ длины n = 2m−1 (m > 5
нечётно) мощности 2n−3 log(n+1) с кодовым расстоянием d = 7, радиусом
покрытия ρ = 5 и параметрами упаковки α0 = α1 = 1,−α2 = −α3 =
α4 = α5 = 120

(n−1)(n−7) (см. [7]).
Автор благодарен Д. С. Кротову за ценные замечания, позволившие

существенно расширить множество кодов, для которых справедлива тео-
рема 1.
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