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ОБ УСЛОВИЯХ СУЩЕСТВОВАНИЯ ГРАФА С ЗАДАННЫМИ

ДИАМЕТРОМ, ЧИСЛОМ ВЕРШИННОЙ СВЯЗНОСТИ И

ВЕКТОРОМ РАЗНООБРАЗИЯ ШАРОВ∗)

К. Л. Рычков

Доказано, что для любых целых d ≥ 2 и κ > 1 и любого целочис-
ленного набора τ = (τ0, τ1, . . . , τd) такого, что τ0 > τ1 > . . . > τd = 1
и τd−1 > d2κ + 3, существует граф диаметра d с числом вершин-
ной связности κ, вектором разнообразия шаров которого являет-
ся τ . Вместе с тем доказано несуществование графа диаметра d
с числом вершинной связности κ и вектором разнообразия шаров
(τ0, τ1, . . . , τd), в котором τ0 < (d − 1)κ + 2.

Введение

Рассматриваются обыкновенные связные графы G(V, E) с множе-
ством вершин V , множеством рёбер E, конечного диаметра d(G) и с
обычным расстоянием ρG(x, y) = min |P (x, y)|, где минимум берётся по
всевозможным простым цепям P (x, y) между вершинами x и y в графе
G, а |P | — длина цепи P . Шар радиуса i c центром в вершине v будем
обозначать через Si(v). Графу G диаметра d поставим в соответствие на-
бор τ(G) = (τ0, τ1, . . . , τd), где τi — число несовпадающих шаров радиуса
i в G. Набор τ(G) называется вектором разнообразия шаров в графе G
[5]. Ясно, что компоненты вектора τ(G) связаны соотношениями

|V (G)| = τ0 > τ1 > . . . > τd = 1.

Через Md обозначим множество таких целочисленных векторов c = (c0,
c1, . . . , cd), что c0 > c1 > . . . > cd = 1. Как обычно, под числом вершинной
связности графа понимается наименьшее число вершин, после удаления
которых получается несвязный или одновершинный граф. Через Γ(d, κ)
обозначим класс графов диаметра d, число вершинной связности кото-
рых равно κ. Будем говорить, что вектор c = (c0, c1, . . . , cd) реализуется
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в классе графов Γ(d, κ), если существует такой граф G ∈ Γ(d, κ), что
c = τ(G). Через Md(n) обозначим множество векторов из Md таких, что
c0 6 n. Через Rd,κ(n) обозначим множество тех векторов из Md(n), ко-

торые реализуются в классе графов Γ(d, κ). Если lim
n→∞

|Rd,κ (n)|
|Md(n)| = 1, то

будем говорить, что почти все векторы из множества Md реализуются в
классе графов Γ(d, κ). Через m(d, κ) обозначим минимальное натураль-
ное число l, которое удовлетворяет следующему условию: любой вектор
c ∈ Md такой, что cd−1 > l, реализуется в классе графов Γ(d, κ). Если
для d и κ такого l не существует, то считаем, что m(d, κ) = ∞.

В [2, 3] рассматривался подход к исследованию метрической струк-
туры графов на основе изучения разнообразия и пересекаемости шаров
в графе. Характеризация векторов разнообразия шаров в графах — од-
на из задач, возникающая при таком подходе. В [4] показано, что почти
все векторы из множества Md реализуются в классе графов диаметра d.
В настоящей статье получены следующие результаты.

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения:

1) если d = 1 и κ > 1, то m(d, κ) = ∞;

2) если d > 2 и κ > 1, то (d − 1)κ + 2 6 m(d, κ) 6 d2κ + 3.

Теорема 2. При любых целых d > 2 и κ > 1 почти все векторы из

множества Md реализуются в классе графов Γ(d, κ).

§ 1. Доказательство теоремы 1

Первое утверждение теоремы 1 является следствием следующих двух
фактов: класс графов Γ(1, κ) состоит из одного графа Kκ+1 (полного
(κ + 1)–вершинного графа); при d = 1 и при любом натуральном l мно-
жество векторов c ∈ Md, у которых cd−1 > l, бесконечно. Первое утвер-
ждение теоремы 1 доказано.

Второе утверждение теоремы 1 является следствием следующих семи
лемм.

Лемма 1. Если d > 2 и κ > 1, то m(d, κ) > (d − 1)κ + 2.

Доказательство. Достаточно показать, что при любых d > 2 и
κ > 1 в классе графов Γ(d, κ) не существует графа G, вектор разно-
образия шаров которого τ(G) = (τ0, τ1, . . . , τd) удовлетворяет условию
τ0 < (d− 1)κ + 2. Предположим, что для некоторых d и κ такой граф G
существует. Пусть u, v — вершины в G, расстояние между которыми рав-
но d. По теореме Менгера [1] в G существует κ независимых (u, v)–путей.
Эти κ путей в совокупности содержат не менее (d− 1)κ + 2 вершин, что
противоречит неравенству τ0 < (d − 1)κ + 2. Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Если d = 2 и κ = 1, то m(d, κ) 6 3.

Доказательство. Пусть (c0, c1, 1) — произвольный вектор из M2 та-
кой, что c1 > 3. Построим граф G ∈ Γ(2, 1) с τ(G) = (c0, c1, 1). Для этого
рассмотрим полный двудольный граф K1,c1−1. Ясно, что τ(K1,c1−1) =
(c1, c1, 1). Заменим в K1,c1−1 какую-нибудь висячую вершину x на пол-
ный граф Kc0−c1+1, т. е. удалим из K1,c1−1 вершину x и каждую верши-
ну графа Kc0−c1+1 соединим рёбрами с теми вершинами графа K1,c1−1,
которые были смежны с x. При этом мы считаем, что графы K1,c1−1,
Kc0−c1+1 не имеют общих вершин. Полученный граф возьмём в качестве
графа G. Очевидно, что G ∈ Γ(2, 1) и τ(G) = (c0, c1, 1). Лемма 2 доказа-
на.

Лемма 3. Если d = 2 и κ = 2, то m(d, κ) 6 4.

Доказательство. Пусть (c0, c1, 1) — произвольный вектор из M2 та-
кой, что c1 > 4. Построим граф G ∈ Γ(2, 2) с τ(G) = (c0, c1, 1). Пусть C4

— простой цикл с четырьмя вершинами, a, b — вершины в C4, расстояние
между которыми равно 2. К графу C4 добавим c1 − 4 новых вершин и
соединим каждую из них рёбрами с вершинами a и b. Полученный граф
обозначим через A. Ясно, что τ(A) = (c1, c1, 1). Заменим в A какую-
нибудь вершину на полный граф Kc0−c1+1. Полученный граф возьмём в
качестве графа G. Очевидно, что G ∈ Γ(2, 2) и τ(G) = (c0, c1, 1). Лемма
3 доказана.

Лемма 4. Если d > 3 и κ = 1, то m(d, κ) 6 d2 + 1.

Доказательство. Пусть d > 3 и c = (c0, c1, . . . , cd−1, 1) — произволь-
ный вектор из Md такой, что cd−1 > d2 + 1. Построим граф G ∈ Γ(d, 1)
с τ(G) = c. Сначала с помощью процедуры, описанной в доказатель-
стве леммы 2 из [4], построим такой граф A диаметра d, что τ(A) =
(c0−1, c1−1, . . . , cd−1−1, 1). При этом мы несколько изменим последний
шаг этой процедуры (шаг d). А именно, на шаге d заменим на граф K∆+1

не вершину a графа A, а какую–нибудь другую вершину этого графа.
Далее к графу A добавим новую вершину x и соединим её ребром с вер-
шиной a. Полученный граф возьмём в качестве графа G. Покажем, что
G ∈ Γ(d, 1). Граф G имеет диаметр d, поскольку граф A имеет диаметр
d и шар Sd−1(a) графа A содержит все вершины графа A (это отмече-
но в утверждении 1 из [4]). Число вершинной связности графа G равно
2, потому что G связен и вершина a является точкой сочленения в G.
Докажем, что τ(G) = c. Из построения графов A, G и утверждений 1,
2 из [4] следует, что для любых вершин u, v графа A и любого r шары
Sr(u), Sr(v) графа G совпадают тогда и только тогда, когда совпадают
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шары Sr(u) и Sr(v) графа A. Кроме того, для любой вершины v графа A
и любого r, 0 6 r 6 d− 1, шары Sr(x), Sr(v) графа G не совпадают. Это
следует из того, что шар Sd−1(x) графа G не содержит вершин с уровня
L2(d−1), а шар Sd−1(v) графа G содержит хотя бы одну вершину с этого
уровня. Поэтому равенство τ(G) = (c0, c1, . . . , cd−1, 1) является следстви-
ем равенства τ(A) = (c0 − 1, c1 − 1, . . . , cd−1 − 1, 1). Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Если d > 3 и κ = 2, то m(d, κ) 6 d2.

Доказательство. Пусть d > 3 и c = (c0, c1, . . . , cd−1, 1) — произ-
вольный вектор из Md такой, что cd−1 > d2. С помощью процедуры,
описанной в доказательстве леммы 2 из [4], построим такой граф G диа-
метра d, что τ(G) = (c0, c1 . . . , cd−1, 1). Покажем, что G ∈ Γ(d, 2), т. е.
число вершинной связности графа G равно 2. Как известно [1], граф
двусвязен тогда и только тогда, когда он может быть построен из цикла
последовательным добавлением H-путей к уже построенному графу H.
Из описания процедуры построения графа G следует, что он может быть
построен именно таким образом. Кроме того, в G обязательно имеются
вершины степени 2. Поэтому число вершинной связности графа G равно
2. Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Если d > 3 и κ > 3, то m(d, κ) 6 ((2d − 3)(⌊(d − 1)/2⌋ +
1) + 2)(κ − 1).

Доказательство. Пусть d > 3, κ > 3 и c = (c0, c1 . . . , cd−1, 1) —
произвольный вектор из Md такой, что cd−1 > ((2d − 3)(⌊(d − 1)/2⌋ +
1) + 2)(κ − 1). Построим граф G ∈ Γ(d, κ), с τ(G) = c. Для этого снача-
ла определим отображение Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1), которое каждому набору
(∆1, . . . ,∆d−1) целых неотрицательных чисел ставит в соответствие па-
ру 〈A, ϕA〉, где A — некоторый граф, ϕA — некоторая раскраска вершин
графа A в κ − 1 цвет (отметим, что раскраска ϕA вводится исключи-
тельно с целью классификации вершин графа). Если (∆1, . . . ,∆d−1) —
конкретный набор чисел, то значение Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) будем называть
графом, имея в виду граф A.

Введём необходимые понятия и определения. Простую (незамкну-
тую) цепь P (V, E), где V = {v1, v2, . . . , vn} и E = {(v1, v2), (v2, v3), . . .,
(vn−1, vn)}, будем обозначать через (v1, v2, . . . , vn) и для краткости назы-
вать цепью. По определению длина цепи — это число рёбер в ней; цепь
(v1, v2, . . . , vn) соединяет вершины v1, vn, которые называются концами
цепи; вершины v2, . . . , vn−1 называются внутренними. Пусть даны k по-
парно не пересекающихся цепей

(v1
1, v

1
2, . . . , v

1
l+1), (v2

1, v
2
2, . . . , v

2
l+1),. . . , (vk

1 , vk
2 , . . . , vk

l+1)
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длины l. Определим граф M(V, E), который будем называть обычной

мультицепью длины l и толщины k. Множество V по определению состо-
ит из всех вершин vj

i , где 1 6 i 6 l+1, 1 6 j 6 k. Множество E содержит
все рёбра указанных цепей, а также все рёбра (vj

i , v
t
i), где 1 6 i 6 l + 1,

1 6 j < t 6 k. Других рёбер в E нет. Цепь (vj
1, v

j
2, . . . , v

j
l+1), где 1 6 j 6 k,

будем называть j-й цепью обычной мультицепи M . Множество вершин
{v1

i , v
2
i , . . . , v

k
i }, где 1 6 i 6 l + 1, будем называть i-м срезом обычной

мультицепи M . Первый срез и (l + 1)-й срез будем называть концевы-

ми срезами, остальные срезы — внутренними срезами. Вершины конце-
вых срезов будем называть концевыми вершинами обычной мультицепи
M , а вершины внутренних срезов — внутренними вершинами обычной
мультицепи M . Если X, Y — два концевых среза обычной мультицепи
M , то будем говорить, что обычная мультицепь M соединяет множе-

ство вершин X с множеством вершин Y . При построении отображения
Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) каждому рассматриваемому графу G будем ставить
в соответствие некоторую раскраску вершин ϕG. В частности, считаем,
что вершины обычной мультицепи M толщины k раскрашены в k цветов.
При этом раскраска ϕM : V M → {1, 2, . . . , k} определяется следующим
образом: все вершины j-й цепи, 1 6 j 6 k, обычной мультицепи M имеют
цвет j.

Пусть M — обычная мультицепь длины l и толщины k; C1, C2, . . .,
Cl+1 — срезы обычной мультицепи M с номерами соответственно 1, 2, . . .,
l + 1. Через M i,j , где 1 6 i < j 6 l + 1, обозначим подграф графа M ,
порождённый множеством вершин Ci ∪ Ci+1 ∪ . . . ∪ Cj . По определению
раскраска ϕM i,j — это сужение ϕM на множество Ci ∪ Ci+1 ∪ . . . ∪ Cj .
Отметим, что граф M i,j — это обычная мультицепь длины j − i и тол-
щины k.

Пусть k и m — такие целые числа, что k > m > 1; M ′ — обычная
мультицепь длины 2 и толщины m; C ′

1, C ′
2, C ′

3 — соответственно первый,
второй и третий срезы мультицепи M ′; C ′′

1 и C ′′
3 — такие множества вер-

шин мощности k−m каждое, что C ′′
1 ∩C ′′

3 = C ′′
1 ∩V M ′ = C ′′

3 ∩V M ′ = ∅,
и в каждом из множеств C ′′

1 , C ′′
3 вершины занумерованы числами от

m + 1 до k. Граф M(V, E), заданный равенствами V = V M ′ ∪ C ′′
1 ∪ C ′′

3 ,
E = EM ′, будем называть неполной мультицепью мощности m и толщи-
ны k. По определению первым срезом неполной мультицепи M является
множество C1 = C ′

1 ∪C ′′
1 , вторым срезом — множество C2 = C ′

2, третьим
срезом — множество C3 = C ′

3 ∪C ′′
3 . Срезы C1, C3 будем называть конце-

выми срезами неполной мультицепи M , срез C2 — внутренним; верши-
ны концевых срезов неполной мультицепи M — концевыми вершинами
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неполной мультицепи M , вершины внутреннего среза — внутренними.
По определению неполная мультицепь M соединяет концевые срезы C1

и C3. Раскраска ϕM неполной мультицепи M определяется следующим
образом: если v ∈ V M ′, то ϕM (v) = ϕM ′(v); если v ∈ C ′′

1 ∪ C ′′
3 , то ϕM (v)

равно номеру вершины v.
Пусть M — обычная мультицепь длины l и толщины k (или неполная

мультицепь мощности m и толщины k); C1, C2 — первый и второй сре-
зы мультицепи M . Через M̂(V, E) обозначим граф, определённый равен-
ствами V = V M , E = EM ∪(C1×C2). Этот граф будем называть расши-

ренной мультицепью длины l и толщины k (соответственно расширенной

неполной мультицепью мощности m и толщины k). По определению рас-
краска ϕ

M̂
совпадает с ϕM ; концевые и внутренние срезы расширенной

(расширенной неполной) мультицепи M̂ — это соответственно концевые
и внутренние срезы обычной (неполной) мультицепи M ; расширенная
(расширенная неполная) мультицепь M̂ соединяет свои концевые срезы.

Граф M будем называть мультицепью, если M либо обычная муль-
тицепь, либо неполная мультицепь, либо расширенная мультицепь, либо
расширенная неполная мультицепь.

Пусть A — некоторый граф с раскраской вершин ϕA : V A → {1, 2, . . .,
k}; M1, . . . , Mp — мультицепи толщины k. Будем говорить, что граф G
получен из графа A добавлением p мультицепей M1, . . . , Mp, если вы-
полнены следуюшие условия:

1) G = A ∪ M1 ∪ . . . ∪ Mp;
2) концевые вершины мультицепей M1, . . . , Mp принадлежат A;
3) внутренние вершины мультицепей M1, . . . , Mp не принадлежат A;
4) общими вершинами мультицепей M1, . . . , Mp могут быть только их

концевые вершины;
5) для каждой концевой вершины v мультицепи Mj , 1 6 j 6 p, вы-

полнено равенство ϕA(v) = ϕMj
(v).

Если граф G получен из графа A добавлением p мультицепей M1, . . .,
Mp, то раскраска ϕG вершин графа G определяется следующим образом:
если v ∈ V A, то ϕG(v) = ϕA(v); если v ∈ V Mj , где 1 6 j 6 p, то
ϕG(v) = ϕMj

(v).
Для большей наглядности и с целью классификации вершин граф

Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) будем строить на плоскости. Для этого на евклидо-
вой плоскости T зафиксируем прямоугольную систему координат XOY .
Для каждого целого z прямую, проходящую через точку с координата-
ми (0, z) параллельно оси OX, обозначим через Lz и будем называть
её уровнем с номером z (или уровнем Lz). Отметим, что вершины гра-
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фа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) будут располагаться только на уровнях L0, L1, . . .,
L2(d−1).

Будем говорить, что граф A расположен на плоскости, если каждая
вершина этого графа принадлежит некоторому уровню Lz евклидовой
плоскости T .

Граф Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) будет строится следующим образом. К неко-
торому расположенному на плоскости графу будем добавлять располо-
женные на плоскости мультицепи. При этом все добавляемые мульти-
цепи будут расположены на плоскости вполне определённым образом.
Все вершины одного и того же среза мультицепи будут располагаться на
одном уровне, вершины разных срезов — на разных уровнях.

Расположенную на плоскости мультицепь M будем называть основ-

ной мультицепью, если выполнены следующие условия: M — обычная
мультицепь; все срезы мультицепи M расположены на чётных уровнях;
номер уровня, на котором расположен i-й срез, равен 2z + 2i, где z —
некоторое целое число, зависящее только от мультицепи M .

Расположенную на плоскости мультицепь M длины l, где l > 2, бу-
дем называть вспомогательной мультицепью, если выполнены следую-
щие условия: M — расширенная мультицепь; концевые срезы мультицепи
M расположены на чётных уровнях, внутренние — на нечётных. Номер
уровня, на котором расположен i-й срез, определяется следующим об-
разом: если i = 1, то номер равен 2z; если 2 6 i 6 l, то номер равен
2z−1+2(i−1); если i = l+1, то номер равен 2z +2(l−1) (z — некоторое
целое число, зависящее только от мультицепи M).

Расположенную на плоскости мультицепь M будем называть вспомо-

гательной неполной мультицепью, если выполнены следующие условия:
M — неполная мультицепь; концевые срезы мультицепи M расположены
на чётных уровнях, внутренний — на нечётном. Номер уровня, на кото-
ром расположен i-й срез, определяется следующим образом: если i = 1,
то номер равен 2z; если i = 2, то номер равен 2z + 1; если i = 3, то
номер равен 2z + 2 (z — некоторое целое число, зависящее только от
мультицепи M).

Приступим к определению отображения Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1). Для это-
го сначала определим граф Fd,κ(0, . . . , 0). Пусть M0 — основная муль-
тицепь длины d − 1 и толщины κ − 1, первый срез которой расположен
на уровне L0, последний срез (срез с номером d) — на уровне L2(d−1).
Обозначим через Ad,κ граф, полученный из M0 добавлением ⌊(d− 1)/2⌋
мультицепей M1, M2, . . . , M⌊(d−1)/2⌋, где M1, M2, . . . , M⌊(d−1)/2⌋ — основ-
ные мультицепи длины d − 1 и толщины κ − 1, соединяющие первый и
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последний срезы мультицепи M0. Рассмотрим 1 + 2⌊(d− 1)/2⌋ мультице-
пей

M1,d
0 , M1,2

1 , M2,d
1 , . . . , M1,i+1

i , M i+1,d
i , . . . , M

1,⌊(d−1)/2⌋+1
⌊(d−1)/2⌋ , M

⌊(d−1)/2⌋+1,d
⌊(d−1)/2⌋ .

При чётном d обозначим их соответственно через

Dd−1, D1, Dd−2, . . . , Di, Dd−1−i, . . . , D⌊(d−1)/2⌋, Dd−1−⌊(d−1)/2⌋.

Если d нечётно, то первые d − 1 мультицепей

M1,d
0 , M1,2

1 , M2,d
1 , . . . , M1,i+1

i , M i+1,d
i , . . . , M

1,(d−1)/2+1
(d−1)/2

обозначим соответственно через

Dd−1, D1, Dd−2, . . . , Di, Dd−1−i, . . . , D(d−1)/2,

последнюю мультицепь M
(d−1)/2+1,d
(d−1)/2 обозначим через D′

(d−1)/2. Отметим,
что мультицепи D1, D2, . . . , Dd−1 — это основные мультицепи толщины
κ−1, длины которых равны соответственно 1, 2, . . . , d−1; если d нечётно,
то D′

(d−1)/2 — основная мультицепь толщины κ − 1 и длины (d − 1)/2.
В качестве графа Fd,κ(0, . . . , 0) при чётном d возьмём граф, получен-

ный из графа Ad,κ добавлением d − 1 мультицепей P1, . . . , Pd−1, а при
нечётном d — граф, полученный из графа Ad,κ добавлением d − 1 муль-
тицепей P1, . . . , Pd−1 и одной мультицепи P ′

(d−1)/2. Здесь P1, . . . , Pd−1 —
вспомогательные мультицепи толщины κ − 1, которые соответственно
соединяют первый и последний срезы мультицепей D1, . . . , Dd−1; если d
нечётно, то P ′

(d−1)/2 — вспомогательная мультицепь толщины κ − 1, со-
единяющая первый и последний срезы мультицепи D′

(d−1)/2. Отметим,
что длина мультицепи Pi, где 1 6 i 6 d − 1, равна i + 1, а при нечёт-
ном d длина мультицепи P ′

(d−1)/2 равна (d− 1)/2 + 1. Граф Fd,κ(0, . . . , 0)
изображён на рис. 1.

Пусть a и b — произвольные целые числа. Через r(a, b) обозначим
остаток от деления a на b, пусть q(a, b) = ⌊a/b⌋. Через δ(z) обозначим
функцию, заданную на множестве целых чисел, значения которой опре-
деляются следующим образом: δ(z) = 0 при z = 0 и δ(z) = 1 при z 6= 0.

Пусть (∆1, ∆2, . . . ,∆d−1) — произвольный набор целых неотрицатель-
ных чисел. Определим граф Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1). Через qi, li, mi,
где 1 6 i 6 d − 1, обозначим соответственно числа

q(∆i, (κ − 1)i), q(r(∆i, (κ − 1)i), κ − 1), r(r(∆i, (κ − 1)i), κ − 1).
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Отметим, что при любом i, 1 6 i 6 d − 1, справедливы соотношения

∆i = qi(κ − 1)i + li(κ − 1) + mi, i > li > 0, κ − 1 > mi > 0.

В качестве графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) возьмём граф, полученный из гра-

фа Fd,κ(0, . . . , 0) добавлением
d−1∑
i=1

(qi + δ(li) + δ(mi)) мультицепей, среди

которых для каждого i, 1 6 i 6 d−1, имеется: qi вспомогательных муль-
тицепей длины i+1 и толщины κ−1, соединяющих первый и последний
срезы мультицепи Di; δ(li) вспомогательных мультицепей длины li + 1 и
толщины κ − 1, соединяющих первый и (li + 1)-й срезы мультицепи Di;
δ(mi) вспомогательных неполных мультицепей мощности mi и толщины
κ − 1, соединяющих (li +1)-й и (li +2)-й срезы мультицепи Di. На рис. 2
изображён граф F5,3(0, 0, 9, 0).
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Рис. 1. Граф F5,3(0, 0, 0, 0)

Через Hi, где 1 6 i 6 d − 1, обозначим подграф графа Fd,κ(∆1, . . .,
∆d−1), являющийся объединением мультицепей Di и Pi и qi+δ(li)+δ(mi)
мультицепей, добавленных к графу Fd,κ(0, . . . , 0), которые соединяют
некоторые срезы мультицепи Di. Граф Hi, 1 6 i 6 d− 1, будем называть
i-м фрагментом графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1). Если d нечётно, через H ′

(d−1)/2
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обозначим подграф D′
(d−1)/2 ∪ P ′

(d−1)/2 графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1). Граф
H ′

(d−1)/2 также будем называть фрагментом графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1).
Через Bi, где 1 6 i < (d−1)/2, обозначим подграф Hi∪Hd−1−i графа

Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) и будем называть его i-й полосой графа Fd,κ(∆1, . . .,
∆d−1). Если d нечётно, через B(d−1)/2 обозначим подграф H(d−1)/2 ∪
H ′

(d−1)/2 графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) и будем называть его (d−1)/2-й поло-

сой графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1). Через B0 обозначим подграф Hd−1 графа
Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) и будем называть его нулевой полосой графа Fd,κ(∆1,
. . . ,∆d−1).
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Рис. 2. Граф F5,3(0, 0, 9, 0)

Утверждение 1. Число вершинной связности графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1)
равно κ.

Доказательство. Справедливость утверждения 1 следует из следу-
ющего очевидного утверждения: если число вершинной связности графа
A равно κ и граф G получен из графа A добавлением мультицепей дли-
ны не менее 2 и толщины κ − 1, то число вершинной связности графа G
равно κ. Заметим, что процедура построения графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1)
допускает именно такое описание. Утверждение 1 доказано.

Утверждение 2. Диаметр графа Fd,κ(∆1, . . ., ∆d−1) равен d.
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Доказательство. Сначала докажем, что диаметр Fd,κ(∆1, . . ., ∆d−1)
не больше d. Пусть u и v — произвольные вершины графа Fd,κ(∆1, . . .,
∆d−1). Покажем, что ρ(u, v) 6 d. Рассмотрим два возможных случая.

1) Вершины u и v принадлежат чётным уровням. Обозначим через
S, N соответственно первый и последний срезы мультицепи M0. Под-
графы графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1), порождённые множеством вершин S и
множеством вершин N , полные. Поэтому справедливо неравенство

ρ(u, v) 6 min{ρ(u, S) + ρ(S, v) + 1, ρ(u, N) + ρ(N, v) + 1}.

Предположим, что ρ(u, S) + ρ(S, v) + 1 > d. Докажем, что тогда

ρ(u, N) + ρ(N, v) + 1 6 d.

Так как вершины u, v принадлежат чётным уровням, справедливы ра-
венства ρ(S, u) + ρ(u, N) = d − 1 и ρ(S, v) + ρ(v, N) = d − 1. Поэтому

ρ(u, N) + ρ(N, v) + 1

= (ρ(S, u) + ρ(u, N) + ρ(S, v) + ρ(v, N)) − (ρ(u, S) + ρ(S, v) + 1) + 2

6 2(d − 1) − d + 2 = d.

2) Вершина u принадлежит нечётному уровню. В этом случае спра-
ведливо неравенство

ρ(u, v) 6 min{ρ(u, S) + ρ(S, v), ρ(u, N) + ρ(N, v) + 1}.

Предположим, что ρ(u, S) + ρ(S, v) > d. Докажем, что тогда ρ(u, N) +
ρ(N, v) + 1 6 d. Поскольку вершина u принадлежит нечётному уровню,
справедливы соотношения ρ(S, u) + ρ(u, N) = d и ρ(S, v) + ρ(v, N) 6 d.
Поэтому

ρ(u, N) + ρ(N, v) + 1

= (ρ(S, u) + ρ(u, N) + ρ(S, v) + ρ(v, N)) − (ρ(u, S) + ρ(S, v)) + 1

< 2d − d + 1 = d + 1.

Теперь докажем, что диаметр графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) равен d. Рас-
смотрим такие вершины u, v в графе Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1), что u ∈ Hd−1 ∩
L1, v ∈ Hd−1 ∩ L2(d−1) и цвета вершин u, v не совпадают. Очевидно, что
ρ(u, v) = d. Утверждение 2 доказано.

Будем говорить, что вершины u, v графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) принад-

лежат разным фрагментам графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1), если среди фраг-
ментов графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) не существует такого фрагмента H, что
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{u, v} ⊆ V H.

Утверждение 3. Если вершины u, v графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) при-

надлежат разным фрагментам графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1), или разным

уровням, или имеют разные цвета, то в графе Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) при

каждом r, 0 6 r 6 d − 1, шары Sr(u), Sr(v) не совпадают.

Доказательство. Достаточно доказать, что Sd−1(u) 6= Sd−1(v). Рас-
смотрим три возможных случая.

1) Вершины u, v принадлежат разным уровням. Справедливость нера-
венства Sd−1(u) 6= Sd−1(v) следует из следующего факта: если вершина
x графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) принадлежит уровню L0, то дополнение ша-
ра Sd−1(x) имеет непустое пересечение только с уровнем L2(d−1); если
x ∈ L2k, 1 6 k 6 d − 2, то дополнение Sd−1(x) имеет непустое пере-
сечение только с уровнем L2(d−1)+1−2k; если x ∈ L2(d−1), то дополне-
ние Sd−1(x) имеет непустое пересечение только с уровнями L0, L1; ес-
ли x ∈ L1, то дополнение Sd−1(x) имеет непустое пересечение только с
уровнями L2(d−1)−1, L2(d−1); если x ∈ L2k−1, 2 6 k 6 d − 1, то дополне-
ние Sd−1(x) имеет непустое пересечение только с уровнями L2(d−1)+1−2k,
L2(d−1)+2−2k, L2(d−1)+3−2k.

2) Вершины u, v принадлежат одному уровню, но разным фрагмен-
там графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1). Через i, j обозначим соответственно но-
мера полос графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1), которым принадлежат вершины
u, v. Без ограничения общности будем считать, что i < j. Справедли-
вость неравенства Sd−1(u) 6= Sd−1(v) следует из следующих очевидных
соотношений: Bj ⊆ Sd−1(v), Bj * Sd−1(u).

3) Вершины u, v принадлежат одному уровню и одному фрагменту,
но имеют разные цвета. Пусть i — номер уровня, которому принадлежат
вершины u, v. Рассмотрим вершину x графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1), которая
удовлетворяет следующим трём условиям:

a) цвета вершин x, v совпадают;

b) если i = 0, то x ∈ L2(d−1); если 1 6 i 6 2(d− 1), то x ∈ L2(d−1)+1−i;

c) если 2 6 i 6 2(d − 1) − 1, то вершины x, u принадлежат разным
полосам графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1).

Справедливость неравенства Sd−1(u) 6= Sd−1(v) следует из следующих
очевидных соотношений: x ∈ Sd−1(v), {x} ∩ Sd−1(u) = ø. Утверждение 3
доказано.

Используя аналогичные соображения, получаем следующее

Утверждение 4. Пусть вершины u и v графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1)
лежат на одном уровне, имеют одинаковые цвета и принадлежат j-му
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фрагменту, 1 6 j 6 d − 1, графа Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1). Тогда справедливы

следующие утверждения:
1) если 0 6 r 6 j, то в графе Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) шары Sr(u) и Sr(v)

не совпадают;
2) если r > j, то в графе Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) шары Sr(u) и Sr(v) сов-

падают.

Утверждение 5. Для компонент вектора τ(Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1)) =
(τ0, τ1, . . . , τd−1, 1) справедливы следующие равенства:

τ0 − τ1 = 0;

τi − τi+1 = ∆i, 1 6 i 6 d − 2;

τd−1 − ((2d − 3)(⌊(d − 1)/2⌋ + 1) + 2)(κ − 1) = ∆d−1.

Доказательство. Из определения отображения Fd,κ следует, что
число вершин в графе Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1) равно

((2d − 3)(⌊(d − 1)/2⌋ + 1) + 2)(κ − 1) +
d−1∑

j=1

∆j .

Из утверждений 3 и 4 следует, что компонента τi, 1 6 i 6 d − 1, век-
тора τ(Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1)) равна числу вершин в графе Fd,κ(0, . . . , 0, ∆i,
∆i+1, . . . ,∆d−1). Поэтому для компонент вектора τ(Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1))
выполнены следующие равенства:

τ0 = ((2d − 3)(⌊(d − 1)/2⌋ + 1) + 2)(κ − 1) +
d−1∑

j=1

∆j ;

τi = ((2d − 3)(⌊(d − 1)/2⌋ + 1) + 2)(κ − 1) +
d−1∑

j=i

∆j , 1 6 i 6 d − 1.

Утверждение 5 является непосредственным следствием этих равенств.
Утверждение 5 доказано.

Вернёмся к построению графа G ∈ Γ(d, κ) такого, что τ(G) = c.
Граф G построим следующим образом: в графе Fd,κ(∆1, . . . ,∆d−1), где
∆i = ci−ci+1 при 1 6 i 6 d−2 и ∆d−1 = cd−1− ((2d−3)(⌊(d−1)/2⌋+1)+
2)(κ − 1), произвольную вершину x заменим на полный граф Kc0−c1+1.
Из утверждений 1 и 2 следует, что G ∈ Γ(d, κ). Пользуясь утверждением
5, получаем, что τ(G) = c. Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Если d = 2 и κ > 3, то m(d, κ) 6 3(κ − 1) + 1.

Доказательство. Отметим, что при d = 2 справедливо равенство

((2d − 3)(⌊(d − 1)/2⌋ + 1) + 2)(κ − 1) = 3(κ − 1).
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Доказательство леммы 7 дословно совпадает с доказательством лем-
мы 6 с учётом того, что d = 2. «Ухудшение» на единицу правой части
неравенства в лемме 6 объясняется тем, что утверждения 1–5 остаются
верными для графа F2,κ(∆1) только при ∆1 > 1. Утверждения 3 и 5 для
графа F2,κ(0) не верны. Лемма 7 доказана.

Теорема 1 доказана.

§ 2. Доказательство теоремы 2
Пусть d > 2, κ > 1, n > 1 — произвольные целые числа и τ =

(τ0, τ1, . . . , τd) ∈ Md(n). Обозначим через x1, . . . , xn соответственно число
единиц, число двоек и т. д. в последовательности τ0, τ1, . . . , τd−1. Ясно,
что мощность множества Md(n) совпадает с числом решений в целых
неотрицательных числах уравнения x1 + . . . + xn = d, которое, как из-
вестно [6], равно

(
n−1+d

d

)
. Кроме того, из теоремы 1 следует, что мощ-

ность множества Rd(n) не меньше числа решений в целых неотрицатель-
ных числах уравнения xd2κ+3 + xd2κ+4 + . . . + xn = d. Это число равно(n−(d2

κ+3)+d)
d

)
. Поэтому для любых d > 2 и κ > 1 справедливо равенство

lim
n→∞

|Rd,κ (n)|
|Md(n)| = 1. Теорема 2 доказана.
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