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МЕТОД ДЕКОМПОЗИЦИИ ДЛЯ ЗАДАЧИ О p-МЕДИАНЕ

НА НЕСВЯЗНОМ ГРАФЕ∗)

И.Л.Васильев

Рассматривается задача оптимального замещения, которая фор-
мулируется как задача о p-медиане. Практическое приложение дан-
ной задачи возникает в автомобильной промышленности, где суще-
ствуют примеры, которые определяются на графах, состоящих из
нескольких десятков тысяч вершин и нескольких миллионов дуг.
Отличительной особенностью любой такой задачи является то, что
граф состоит из нескольких компонент связности. Эта структура
графа используется для декомпозиции исходной задачи в серию под-
задач о p-медиане меньшей размерности. Предложенная декомпо-
зиция естественным образом позволяет использовать параллельные
вычисления при программной реализации метода. Эффективность
предложенного подхода иллюстрируется численными эксперимента-
ми на практических примерах.

Введение

Задача оптимального замещения (ЗОЗ) в автомобильной промыш-
ленности была предложена в [7]. Обычно каждый легковой автомобиль
может комплектоваться различным набором опций. Такой набор будем
называть конфигурацией. Покупатель по своему желанию может до-
полнительно к базовой комплектации выбрать установку подушек безо-
пасности, системы ABS, кондиционера и т. д. В соответствии с набо-
ром опций должен быть установлен определённый набор электропровод-
ки, гарантирующий подключение этих дополнительных устройств. В со-
временном автомобиле число опций может достигать 30–50, а число их
комбинаций может превышать несколько тысяч. В силу технологичес-
ких особенностей каждый набор электропроводки изготавливается как
единое целое, и только ограниченное количество этих наборов может
быть доступно на сборочном конвейере. Если необходимая конфигурация
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электропроводки недоступна, то она может быть замещена совместимой.
Под совместимой подразумевается такая конфигурация, которая содер-
жит по крайней мере электропроводку для подключения всех необходи-
мых опций. При такой замене часть электропроводки не используется
(дарится покупателю), и в связи с этим возникают избыточные произ-
водственные издержки, которые хотелось бы минимизировать.

Эта задача может быть сформулирована в виде задачи о p-медиане.
Рассмотрим ориентированный граф, в котором каждой вершине сопо-
ставлена некоторая конфигурация электропроводки; две вершины u и
v соединены дугой uv, если конфигурация, соответствующая v-й вер-
шине, может быть замещена конфигурацией, которая соответствует u-й
вершине. Вес дуги равен избыточным издержкам, возникающим при за-
мещении. Таким образом, если может быть использовано только ограни-
ченное количество конфигураций (скажем, p), то задача заключается в
нахождении p медианных вершин, минимизирующих сумму весов дуг до
остальных вершин.

Задача о p-медиане — известная NP-трудная задача, сформулирован-
ная в [10]. Обширный литературный обзор по этой задаче можно найти
в [12], а также в [4, 13]. Отдельно хочется отметить последние работы,
касающиеся решения задачи о p-медиане большой размерности: VNS [9],
GRASP эвристики [13], метод ветвей, отсечений и оценок [4].

В статье рассматривается случай несвязного графа. Данное свойство
используется при разработке метода декомпозиции. Показано, что такая
задача может быть сведена к решению серии подзадач меньшей размер-
ности. Предложенный подход позволил работать с примерами на графах
более чем с 80 000 вершинами и 6 000 000 дугами. Для решения подзадач
использовались жадная эвристика и эвристика Лагранжа, адаптирован-
ные для данного случая. В результате численного эксперимента были
получены решения с погрешностью до 1% за приемлемое время на пер-
сональном компьютере.

При декомпозиции получается серия подзадач, которые можно ре-
шать на параллельных процессорах. В статье представлена параллель-
ная реализация предложенного подхода, которая позволяет значительно
сократить время счёта.

Статья состоит из 5 разделов. В разделе 1 описана постановка задачи.
Декомпозиция и её обоснование изложены в разделе 2. В разделе 3 дано
описание общей вычислительной схемы, описание отдельных компонент
и схемы распараллеливания. Результаты численных экспериментов при-
водятся в разделе 4. Наконец, в разделе 5 сделаны общие заключения.
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1. Постановка задачи

Пусть при сборке некоторого промышленного продукта, например,
при комплектации легковых автомобилей электропроводкой, имеется
множество опций S = {1, . . . , s}. Некоторое подмножество опций Su ⊆ S
будем называть u-й конфигурацией. Пусть дано множество конфигура-
ций V = {1, . . . , n}, соответствующие им наборы опций S1, . . . , Sn, а так-
же соответствующие цены c1, . . . , cn и рыночный спрос d1, . . . , dn. Неко-
торая конфигурация u может заменить конфигурацию v, если она со-
держит все опции v-й конфигурации, т. е. Sv ⊂ Su. Возникающие при
замене избыточные затраты выражаются формулой

wuv = (cu − cv)dv .

Без потери общности можно предположить, что все конфигурации
различны, т. е. Su 6= Sv при u 6= v. На практике существуют также до-
полнительные условия по замене конфигураций, но они в этой статье не
рассматриваются, так как не изменяют свойств задачи. Технические де-
тали практических приложений этой задачи можно найти в [3, 7]. Задача
оптимального замещения заключается в выборе таких конфигураций,
которые минимизируют избыточные затраты, возникающие при замеще-
нии остальных конфигураций. Эта задача может быть сформулирована
как задача о p-медиане.

Рассмотрим орграф G(V,A), в котором каждая вершина соответству-
ет определённой конфигурации. Дуга соединяет вершины u и v, если
конфигурация v может быть замещена на u, т. е.

A = {uv| Sv ⊂ Su}.

Веса дуг равны соответствующим избыточным издержкам wuv. Из
определения графа следует, что граф G(V,A) является неполным, ацик-
личным и совпадает со своим транзитивным замыканием.

Введём бинарные переменные yu (xuv), которые будут соответство-
вать вершинам u ∈ V (дугам uv ∈ A). Переменная yu (xuv) равна 1, если
соответствующая вершина (дуга) принадлежит допустимой точке. Обо-
значим через δ−(u) = {vu| vu ∈ A} множество дуг, входящих в вершину
u, δ+(u) = {uv| uv ∈ A} — множество дуг, исходящих из u. В этих обо-
значениях задача о p-медиане может быть сформулирована как задача
целочисленного программирования: найти

min
x,y

∑

uv∈A

wuvxuv (1)
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при ограничениях
∑

u∈δ−(v)

xuv + yv = 1 при любой вершине v ∈ V, (2)

xuv 6 yu при любой дуге uv ∈ A, u ∈ V, (3)
∑

v∈V

yv = p, (4)

yu ∈ {0, 1} при любой вершине v ∈ V, (5)

xuv ∈ {0, 1} при любой дуге uv ∈ A. (6)

Ограничения (2) гарантируют, что каждая вершина v является либо
медианой, либо имеет только одну входящую дугу из медианной верши-
ны. Неравенства (3) исключают существование выходящих дуг из неме-
дианных вершин. Число медиан определяется уравнением (4).

Как видно из определения множества дуг из A, граф G(V,A) непол-
ный. Следовательно, нет гарантии, что задача имеет решение при любом
значении p. Поэтому возникает вопрос, при каком минимальном значе-
нии pmin допустимое множество задачи не пусто. Это значение может
быть найдено решением следующей задачи о покрытии: найти

pmin = min
(x,y)

{
∑

u∈V

yu| при ограничениях (2), (3), (5), (6)

}

. (7)

Можно доказать, что решение задачи (7) состоит из вершин, в кото-
рые не входят дуги. Такие вершины будем называть корнями.

Утверждение 1. Пусть V 0 ⊂ V — множество корней, т. е.

{(u, v) ∈ A| v ∈ V 0} = ∅, и пусть pmin = |V 0|. Тогда задача о p-медиане

имеет решение тогда и только тогда, когда p > pmin.

Доказательство непосредственно следует из того, что в графе G(V,A)
выполняется свойство транзитивности: если ut ∈ A и tv ∈ A, то uv ∈ A.

Если p = pmin, то оптимальное решение задачи находится по следую-
щему правилу:

yu =

{
1, если u ∈ V 0,
0, если u ∈ V \V 0,

xuv =

{
1, если v ∈ V \ V 0, u = argmin

t∈V 0

wtv ,

0 в противном случае.

Для решения задачи (1)–(6) в [7] предложен подход, основанный на
релаксации Лагранжа и специальных процедурах уменьшения размернос-
ти. Далее применяются коммерческие решатели для поиска оптимально-
го решения. Этот подход показал свою эффективность для многих задач,
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но известны также примеры, для которых оптимальное решение найдено
не было.

2. Декомпозиция задачи

Рассмотрим задачу (1)–(6), в которой граф G(V,A) состоит из m ком-
понент связности Gi(Vi, Ai), i = 1, . . . ,m. Под компонентой связности
ориентированного графа будем понимать слабо связный подграф макси-
мально возможного размера. Предполагается, что p > pmin.

Для i-й компоненты связности графа определим множество корней
V 0

i = V 0 ∩ Vi. Число медиан в i-й компоненте связности не может быть
меньше pi

min = |V 0
i | и не может превосходить

pi
max = min{|Vi|, p− (pmin − pi

min)},
так как (pmin − pi

min) – минимальное число медиан, содержащихся в
остальных компонентах связности.

Предположим, что можно найти решение подзадачи о p-медиане в
каждой компоненте связности графа Gi(Vi, Ai) при любом

pi ∈ Pi =
[
pi
min, p

i
max

]
, i = 1, . . . ,m.

Соответствующие оптимальные решения обозначим через (x̄ipi , ȳipi), а
оптимальные значения задачи — через cipi

. Возникает вопрос: можно ли
найти решение исходной задачи, основываясь на этих данных? Идея по-
иска решения заключается в том, что решение исходной задачи должно
состоять из таких решений подзадач, что их суммарное значение будет
минимально при условии, что общее число медиан равно p. Эти рас-
суждения могут быть сформулированы в виде задачи целочисленного
программирования следующим образом.

Введём двоичные переменные zipi
, где i = 1, . . . ,m и pi ∈ Pi такое,

что zipi
= 1, если из i-й компоненты связности выбирается решение под-

задачи с pi медианами; иначе zipi
= 0. В этом случае задача примет вид:

найти

min
z

{ m∑

i=1

∑

pi∈Pi

cipi
zipi

}
(8)

при ограничениях
m∑

i=1

∑

pi∈Pi

pizipi
= p, (9)

∑

pi∈Pi

zipi
= 1 при i = 1, . . . ,m (10)

zipi
∈ {0, 1} при i = 1, . . . ,m, pi ∈ Pi. (11)
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Целевая функция (8) гарантирует выбор решений подзадач с мини-
мальной суммарной стоимостью. Условия (9) определяют общее число
медиан. Равенства (10) обеспечивают выбор по одному решению из каж-
дой компоненты связности. Эта задача является известной задачей мно-
говариантного рюкзака [11].

Теорема 1. Пусть (x̄ipi , ȳipi) — допустимые точки подзадач о p-медиа-

не в компонентах связности Gi(Vi, Ai) и pi ∈ Pi, i = 1, . . . ,m. Пусть

z̄ = {z̄ipi
} — допустимая точка задачи (8)–(11) и

(x̄, ȳ) =
∑

i = 1, . . . , m
pi : z̄ipi

= 1

(x̄ipi , ȳipi).

Тогда (x̄, ȳ) – допустимая точка исходной задачи о p-медиане (1)–(6); она

является оптимальной, если (x̄ipi , ȳipi) и z̄ являются оптимальными ре-

шениями соответствующих подзадач.

Доказательство. Допустимость точки (x̄, ȳ) непосредственно сле-
дует из определения рассматриваемых задач.

Для доказательства оптимальности предположим, что существует
допустимая точка (x̂, ŷ), лучшая чем (x̄, ȳ), т. е.

∑

uv∈A

wuvx̂uv <
∑

uv∈A

wuvx̄uv.

Для каждого i = 1, . . . ,m рассмотрим точку (x̂i, ŷi) такую, что

(x̂i, ŷi) =

{
ŷi

u = ŷu, если u ∈ Vi и ŷi
u = 0 при u 6∈ Vi,

x̂i
uv = x̂uv, если uv ∈ Ai и x̂i

uv = 0 при uv ∈ Ai.

Пусть p̂i =
∑
i∈Vi

ŷi. Очевидно, что (x̂i, ŷi) – допустимая точка подзадачи в

i-й компоненте связности при pi = p̂i. Также рассмотрим

ẑ =

{
ẑipi

= 1, если pi = p̂i при любом i = 1, . . . ,m,
ẑipi

= 0 в противном случае.

Легко видеть, что ẑ является допустимой точкой в задаче (8)–(11). Зна-
чения cip̂i

являются оптимальными в соответствующих подзадачах. По-
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этому cip̂i
6

∑
uv∈Ai

wuvx̂uv. Следовательно,

m∑

i=1

∑

pi∈Pi

cipi
ẑipi

6

m∑

i=1

∑

uv∈Ai

wuvx̂
i
uv =

∑

uv∈A

wuvx̂uv

<
∑

uv∈A

wuvx̄uv =

m∑

i=1

∑

uv∈Ai

wuvx̄
i
uv =

m∑

i=1

∑

pi∈Pi

cipi
z̄ipi

,

что противоречит оптимальности z̄ в задаче (8)–(11). Теорема 1 доказана.
Теорема 1 показывает, что задача о p-медиане может быть сведена к

решению m(p − pmin) подзадач меньшей размерности и решению одной
задачи (8)–(11). C вычислительной точки зрения могут быть полезны
следующими замечания.

Замечание 1. Предположим, что нельзя получить оптимальные ре-
шения подзадач о p-медиане на компонентах связности, но имеются ниж-
ние и верхние оценки. Подставляя эти оценки в коэффициенты целевой
функции задачи (8)–(11), получим нижние и верхние оценки исходной
задачи о p-медиане.

Замечание 2. Если необходимо решить задачу о p-медиане для всех
значений p из интервала [pmin, pmax], то можно положить pi

max = pmax−
pmin + pi

min, вследствие чего отпадает необходимость решать повторя-
ющиеся подзадачи в компонентах связности при разных значениях p.
Таким образом, для того чтобы решить pmax − pmin задач о p-медиане,
необходимо решить m(pmax−pmin) подзадач и pmax −pmin задач (8)–(11).

3. Стратегия решения

В этом разделе описывается общая схема решения, которая базиру-
ется на результатах, представленных в предыдущем разделе. В схеме
можно выделить три основных этапа:

1. Нахождение разложения графа G(V,A) на компоненты связности
Gi(Vi, Ai), i = 1, . . . ,m.

2. Для каждой компоненты связности решение подзадач о p-медиане
при всех pi ∈ Pi. Анализ практических примеров показал, что
несмотря на снижение размерности подзадачи остаются достаточно
большими, и применение точных методов решения не представляет-
ся возможным. Поэтому для рассмотренной задачи адаптированы
жадная эвристика и эвристика Лагранжа. Эти алгоритмы описы-
ваются в пунктах 3.1 и 3.2.
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3. Решения подзадач второго этапа используются в формулировке за-
дачи (8)–(11). Эта задача решается методом ветвей и границ, опи-
сываемом в пункте 3.3.

Некоторые подзадачи второго этапа не взаимосвязаны и могут быть
решены на различных процессорах одновременно. Распараллеливание
представлено в пункте 3.4.

3.1. Жадная эвристика

Как уже говорилось во введении, возникающие при решении практи-
ческих задач графы могут иметь более 80000 вершин и 6000000 дуг. Сле-
довательно, эти графы очень разрежены. После декомпозиции в неко-
торых компонентах связности может оказаться более 10000 вершин, при
этом плотность графа не превосходит 5%. Разреженность графов исполь-
зуется при реализации жадной эвристики.

В [8] была представлена жадная эвристика для решения задачи о
p-медиане. Были предложены различные способы ускорения работы ал-
горитма, в которых используются рекурсивные соотношения для обнов-
ления списка кандидатов [15] или матрицы пар кандидатов [14] в медиа-
ны на следующей итерации. Как показывает практика, эти операции зна-
чительно ускоряют жадный алгоритм при больших значениях p (когда
p близко или больше |V|/2) на полных графах. Однако они теряют своё
преимущество при малых p и на сильно разреженных графах. Поэтому
при реализации используется прямая схема алгоритма и специальный
вид представления графов.

Граф хранится в виде списка смежности входящих дуг для каждой
вершины, причём этот список упорядочен по возрастанию весов дуг, т.
е. для любого v из V хранится такой список u1, . . . , ukv

(k – число дуг,
входящих в вершину v), что wu1v 6 wu2v 6 · · · 6 wukv. Также хранится
матрица смежности графа. Так как для каждого элемента этой матрицы
используется один бит, то она не занимает большого объема памяти.

Предложенная структура хранения графа позволяет эффективно ре-
ализовать жадный алгоритм, представленный ниже, где Tp обозначает
текущее множество медиан, а Zp — значение целевой функции.

Шаг 0. Инициализировать p = pmin, Tp = V0,

T̄p = V \ Tp, Zp =
∑

u∈T̄p

min
u∈Tp

wuv.

Шаг 1. Вычислить ∀u ∈ T̄p

∆u =
∑

uv∈δ+(u): v∈T̄p

min

{
0, wuv − min

t∈Tp

wtv

}
− min

v∈Tp

wvu.
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Шаг 2. Найти ū ∈ T̄p:

∆ū = min
u∈T̄p

∆u.

Шаг 3. Установить Tp+1 = Tp ∪ {ū}, T̄p+1 = T̄p \ {ū},
Zp+1 = Zp + ∆ū, p = p+ 1.

Шаг 4. Если p = pmax, то перейти на Шаг 5,

иначе перейти на Шаг 1.

Шаг 5. Tp – решение задачи.

Заметим, что только при p = pmin + 1 жадная эвристика всегда нахо-
дит оптимальное решение. В остальных случаях этого утверждать нель-
зя.

3.2. Эвристика Лагранжа

Полученное жадной эвристикой решение можно попытаться улуч-
шить эвристикой Лагранжа. Использовалась эвристика, описанная в [4].

Пусть p > pmin + 1. Функция Лагранжа θ(λ) получается ослаблением
ограничений (2):

θ(λ) = min
(x,y)

{∑

v∈V




∑

uv∈δ−(v)

(wuv − λv)xuv − λvyv



+
∑

u∈V

λu |

при ограничениях (3)–(6)

}
.

Если множители Лагранжа λ̄ заданы, то значение θ(λ̄) формируется
следующим образом [6]:

a) для каждого u ∈ V подсчитывается приведённая оценка Лагранжа:

ρ(u) =
∑

uv∈δ+(u)

min{0, (wuv − λ̄v)} − λ̄u;

b) вершины упорядочиваются по возрастанию ρ(u) и полагается, что
T = {u1, . . . , up};

c) решение Лагранжа (x(λ̄), y(λ̄)) строится по правилу:

yu(λ̄) =

{
1, если u ∈ T ,
0 в противном случае,

x̄uv =

{
1, если ȳu = 1 и wuv − λ̄v < 0,
0 в противном случае.
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Значение функции Лагранжа θ(λ̄) определяется формулой

θ(λ̄) =
∑

u∈T

ρ(u) +
∑

u∈V

λ̄u.

Используя элементы множества T в качестве медиан, можно постро-
ить допустимую точку и найти верхнюю оценку. Для максимизации функ-
ции Лагранжа используется стандартный субградиентный метод из [6],
с выбором шага по субградиенту на k-й итерации

hk =
1,05UB − θ(λk)

||dk||2 ϕk,

где UB — лучшая верхняя оценка, dk — субградиент в точке λk, ϕk —
параметр, который изначально выбирается равным 2 и на каждой ите-
рации делится на величину γ. Эвристика Лагранжа позволяет находить
верхнюю и нижнюю оценки. Поэтому есть возможность оценивать ка-
чество полученных решений. Выбирая различные значения величины γ,
можно или уменьшить время счёта, или увеличить качество получаемо-
го решения за счёт лучшей сходимости алгоритма. На каждой итерации
субградиентного метода также применялись алгоритмы снижения раз-
мерности из [5, 7].

3.3. Метод ветвей и границ

Задача (8)–(11) не является «узким местом» общей вычислительной
схемы. Существуют различные методы её решения, обзор которых мож-
но найти в [11]. Более того, так как все коэффициенты задачи целочис-
ленны и p < n, то такую задачу можно решить точно методом динамиче-
ского программирования с полиномиальной трудоёмкостью. В рассмат-
риваемом случае для её решения был реализован метод ветвей и границ,
основанный на нижней оценке, которая была получена ослаблением огра-
ничения (9). Верхние оценки подсчитывались из решения Лагранжа при
помощи жадного алгоритма.

Тесты на практических примерах показали, что задача (8)–(11) имеет
малую размерность. Задача решается за несколько миллисекунд, что су-
щественно меньше общего времени счёта. Поэтому внимание на решении
этой задачи не заостряется.
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3.4. Параллелизация метода

Из пункта 3.1 следует, что для получения решения при некотором
p = k необходимо иметь решение при p = k−1. Таким образом, в предло-
женном алгоритме решения подзадач о p-медиане для каждой компонен-
ты связности графа взаимосвязаны. Но для разных компонент связности
они независимы. Поэтому за единицу распараллеливания было выбрано
решение серии подзадач для компоненты связности, т. е. для некоторой
i-компоненты связности серия подзадач при всех pi ∈ Pi рассматривает-
ся как одна параллельная задача. В результате имеется m параллельных
задач.

В параллельной реализации использовалась стандартная схема Mas-
ter-Slave, в которой Master производит декомпозицию исходной задачи
и составляет очередь параллельных задач. В дальнейшем он отсылает
из очереди задачи на свободные Slave процессы, которые решают эти
задачи и отсылают решения обратно. Это продолжается до тех пор, пока
не будут решены все задачи. После этого Master решает задачу (8)–(11)
и выдаёт окончательный результат.

В рассмотренных примерах число компонент связности графа состав-
ляло лишь несколько десятков, т. е. число параллельных задач было от-
носительно невелико, причём размерности этих задач могли значитель-
но различаться. Для задач такого рода актуальной является проблема
сбалансированной загрузки параллельных процессоров, которая гаран-
тирует минимальное абсолютное время счёта. Данная задача известна
как задача планирования параллельных машин.

Пусть даны k параллельных одинаковых процессоров, на которых
необходимо решить m задач, и пусть tj – время решения j-й задачи.
Пусть τ – это абсолютное время решения, xij = 1, если i-й процессор
выполняет j-ю задачу, и xij = 0 в противном случае. Тогда задача мини-
мизации времени сводится к задаче календарного планирования парал-
лельных машин [1]: найти

min
τ,x

τ (12)

при ограничениях:

m∑

j=1

tjxij 6 τ при всех i = 1, . . . , k, (13)

k∑

i=1

xij = 1 при всех j = 1, . . . ,m, (14)
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xij ∈ {0, 1} при всех i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k. (15)

Задача (12)–(15) решалась аналогично задаче (8)–(11): применялся
метод ветвей и границ с использованием оценок Лагранжа путем ослаб-
ления неравенств (13). Предугадать точное время решения параллель-
ных задач затруднительно, но можно оценить их сложность по размерно-
сти соответствующей компоненты связности графа. Поэтому предпола-
галось, что время решения параллельной задачи пропорционально раз-
мерности соответствующей компоненты связности. Как и в случае за-
дачи (8)–(11), численный эксперимент показал, что рассмотренные при-
меры задач (12)–(15) не являются сложными с вычислительной точки
зрения. Результаты вычислений, представленные в следующем разделе,
показали, что схема загрузки, полученная из решения задачи (12)–(15),
позволяет улучшить абсолютное время счёта на практике.

4. Численные результаты

В этом разделе представлены результаты численного эксперимента
на двух примерах, которые определены на графах с 54742 и 80759 верши-
нами и несколькими миллионами дуг. Остальные параметры примеров
даны в таблице 1.

Т а б л и ц а 1. Параметры тестовых примеров

Пример 1 Пример 2
|V | (число вершин) 54742 80759
|A| (число дуг) 5007158 6667069
pmin (|V 0|) 135 210
pmax 178 253
m (число компонент в графе) 42 56

Численный эксперимент проводился на вычислительном кластере
MBC-1000/16 c 32 процессорами Intel Xeon 2.6 GHz (остальные харак-
теристики кластера можно найти в Интернете по адресу mvs.icc.ru). При
распараллеливании использовался интерфейс передачи сообщений
MPICH 1.2 [2].

Т а б л и ц а 2. Время работы на одном процессоре

Алгоритм Пример 1 Пример 2
td twd td twd

Greedy 196 1631 259 3238
LH (γ = 1.04) 1188 8957 1480 13562
LH (γ = 1.01) 3774 25203 4699 32695
LH (γ = 1.005) 7085 55669 8666 74848

В таблице 2 представлены результаты счёта (в секундах) только для
жадной эвристики (Greedy) и в комбинации с эвристикой Лагранжа (LH)
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при различных значениях параметра γ. В столбце td указано время счёта
с использованием декомпозиции, в столбце twd — без декомпозиции. Как
видно из представленных результатов, использование декомпозиции зна-
чительно сокращает время счёта. Но это не единственное преимущество
декомпозиции. Она также позволяет находить более качественные реше-
ния. Это видно из таблиц 4–7. В этих таблицах используются следующие
обозначения: p — число искомых медиан, UB — верхняя оценка, RA— от-
носительная погрешность, вычисленная по формуле UB−LB

UB 100%, где LB
— нижняя оценка (opt означает, что найдено оптимальное решение). На-
пример, при γ = 1,005 средняя относительная погрешность для примера
2 составляет 3,35% без использования декомпозиции и 0,56% — с деком-
позицией. Этот факт можно объяснить тем, что на задачах небольшой
размерности субградиентный метод сходится значительно лучше.

Т а б л и ц а 3. Время работы параллельного метода

Алгоритм np Пример 1 Пример 2
V 1 V 2 V 1 V 2

Greedy 1 196 196 259 259
2 112 102 140 128
4 61 55 72 65
8 41 34 50 42

LH (γ = 1, 04) 1 1188 1188 1480 1480
2 623 605 778 756
4 333 296 390 347
8 238 217 247 226

LH (γ = 1, 01) 1 3774 3774 4699 4699
2 2032 1935 2433 2317
4 1078 965 1200 1075
8 729 656 757 682

LH (γ = 1, 005) 1 7085 7085 8666 8666
2 3885 3698 4579 4359
4 2029 1820 2268 2035
8 1361 1246 1621 1485

В таблице 3 представлены результаты счёта с распараллеливанием,
которая описана в пункте 3.4. В столбце np приведено число Slave про-
цессов, каждый из которых был запущен на отдельном процессоре, time
— абсолютное время в секундах. Было рассмотрено два варианта: V 1
— очередь параллельных задач формировалась без учета их трудоем-
кости, V 2 — очередь формировалась из решения задачи (12)–(15). Как
можно видеть, вариант, представленный в столбце V 2, позволяет сокра-
тить время счёта. Результаты представлены только до 8 процессоров, так
как использование бо́льшего числа процессоров не приводит к снижению
времени счёта. Это связано с крупнозернистостью и неоднородностью
применяемой схемы распараллеливания. Действительно, при 8 процес-
сорах абсолютное время счёта равно времени решения самой большой
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параллельной задачи. До 8 процессоров параллельное ускорение почти
линейно, что является неплохим результатом.

Т а б л и ц а 4. Результаты на примере 1 с декомпозицией

Greedy LH (γ = 1, 04) LH (γ = 1, 01) LH (γ = 1, 005)
p UB UB RA UB RA UB RA

135 1760651,18 1760651,18 opt 1760651,18 opt 1760651,18 opt
140 1170519,60 1170519,60 6,55 1168162,65 1,56 1168162,65 0,43
145 1040327,74 1040327,74 6,34 1038373,79 1,70 1038373,79 0,55
150 950259,85 947857,45 5,39 943055,97 1,23 943055,97 0,04
155 894577,25 892174,85 5,32 886667,50 0,91 886667,50 0,17
160 844754,45 842352,05 5,62 836859,70 0,97 836859,70 0,22
165 795494,45 793092,05 5,38 790167,22 1,19 790167,22 0,43
170 760191,26 757788,86 5,14 753516,14 1,23 753019,80 0,38
175 731461,31 729911,96 5,00 725815,90 1,27 725319,56 0,43
178 715700,17 714641,91 5,05 710935,51 1,29 710439,17 0,43

Т а б л и ц а 5. Результаты на примере 1 без декомпозиции

Greedy LH (γ = 1, 04) LH (γ = 1, 01) LH (γ = 1, 005)
p UB UB RA UB RA UB RA

135 1760651,18 1760651,18 opt 1760651,18 opt 1760651,18 opt
140 1170519,60 1170519,60 14,14 1170519,60 6,81 1170519,60 3,06
145 1040327,74 1040327,74 12,30 1040327,74 5,94 1040327,74 3,43
150 950259,85 950259,85 10,81 950259,85 4,67 950259,85 2,04
155 894577,25 894577,25 11,17 894577,25 4,83 894577,25 2,49
160 844754,45 844754,45 11,09 844754,45 5,11 844754,45 2,76
165 795494,45 795494,45 9,88 795494,45 4,19 795494,45 2,39
170 760191,26 760191,26 9,36 760191,26 3,66 760191,26 2,06
175 731461,31 731461,31 9,29 731461,31 3,51 731461,31 1,88
178 715700,17 715700,17 9,21 715700,17 3,58 715700,17 1,82

Т а б л и ц а 6. Результаты на примере 2 с декомпозицией

Greedy LH (γ = 1, 04) LH (γ = 1, 01) LH (γ = 1, 005)
p UB UB RA UB RA UB RA

210 1337516,14 1337516,14 opt 1337516,14 opt 1337516,14 opt
215 786214,70 786214,70 6,31 786214,70 1,68 786214,70 1,02
220 676982,24 676982,24 8,31 676922,42 1,65 676922,42 0,63
225 621167,32 619758,71 6,84 616964,39 1,23 616964,39 0,27
230 585760,15 584351,54 6,86 582470,63 1,35 582470,63 0,37
235 553806,34 552397,73 7,22 550848,47 1,49 550848,47 0,46
240 528125,73 526860,52 7,38 525948,58 2,07 525880,74 0,80
245 507607,69 506638,08 7,11 505875,16 2,01 504862,45 0,79
250 489520,65 488980,62 7,16 487637,95 1,92 486198,91 0,70
253 479333,30 478904,76 7,27 477354,31 1,90 475867,14 0,56

5. Заключение

В статье рассмотрена задача оптимального замещения, сформулиро-
ванная в виде задачи о p-медиане. В качестве примеров использовались
практические задачи, возникающие в автомобильной промышленности
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при комплектации автомобилей электропроводкой. Особенностью рас-
смотренного случая является то, что эти примеры определены на гра-
фах, которые состоят из нескольких компонент связности.

Т а б л и ц а 7. Результаты на примере 2 без декомпозиции

Greedy LH (γ = 1, 04) LH (γ = 1, 01) LH (γ = 1, 005)
p UB UB RA UB RA UB RA

210 1337516,14 1337516,14 opt 1337516,14 opt 1337516,14 opt
215 786214,70 786214,70 21,76 786214,70 11,41 786214,70 6,72
220 676982,24 676982,24 17,10 676982,24 7,35 676982,24 3,79
225 621167,32 621167,32 15,89 621167,32 6,43 621167,32 3,08
230 579255,40 579255,40 15,19 579255,40 6,36 579255,40 3,46
235 547633,24 547633,24 14,24 547633,24 5,68 547633,24 2,79
240 523934,85 523934,85 14,27 523934,85 5,30 523934,85 2,56
245 503744,63 503744,63 14,12 503744,63 5,21 503744,63 2,40
250 486087,17 486087,17 14,41 486087,17 5,39 486087,17 2,51
253 479333,30 479333,30 14,58 479333,30 5,44 479333,30 2,48

Предложен декомпозиционный метод, который позволяет свести ис-
ходную задачу к серии подзадач о p-медиане для каждой компоненты
связности графа. Для решения этих задач реализована адаптация жад-
ного алгоритма и эвристики Лагранжа. Из решения подзадач получе-
но приближённое решение исходной задачи с помощью вспомогательной
задачи целочисленного программирования. С помощью этого подхода
были найдены приближённые решения задач большой размерности за
приемлемое время на одном процессоре (сопоставимом с персональным
компьютером). Выбирая параметры метода, можно получить решение с
малой относительной погрешностью за более длительное время. Предло-
женная декомпозиция также позволяет распараллелить метод решения,
добиваясь линейного параллельного ускорения на 8 процессорах.
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