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Рассматривается многокритериальная лексикографическая буле-
ва задача минимизации абсолютных отклонений от нуля линейных
функций. Исследуется тот тип устойчивости задачи, который явля-
ется дискретным аналогом свойства полунепрерывности сверху по
Хаусдорфу многозначного оптимального отображения, задающего
лексикографическую функцию выбора. Получены нижняя и верхняя
достижимые оценки для радиуса устойчивости задачи. Приводятся
некоторые качественные результаты.

Введение

Практически любая задача, относящаяся к проблемам проектиро-
вания, планирования и управления в технических и организационных
системах, носит ярко выраженный многокритериальный характер. Во
многих случаях возникающие при этом многоцелевые модели сводятся
к выбору лучших в каком-то смысле значений параметров из некоторой
дискретной совокупности заданных величин. Поэтому интерес к вектор-
ным задачам дискретной оптимизации не ослабевает, что подтверждает-
ся частым появлением новых публикаций в этой области (см., например,
библиографию [18], содержащую 234 наименования). Одно из направле-
ний исследования таких задач — анализ устойчивости решений относи-
тельно возмущений исходных данных задачи. Разнообразные постановки
проблем корректности и устойчивости как скалярных, так и векторных
задач дискретной оптимизации порождают многочисленные теоретичес-
кие исследования. Не задерживаясь на описании всего спектра вопросов,
возникающих в этой области, отсылаем читателя к обширной библиогра-
фии [20], а также к монографиям [13–15] и обзорам [8, 9, 19, 21]. Уместно
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упомянуть также недавно появившееся направление, связанное с иссле-
дованием устойчивости алгоритмов решения задач дискретной оптими-
зации [10, 11, 17].

Настоящая статья лежит в русле направления, связанного с кон-
структивным подходом к проблеме устойчивости, состоящим в получе-
нии количественных характеристик устойчивости. Как правило, такой
характеристикой выступает радиус устойчивости задачи, определяемый
как предельный уровень возмущений исходных данных задачи, сохраня-
ющих некоторое наперёд заданное свойство множества оптимальных ре-
шений. Продолжая цикл исследований, посвящённый проблемам устой-
чивости векторных задач дискретной оптимизации и отраженный в [2, 3,
6, 7, 8, 19], рассмотрим многокритериальную булеву задачу минимизации
абсолютных отклонений от нуля линейных функций с лексикографичес-
ким принципом оптимальности и проведём анализ дискретного аналога
полунепрерывности сверху по Хаусдорфу лексикографически оптималь-
ного отображения для получения нижней и верхней достижимых оценок
радиуса устойчивости задачи в метрике l∞. Отметим, что ранее подобные
результаты были получены в [5] (см. также [8]) для векторных лексико-
графических задач целочисленного линейного программирования.

1. Основные определения и обозначения

Пусть m — число критериев, n — число переменных, x = (x1, x2, . . .,
xn)T ∈ X ⊆ En = {0, 1}n, |X| > 2, Ai — i-я строка матрицы A = (aij)
размера m×n с элементами из R, m > 1, n > 2, i ∈ Nm = {1, 2, . . . ,m},
b = (b1, b2, . . . , bm)T ∈ Rm. На множестве решений X зададим векторную
функцию f(x,A, b) = (|A1x+ b1|, |A2x+ b2|, . . . , |Amx+ bm|).

В критериальном пространстве Rm введём бинарное отношение лек-

сикографического порядка ≺ между различными векторами y = (y1, y2,
. . . , ym) и y′ = (y′1, y

′
2, . . . , y

′
m), полагая y ≺ y′ ⇐⇒ yk < y′k, где

k = min{i ∈ Nm : yi 6= y′i}.
Под m-критериальной (векторной) лексикографической задачей бу-

лева программирования Zm(A, b) : lex min{f(x,A, b) | x ∈ X} будем
понимать задачу поиска лексикографического множества

Lm(A, b) = {x ∈ X | ∀ x′ ∈ X
(
f(x′, A, b) ≺ f(x,A, b)

)
},

где ≺ — отрицание лексикографического отношения ≺. Очевидно, что
множество Lm(A, b) не пусто при любых матрице A и векторе b. Элемен-
ты множества Lm(A, b) будем называть лексикографическими оптиму-

мами.
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Тем самым, все частные критерии упорядочены по важности так,
что несущественные улучшения более важного критерия значительнее
сколь угодно больших потерь по всем остальным — менее важным. Та-
кое упорядочение частных критериев по степени предпочтения даёт воз-
можность расположить все решения подобно тому, как располагаются
слова в словаре. Поэтому указанное отношение предпочтения часто на-
зывают лексикографическим, а многокритериальные задачи со строго
линейно упорядоченными критериями — задачами лексикографической
(или иначе, последовательной) оптимизации [12, 16].

Отметим, что векторная функция f(x,A, b) характеризует меру несов-
местности (абсолютных отклонений) следующей системы линейных бу-
левых уравнений

Ax+ b = 0(m), x ∈ X, (1)

где 0(m) = (0, 0, . . . , 0)T ∈ Rm.
Поэтому задача Zm(A, b) является задачей отыскания множества всех

решений системы (1) при условии, что эта система совместна. Нетрудно
видеть, что система уравнений (1) совместна тогда и только тогда, когда
множество {y ∈ Rm | y = f(x,A, b), x ∈ Lm(A, b)} = {0T

(m)}.
Следующие свойства очевидны.

Свойство 1. Решение x0 ∈ X является лексикографическим опти-

мумом задачи Zm(A, b), если для любого решения x 6= x0 выполняется

неравенство |A1x+ b1| > |A1x
0 + b1|.

Свойство 2. Решение x не является лексикографическим оптимумом

задачи Zm(A, b), если существует такое решение x0 ∈ X, что

|A1x+ b1| > |A1x
0 + b1|.

В пространстве Rk произвольной размерности k ∈ N зададим две
метрики l1 и l∞, т. е. под нормами вектора z = (z1, z2, . . . , zk) ∈ Rk будем
понимать соответственно числа ||z||1 =

∑
j∈Nk

|zj | и ||z||∞ = max
j∈Nk

|zj |, а под

нормой матрицы — норму вектора, составленного из её элементов.
Для любого числа ε > 0 введём множество возмущающих пар:

Ω(ε) = {(A′, b′) ∈ Rm×n × Rm | max{||A′||∞, ||b′||∞} < ε}.

Задачу Zm(A + A′, b + b′), где (A′, b′) ∈ Ω(ε), будем называть возму-

щённой.
Следуя [4, 5, 8, 19], задачу Zm(A, b) назовём устойчивой, если

Ξ := {ε > 0 | ∀ (A′, b′) ∈ Ω(ε) (Lm(A+A′, b+ b′) ⊆ Lm(A, b))} 6= ∅.
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Тем самым, устойчивость задачи Zm(A, b) является дискретным ана-
логом свойства полунепрерывности сверху по Хаусдорфу в точке (A, b)
многозначного оптимального отображения (см., например, [1, 13])

Lm : Rm×(n+1) → 2X ,

т. е. точечно-множественного отображения, которое каждому набору па-
раметров задачи Zm(A, b) ставит в соответствие лексикографическое мно-
жество Lm(A, b).

Радиусом устойчивости задачи Zm(A, b) называется число

ρm(A, b) =

{
sup Ξ, если Ξ 6= ∅,

0, если Ξ = ∅.

Таким образом, радиус устойчивости задачи Zm(A, b) задаёт предел воз-
мущений элементов пары (A, b) в пространстве Rm×(n+1) с метрикой l∞,
при которых не возникает новых лексикографических оптимумов.

Очевидно, что в случае, когда Lm(A, b) = X, радиус устойчивости
ρm(A, b) равен бесконечности. Поэтому этот случай будем исключать из
рассмотрения, а задачу Zm(A, b), для которой множество L

m
(A, b) = X\

Lm(A, b) не пусто, назовём нетривиальной.
В дальнейшем будем использовать обозначения Q = {−1, 1},

sg t =

{
1, если t > 0,

−1, если t < 0

и импликацию

(∃q ∈ Q ∀q′ ∈ Q (qt > q′t′)) ⇒ |t| > |t′|, (2)

которая с очевидностью выполняется для чисел t, t′ ∈ R.

2. Оценки радиуса устойчивости

Положим

ϕm(A, b) = min
x∈L

m
(A,b)

max
x′∈Lm(A,b)

min
q∈Q

|A1(x+ qx′) + b1(1 + q)|
||x+ qx′||1 + 1 + q

. (3)

Теорема. Для радиуса устойчивости ρm(A, b) нетривиальной задачи

Zm(A, b), m > 1, справедливы оценки

ϕm(A, b) 6 ρm(A, b) 6 max{||A1||∞, |b1|},



Анализ устойчивости лексикографической булевой задачи 63Анализ устойчивости лексикографической булевой задачи 63Анализ устойчивости лексикографической булевой задачи 63

причём ρm(A, b) = ϕm(A, b), если |Lm(A, b)| = 1.

Доказательство. Легко видеть, что ϕ := ϕm(A, b) > 0.
Сначала докажем неравенство ρm(A, b) > ϕ. Не уменьшая общности,

считаем, что ϕ > 0 (в противном случае неравенство ρm(A, b) > ϕ оче-
видно). Пусть возмущающая пара (A′, b′) ∈ Ω(ϕ). Тогда в соответствии с
определением (3) числа ϕ при любом решении x ∈ L

m
(A, b) существует

такой лексикографический оптимум x0 ∈ Lm(A, b), что для любого q ∈ Q
выполняются неравенства

ψ < ϕ 6 α(x, x0, q), (4)

где α(x, x0, q) =
|A1(x+ qx0) + (1 + q)b1|

||x+ qx0||1 + 1 + q
, ψ = max{||A′||∞, ||b′||∞}. Это

значит, что
|A1(x+ qx0) + (1 + q)b1| > 0, q ∈ Q.

Поэтому ввиду x0 ∈ Lm(A, b) получаем |A1x+ b1| > |A1x
0 + b1|. Отсюда,

полагая σ = sg (A1x+ b1), получаем

β(q) := A1(σx+ qx0) + b1(σ + q) > 0, q ∈ Q.

Поэтому в силу (4) имеем

σ((A1 +A′
1)x+ b1 + b′1) + q((A1 +A′

1)x
0 + b1 + b′1) = β(q)

+ σ(A′
1(x+ σqx0) + (1 + σq)b′1) > β(q) − (||A′||∞||x+ σqx0||1

+ ||b′||∞(1 + σq)) > β(q) − ψ(||x+ σqx0||1 + 1 + σq) > |A1(x+ σqx0)

+ (1 + σq)b1| − α(x, x0, σq) · (||x+ σqx0||1 + 1 + σq) = 0, q ∈ Q.

Следовательно,

σ((A1 +A′
1)x+ b1 + b′1) > q((A1 +A′

1)x
0 + b1 + b′1), q ∈ Q.

Пользуясь этим фактом и импликацией (2), получаем

|(A1 +A′
1)x+ b1 + b′1| > |(A1 +A′

1)x
0 + b1 + b′1|.

В силу свойства 2 из этого неравенства следует, что решение x не являет-
ся лексикографическим оптимумом возмущенной задачи Zm(A + A′, b+
b′). Поэтому для любой пары (A′, b′) ∈ Ω(ϕ) верно включение

Lm(A+A′, b+ b′) ⊆ Lm(A, b),

из которого следует неравенство ρm(A, b) > ϕ.
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Докажем справедливость верхней оценки:

ρm(A, b) 6 ζ := max{||A1||∞, |b1|}. (5)

Пусть ε > ζ и решение x0 ∈ L
m

(A, b). Cуществование таких решений
гарантируется нетривиальностью задачи Zm(A, b). Для доказательства
неравенства (5) достаточно указать такую возмущающую пару (A∗, b∗) ∈
Ω(ε), что решение x0 становится лексикографическим оптимумом возму-
щённой задачи Zm(A+A∗, b+ b∗).

Покажем, что такой парой является возмущающая пара (A∗, b∗) с
элементами, задаваемыми по правилу

a∗ij =






−aij + δ, если i = 1, x0 = 0(n), j ∈ Nn,

−aij − δ
||x0||1

, если i = 1, x0 6= 0(n), x
0
j = 1,

−aij + δ, если i = 1, x0 6= 0(n), x
0
j = 0,

0 в остальных случаях,

b∗i =






−bi, если i = 1, x0 = 0(n),

−bi + δ, если i = 1, x0 6= 0(n),

0 в остальных случаях,

где 0 < δ < ε− ζ.

Тогда нетрудно убедиться в справедливости следующих соотноше-
ний:

(A1 +A∗
1)x

0 + (b1 + b∗1) = 0, (A∗, b∗) ∈ Ω(ε). (6)

Покажем, что для любого решения x 6= x0 выполнено неравенство

|(A1 +A∗
1)x+ b1 + b∗1| > 0. (7)

Для этого введём обозначения:

N(x, x0) = |{j ∈ Nn | xj = 1 и x0
j = 0}|,

M(x, x0) = |{j ∈ Nn | xj = 1 и x0
j = 1}|.

Легко видеть, что
M(x, x0) 6 ||x0||1. (8)

Для любого решения x ∈ X\{x0} рассмотрим два возможных случая.
Случай 1. x = 0(n). Тогда x0 6= 0(n). Поэтому

(A1 +A∗
1)x+ b1 + b∗1 = b1 + b∗1 = δ > 0.
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Случай 2. x 6= 0(n). Рассмотрим два возможных подслучая.
2.1. x0 = 0(n). Тогда имеем

(A1 +A∗
1)x+ b1 + b∗1 = (A1 +A∗

1)x = ||x||1 · δ > 0.

2.2. x0 6= 0(n). В этом подслучае получаем

(A1 +A∗
1)x+ b1 + b∗1 = (A1 +A∗

1)x+ δ = N(x, x0) · δ−M(x, x0) · δ

||x0||1
+ δ.

Правую часть последних равенств обозначим через ω. Если
N(x, x0) 6= 0 то учитывая (8), находим, что ω > N(x, x0) · δ > 0. Ес-
ли N(x, x0) = 0, то нетрудно видеть, что M(x, x0) < ||x0||1. Поэтому
ω > 0.

Резюмируя сказанное выше, заключаем, что верно (7). Поэтому, учи-
тывая (6), находим, что для любого решения x 6= x0

|(A1 +A∗
1)x+ b1 + b∗1| > |(A1 +A∗

1)x
0 + b1 + b∗1|.

Отсюда и из свойства 1 следует, что решение x0 является лексико-
графическим оптимумом возмущённой задачи Zm(A+A′, b+ b′). Таким
образом, для любого ε > ζ существует такая пара (A∗, b∗) ∈ Ω(ε), что

Lm(A+A∗, b+ b∗) * Lm(A, b).

Следовательно, ρm(A, b) < ε для любого ε > ζ, т. е. верно неравенство (5).
Наконец, рассмотрим случай, когда множество Lm(A, b) состоит из

единственного решения x∗. Докажем, что тогда ρm(A, b) = ϕm(A, b). В
этом случае

ϕm(A, b) = min
x∈X\{x∗}

γ(x, x∗), (9)

где γ(x, x∗) = min{α(x, x∗, q) | q ∈ Q}.
Поэтому с учётом неравенства ρm(A, b) > ϕ для завершения доказа-

тельства теоремы осталось показать, что ρm(A, b) 6 ξ, где ξ — правая
часть равенства (9). Очевидно, что для этого достаточно доказать спра-
ведливость формулы

∀ ε > ξ ∃ (A′, b′) ∈ Ω(ε) ∃ x′ ∈ X\{x∗} (x′ ∈ Lm(A+A′, b+ b′)). (10)

Согласно определению числа ξ найдется такое решение x0 ∈ X\{x∗},
что

γ(x0, x∗) = ξ. (11)
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Далее будем использовать обозначения

σ∗ = sg (A1x
∗ + b1), σ0 = sg (A1x

0 + b1).

Легко видеть, что хотя бы одно из чисел N(x0, x∗) или N(x∗, x0) поло-
жительно и

max{N(x∗, x0), N(x0, x∗)} 6 ||x0 + x∗||1, (12)

N(x∗, x0) +N(x0, x∗) = ||x0 − x∗||1. (13)

Для построения необходимой возмущающей пары (A′, b′) ∈ Ω(ε),
ε > ξ, рассмотрим три возможных случая.

Случай 1. α(x0, x∗,−1) < α(x0, x∗, 1). Тогда

0 < α(x0, x∗, 1) 6
|A1x

∗ + b1| + |A1x
0 + b1|

||x∗ + x0||1 + 2
(14)

и согласно (11) существует такое число δ < ε, что

0 6 α(x0, x∗,−1) = ξ < δ < α(x0, x∗, 1). (15)

Отсюда, задавая элементы возмущающей пары (A′, b′) по правилам

a′ij =






σ∗δ, если i = 1, x∗j = 1, x0
j = 0,

−σ0δ, если i = 1, x∗j = 0, x0
j = 1,

0 в остальных случаях,

b′ = 0(m) (16)

и учитывая (13), имеем

σ∗((A1 +A′
1)x

∗ + b1 + b′1) − σ0((A1 +A′
1)x

0 + b1 + b′1) = |A1x
∗ + b1|

− |A1x
0 + b1| + δ(N(x0, x∗) +N(x∗, x0)) > −|A1(x

0 − x∗)| + δ||x0 − x∗||1
> −|A1(x

0 − x∗)| + α(x0, x∗,−1)||x0 − x∗||1 = 0, (17)

σ∗((A1 +A′
1)x

∗ + b1 + b′1) + σ0((A1 +A′
1)x

0 + b1 + b′1)

= |A1x
∗ + b1| + |A1x

0 + b1| + δ(N(x∗, x0) −N(x0, x∗)). (18)

Кроме того, очевидно, что

max{||A′||∞, ||b′||∞} = δ, (19)

т. е. (A′, b′) ∈ Ω(ε).
Правую часть равенства (18) обозначим через η. Если N(x0, x∗) = 0,

то ввиду (14) имеем η > 0. Если N(x0, x∗) > 0, то, используя (12), (14)
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и (15), получаем δN(x0, x∗) < |A1x
∗ + b1| + |A1x

0 + b1|. Отсюда следует,
что η > δN(x∗, x0) > 0. Итак, η > 0. Следовательно,

σ∗((A1 +A′
1)x

∗ + b1 + b′1) > σ0q((A1 +A′
1)x

0 + b1 + b′1), q ∈ Q.

Поэтому, используя (2), получаем

|(A1 +A′
1)x

∗ + b1 + b′1| > |(A1 +A′
1)x

0 + b1 + b′1|. (20)

Случай 2. α(x0, x∗,−1) > α(x0, x∗, 1). Тогда согласно (11) найдётся
такое число δ < ε, что справедливы неравенства

0 6 α(x0, x∗, 1) = ξ < δ < α(x0, x∗,−1).

Отсюда, определяя элементы возмущающей пары (A′, b′) по формулам

a′ij =

{
−σ0δ, если i = 1, j ∈ Nn,

0, если i 6= 1, j ∈ Nn,
b′i =

{
−σ0δ, если i = 1,

0, если i 6= 1,

получаем

−σ0((A1+A
′
1)x

∗+b1+b
′
1)−σ0((A1+A

′
1)x

0+b1+b
′
1)=−σ0(A1(x

0+x∗)+2b1)

+δ(||x∗||1+||x0||1+2) > −|A1(x
0+x∗)+2b1|+α(x0, x∗, 1)(||x0+x∗||1+2) = 0,

− σ0((A1 +A′
1)x

∗ + b1 + b′1) + σ0((A1 +A′
1)x

0 + b1 + b′1) = σ0A1(x
0 − x∗)

− δ(||x0||1 − ||x∗||1) = |A1(x
0 − x∗)| − δ(||x0||1 − ||x∗||1)

> |A1(x
0 − x∗)| − α(x0, x∗,−1)||x0 − x∗||1 = 0.

Кроме того, справедливо равенство (19), т. е. (A′, b′) ∈ Ω(ε). Поэтому
имеют место неравенства

−σ0((A1 +A′
1)x

∗ + b1 + b′1) > σ0q((A1 +A′
1)x

0 + b1 + b′1), q ∈ Q.

Отсюда с использованием (2) получаем неравенство (20).
Случай 3. α := α(x0, x∗,−1) = α(x0, x∗, 1) = γ(x0, x∗). Тогда

α 6
|A1x

∗ + b1| + |A1x
0 + b1|

||x∗ + x0||1 + 2
. (21)

Рассмотрим два возможных варианта. Сначала пусть α = 0. Тогда

A1x
0 + b1 = A1x

∗ + b1 = 0. (22)
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Если N(x∗, x0) > 0, то, задавая элементы возмущающей пары (A′, b′) по
формулам

a′ij =

{
δ, если i = 1, x∗j = 1, x0

j = 0,

0 в остальных случаях,
b′ = 0(m),

где 0 6 ξ < δ < ε, убеждаемся, что верно равенство (19), а также соглас-
но (22) — и неравенство (20).

Если же N(x∗, x0) = 0, то N(x0, x∗) > 0, т. е. существует такой индекс
p ∈ Nn, что x0

p = 1 и x∗p = 0. Тогда, задавая элементы пары (A′, b′)
формулами

a′ij =

{
−δ/2, если (i, j) = (1, p),

0, если (i, j) 6= (1, p),
b′i =

{
δ, если i = 1,

0, если i 6= 1,

где 0 6 ξ < δ < ε, с использованием (22) вновь убеждаемся в справедли-
вости (20), причём (A′, b′) ∈ Ω(ε).

Пусть теперь α > 0. Полагая

α = ξ < δ < ε, (23)

построим возмущающую пару (A′, b′) по формулам (16). Тогда верны со-
отношения (17), (18) и (19). Как и в случае 1, покажем, что η > 0. Если
N(x0, x∗) = 0, то η > 0 согласно (21). Если N(x0, x∗) > 0, то, учитывая
(12) и (21), на число δ можно дополнительно к условию (23) наложить
требование: δN(x0, x∗) < |A1x

∗ + b1| + |A1x
0 + b1|. Поэтому (см. случай

1) η > δN(x∗, x0) > 0. Следовательно, и в этом случае справедливо нера-
венство (20).

Итак, в каждом из трёх рассмотренных случаев построена такая
возмущающая пара (A′, b′) ∈ Ω(ε), что справедливо неравенство (20).
Это неравенство в силу свойства 2 свидетельствует о том, что реше-
ние x∗ не является лексикографическим оптимумом возмущённой зада-
чи Zm(A+A′, b+ b′). Так как Lm(A+A′, b+ b′) 6= ∅, то существует такое
решение x′ 6= x∗, что x′ ∈ Lm(A+A′, b+ b′).

Резюмируя, заключаем, что верна формула (10). Поэтому ρm(A, b)6ξ.
Следовательно, радиус устойчивости задачи Zm(A, b) в случае, когда
|Lm(A, b)| = 1, равен ϕm(A, b). Теорема доказана.

Замечание. Итак, доказано, что нижняя оценка ϕm(A, b) радиу-
са устойчивости нетривиальной задачи Zm(A, b), m > 1, достижима.
Кроме того, легко видеть, что и верхняя оценка достижима. Действи-
тельно, полагая x(1) = (1, 0, . . . , 0)T ∈ Rn, x(2) = (1, 1, 0, . . . , 0)T ∈ Rn,
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A1 = (1, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rn, b1 = 1 и выбирая при m > 2 остальные элемен-
ты пары (A, b) произвольно, убеждаемся, что ϕm(A, b) = 1. Поэтому по
теореме имеем ρm(A, b) = 1 = max{||A1||∞, |b1|}.

3. Условия устойчивости

Из теоремы вытекает ряд следствий. Введём множество

Sm(A, b) = {x ∈ X | ∀ x′ ∈ X (|A1x+ b1| 6 |A1x
′ + b1|)}. (24)

Очевидно, что включение Lm(A, b) ⊆ Sm(A, b) справедливо для любых
параметров A ∈ Rm×n, b ∈ Rm.

Следствие 1. Если

Lm(A, b) = Sm(A, b), (25)

то задача Zm(A, b) устойчива.

Доказательство. Очевидно, что для доказательства достаточно
рассмотреть случай, когда задача Zm(A, b) нетривиальна. Пусть выпол-
нено равенство (25). Тогда ввиду (24) для всякого решения x ∈ L

m
(A, b)

cуществует такой лексикографический оптимум x′ ∈ Lm(A, b), что вы-
полняется неравенство |A1x+b1| > |A1x

′+b1|. Поэтому для любых q ∈ Q
и x ∈ L

m
(A, b) существует такое решение x′ ∈ Lm(A, b), что

|A1(x+ qx′) + b1(1 + q)| > |A1x+ b1| − |A1x
′ + b1| > 0,

||x+ qx′||1 + 1 + q > 0.

Следовательно, ϕm(A, b) > 0, а значит в силу теоремы задача Zm(A, b)
устойчива. Следствие 1 доказано.

Так как L1(A, b) = S1(A, b), то из следствие 1 получаем

Следствие 2. Скалярная (однокритериальная) задача Z1(A, b) устой-

чива при любых A ∈ Rn, b ∈ R.

Следствие 3. Если Lm(A, b) = {x0}, то задача Zm(A, b) устойчива в

том и только том случае, когда Sm(A, b) = {x0}.
Доказательство. Достаточность вытекает из следствия 1. Необхо-

димость докажем методом от противного. Пусть Sm(A, b) 6= {x0}. То-
гда существует решение x∗, принадлежащее множеству Sm(A, b)\{x0}.
Нетрудно видеть, что в этом случае справедливо равенство

|A1x
0 + b1| = |A1x

∗ + b1|.
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Поэтому существует такое число q ∈ Q, чтоA1(x
∗+qx0)+b1(1+q) = 0.От-

сюда в силу теоремы (ввиду (9)) заключаем, что ρm(A, b) = ϕm(A, b) = 0.
Последнее равенство противоречит устойчивости задачи Zm(A, b). След-
ствие 3 доказано.

В результате проведённых исследований удалось не только получить
нижнюю и верхнюю достижимые оценки для радиуса устойчивости лек-
сикографической булевой задачи минимизации модулей линейных функ-
ций, но и указать просто формулируемое достаточное условие, а в слу-
чае, когда множество лексикографических оптимумов одноэлементно, и
критерий устойчивости задачи.
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