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ОБ ОДНОМ ТИПЕ УСТОЙЧИВОСТИ ВЕКТОРНОЙ

КОМБИНАТОРНОЙ ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ

А.Г.Воденников, В.А.Емеличев, К. Г.Кузьмин

Рассматривается многокритериальный вариант известной комби-
наторной задачи размещения центров обслуживания. Получены та-
кие необходимые и достаточные условия устойчивости к возмуще-
ниям входных параметров, при выполнении которых не исчезают
парето-оптимальные решения исходной задачи.

Введение

Анализу чувствительности векторных и скалярных задач дискретной
оптимизации относительно возмущений параметров посвящена обшир-
ная литература (см., например, монографии [15, 16, 18] и обзоры [10, 17,
21, 23, 25]). Большинство результатов, полученных в этом направлении,
связано с количественными характеристиками и с критериями различ-
ных типов устойчивости линейных задач. Значительно меньше исследо-
вана устойчивость дискретных задач с нелинейными частными критери-
ями, хотя в последнее время появился ряд публикаций в этом направле-
нии (см., например, [2–5, 7, 8, 14, 22, 25]). В данной статье рассматрива-
ется векторный вариант известной комбинаторной минимаксной задачи
о размещении центров обслуживания. Продолжая цикл исследований,
посвящённый качественным характеристикам устойчивости векторных
комбинаторных задач и отражённый в [8, 9, 12], здесь в терминах би-
нарных отношений получено необходимое и одновременно достаточное
условие того типа устойчивости задачи, который является дискретным
аналогом полунепрерывности снизу по Хаусдорфу многозначного отоб-
ражения, задающего паретовскую функцию выбора.

1. Постановка задачи, определения, обозначения и свойства

На практике постоянно возникают задачи «наилучшего» размещения
оборудования или средств обслуживания. Такие задачи часто формули-
руются как экстремальные задачи на графах и сетях. В частности, ес-
ли граф представляет сеть дорог, а вершины соответствуют отдельным
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районам, то можно сформулировать задачи оптимального размещения
больниц, пожарных частей и многих других необходимых предприятий и
служб. Критерием оптимальности может служить минимизация расстоя-
ний (время проезда и другие затраты) от пункта обслуживания до самой
отдаленной вершины графа, т. е. оптимизация «наихудшего варианта».
В наиболее общем случае необходимо оптимально разместить несколь-
ко центров обслуживания. Например, в задачах размещения аварийных
служб требуется минимизировать наибольшее расстояние от произволь-
ного потребителя до ближайшего к нему пункта обслуживания (центра).
При наличии нескольких таких критериев затрат, которые желатель-
но минимизировать, возникает векторный вариант задачи о размещении
центров обслуживания, для формальной постановки которой введём сле-
дующие обозначения:

Nm = {1, 2, . . . , m} – множество возможных пунктов (центров) раз-
мещения поставщиков (оборудования, складов, средств обслуживания и
т. п.);

Nn – места расположения потребителей (клиентов);
cijk – затраты, связанные с доставкой требуемого количества про-

дукта из пункта i ∈ Nm в пункт j ∈ Nn по критерию k ∈ Ns.
Наряду с трёхиндексной матрицей C = (cijk) размера m×n×s с эле-

ментами из R будем использовать и её двухмерные сечения
Ck ∈ Rm×n, k ∈ Ns.

Пусть на множестве T непустых подмножеств (траекторий) T ⊂ 2Nm ,
|T | > 2, задана вектор-функция

f(t, C) = (f1(t, C1), f2(t, C2), . . . , fs(t, Cs)),

частными критериями которой являются критерии «узкого места»

fk(t, Ck) = max
j∈Nn

min
i∈t

cijk → min
t∈T

, k ∈ Ns.

Под s-критериальной задачей размещения центров Zs(C) будем пони-
мать задачу нахождения множества Парето (множества эффектив-
ных траекторий) P s(C) = {t ∈ T | ∀t′ ∈ T \ {t} (t Â

C
t′)}, где

t Â
C

t′ ⇔ f(t, C) > f(t′, C) & f(t, C) 6= f(t′, C),

а знак Â
C

означает отрицание отношения Â
C
. Поскольку 1 < |T | < ∞,

множество P s(C) непусто при любой матрице C ∈ Rm×n×s.
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Если s = 1 и для любой траектории t ∈ T выполняется равенство
|t| = p, где p – целое число, удовлетворяющее неравенствам 1 6 p 6 m−1,
то рассматриваемая задача превращается в широко известную задачу о
p-центре (p-center problem) (см., например, [14, 20]).

Возмущения параметров векторного критерия f(t, C) будем осуществ-
лять путём сложения матрицы C с матрицами множества

Ω(ε) = {C ′ ∈ Rm×n×s | ||C ′|| < ε},
где ε > 0, ||C ′|| = max{|c′ijk| | (i, j, k) ∈ Nm ×Nn ×Ns}, C ′ = (c′ijk).

Задачу Zs(C + C ′), где C ′ ∈ Ω(ε), полученную из исходной задачи
Zs(C), будем называть возмущённой, а матрицу C ′ – возмущающей.

В соответствии с [5, 6, 9, 10, 11, 12, 20] под квазиустойчивостью зада-
чи Zs(C) будем понимать тот тип устойчивости, при котором гарантиру-
ется существование такой окрестности исходных данных в пространстве
параметров задачи, что любая возмущённая задача с параметрами из
этой окрестности имеет множество Парето, содержащее все эффектив-
ные решения первоначальной задачи. Следовательно, задача Zs(C) ква-
зиустойчива тогда и только тогда, когда существует такое число ε > 0,
что при любой возмущающей матрице C ′ ∈ Ω(ε) имеет место включение
P s(C) ⊆ P s(C + C ′).

Для любой траектории t и любого индекса k ∈ Ns положим

Nk(t, Ck) = {(p, q) ∈ t×Nn | fk(t, Ck) = max
j∈Nn

min
i∈t

cijk = cpqk}.

Легко видеть, что fk(t, Ck) = cpqk при (p, q) ∈ Nk(t, Ck).
Для каждой матрицы C ∈ Rm×n×s введём два бинарных отношения

между любыми различными траекториями t и t′ по правилам

t ∼
C

t′ ⇔ Nk(t, Ck) = Nk(t′, Ck), k ∈ Ns,

t ≡
C

t′ ⇔ f(t, C) = f(t′, C).

Ясно, что эти отношения симметричны. Кроме того, нетрудно проверить,
что справедливо следующее

Свойство 1. Если t ∼
C

t′, то t ≡
C

t′.

Учитывая непрерывность в Rm×n функций fk(t, Ck) при любом
k ∈ Ns, легко понять, что верно следующее

Свойство 2. Если t ∼
C

t′, то существует такое число ε > 0, что

t ∼
C+C′

t′ для любой матрицы C ′ ∈ Ω(ε).
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2. Лемма

Для вывода критерия квазиустойчивости задачи нам понадобится
следующий вспомогательный результат.

Лемма. Пусть траектории t, t′ ∈ P s(C) таковы, что t ≡
C

t′, а отноше-

ние t ∼
C

t′ не выполняется. Тогда для любого числа ε > 0 в Ω(ε) найдётся

такая возмущающая матрица C∗, что P s(C) 6⊆ P s(C + C∗).
Доказательство. Так как отношение t ∼

C
t′ не выполняется, то су-

ществует индекс l ∈ Ns такой, что Nl(t, Cl) 6= Nl(t′, Cl). Поэтому, не
ограничивая общности, будем полагать, что в Nl(t, Cl)\Nl(t′, Cl) найдёт-
ся пара (p0, q0). Положив ε > 0, рассмотрим два возможных случая.

Случай 1. Существует такое число p′ ∈ t′, что (p′, q0) ∈ Nl(t′, Cl).
Тогда, построив элементы возмущающей матрицы C∗ = (c∗ijk) ∈ Ω(ε)
размера m× n× s по правилу

c∗ijk =




−α, если (i, j) = (p0, q0), k = l,
−α, если i ∈ t, j ∈ Nn \ {q0}, k = l,
0 в остальных случаях,

где 0 < α < ε, и учитывая соотношение t ≡
C

t′, получаем

fl(t′, Cl + C∗
l ) = cp′q0l = fl(t′, Cl) = fl(t, Cl)

= cp0q0l > cp0q0l − α = fl(t, Cl + C∗
l ),

fk(t′, Ck + C∗
k) = fk(t′, Ck) = fk(t, Ck) = fk(t, Ck + C∗

k) при k 6= l.

Поэтому t′ Â
C+C∗

t, т. е. t′ 6∈ P s(C + C∗).

Случай 2. Для любого числа i ∈ t′ пара (i, q0) 6∈ Nl(t′, Cl). Тогда, задав
элементы возмущающей матрицы C∗ = (c∗ijk) ∈ Ω(ε) размера m × n × s
по формуле

c∗ijk =
{

α, если i ∈ t, j = q0, k = l,
0 в остальных случаях,

где 0 < α < ε, ввиду t ≡
C

t′ имеем

fl(t, Cl + C∗
l ) = cp0q0l + α > cp0q0l = fl(t, Cl) = fl(t′, Cl) = fl(t′, Cl + C∗

l ),
fk(t, Ck + C∗

k) = fk(t, Ck) = fk(t′, Ck) = fk(t′, Ck + C∗
k) при k 6= l.

Из этих соотношений следует, что t Â
C+C∗

t′, т. е. t 6∈ P s(C +C∗). Лемма
доказана.
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3. Необходимые и достаточные условия

Теорема 1. Для того, чтобы s-критериальная задача Zs(C), s > 1,
была квазиустойчива, необходимо и достаточно, чтобы для любых двух
траекторий t, t′ ∈ P s(C) выполнялась импликация

t ≡
C

t′ ⇒ t ∼
C

t′.

Доказательство. Достаточность. Пусть t ∈ P s(C) и траектория
t′ 6= t. Рассмотрим два возможных случая.

Случай 1. t ≡
C

t′. Тогда t′ ∈ P s(C) и траектории t и t′ таковы, что

t ∼
C

t′. Поэтому по свойству 2 существует такое число ε(t′) > 0, что

t ∼
C+C′

t′ для любой матрицы C ′ из Ω(ε(t′)). Отсюда в силу свойства 1

получаем t ≡
C+C′

t′. Таким образом,

t Â
C+C′

t′ при любой матрице C ′ ∈ Ω(ε(t′)). (1)

Случай 2. Отношение t ≡
C

t′ не выполняется. Тогда существует такой

индекс l ∈ Ns, что fl(t, Cl) < fl(t′, Cl). Поэтому в силу непрерывности
функции fk(t, Cl) в Rm×n найдётся такое число ε(t′) > 0, что справедлива
формула (1).

Из (1) следует, что всякая траектория t из P s(C) остаётся эффектив-
ной в любой возмущённой задаче Zs(C + C ′), C ′ ∈ Ω(ε), если
ε = min{ε(t′) | t′ 6= t}. Следовательно, задача Zs(C) квазиустойчива.

Необходимость. Пусть задача Zs(C) квазиустойчива. Предположим,
что вопреки утверждению теоремы найдутся такие траектории t, t′ ∈
P s(C) и t ≡

C
t′, что отношение t ∼

C
t′ не выполняется. Тогда из леммы

следует, что задача Zs(C) не является квазиустойчивой. Противоречие.
Теорема 1 доказана.

Введя множество Смейла [24] (множество строго эффективных
траекторий)

Ss(C) = {t ∈ P s(C) | ∀t′ ∈ T \ {t} (f(t, C) 6= f(t′, C))},

легко получить следующую эквивалентную формулировку теоремы 1.

Теорема 1′. При любом s > 1 для векторной задачи Zs(C) следую-
щие утверждения эквивалентны:

(i) задача Zs(C) квазиустойчива;
(ii) P s(C) 6= Ss(C) ⇒ ∀t ∈ P s(C) \ Ss(C) ∀t′ ≡

C
t (t ∼

C
t′).
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4. Следствия

Следствие 1. Равенство P s(C) = Ss(C) является достаточным усло-
вием квазиустойчивости задачи Zs(C), s > 1.

Следствие 2. Если каждое сечение Ck, k ∈ Ns, матрицы C ∈ Rm×n×s

состоит из попарно различных элементов, то задача Zs(C) квазиустой-
чива.

Следствие 3. Если |P s(C)| = 1, s > 1, то задача Zs(C) квазиустой-
чива.

Очевидно, что при n = 1 задача Zs(C), C ∈ Rm×s, превращает-
ся в векторную комбинаторную задачу с частными критериями вида
MINMIN. Поэтому из теоремы 1 вытекают также следующие известные
результаты.

Следствие 4 [11]. Для того, чтобы s-критериальная, s > 1, комбина-
торная задача с частными критериями вида MINMIN была квазиустой-
чива, необходимо и достаточно, чтобы выполнялась формула

∀t ∈ P s(C)
(
Qs(t, C) 6= ∅ ⇒ ∀t′ ∈ Qs(t, C)

∀k ∈ Nn (fk(t′ \ t, Ck) > fk(t, Ck))
)
,

где Qs(t, C) = {t′ ∈ T \ {t} | t ≡
C

t′}, fk(∅, Ck) = +∞.

Следствие 5 [1]. Достаточным условием квазиустойчивости s-кри-
териальной, s > 1, комбинаторной задачи с частными критериями вида
MINMIN является совпадение множеств P s(C) и Ss(C).

5. Примеры

Приведём несколько примеров, иллюстрирующих изложенные выше
результаты. Сначала рассмотрим пример, в котором множества P s(C) и
Ss(C) совпадают.

Пример 1. Пусть m = 3, n = s = 2, T = {t1, t2, t3}, t1 = {1}, t2 = {2},
t3 = {3}, и пусть матрица C = (cijk) ∈ R3×2×2 состоит из двух сечений
C1, C2 ∈ R3×2, определяемых следующим образом:

C1 =




1 −1
2 0
1 3


 , C2 =




1 0
2 2
3 0


 .

Тогда f(t1, C) = (1, 1), f(t2, C) = (2, 2), f(t3, C) = (3, 3), S2(C) = P 2(C) =
{t1}. Поэтому в силу следствия 1 задача Z2(C) квазиустойчива. В этом
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легко также убедиться, не используя полученные результаты, поскольку,
очевидно, траектория t1 принадлежит множеству Парето P 2(C +C ′) при
любой возмущающей матрице C ′ ∈ Ω(0.5).

Следующий пример иллюстрирует ситуацию, когда задача Zs(C) ква-
зиустойчива, хотя множества P s(C) и Ss(C) не совпадают.

Пример 2. Пусть T = {t1, t2, t3}, t1 = {1}, t2 = {1, 2}, t3 = {3}, а
матрица C задана таким же образом, как в примере 1. Тогда f(t1, C) =
f(t2, C) = (1, 1), f(t3, C) = (3, 3), ∅ = S2(C) 6= P 2(C) = {t1, t2}, t1 ≡

C
t2

и t1 ∼
C

t2. Поэтому согласно теореме 1 задача Z2(C) квазиустойчива.
Однако без использования теоремы 1 легко понять, что при любой воз-
мущающей матрице C ′ ∈ Ω(0,5) имеют место соотношения

t3 Â
C+C′

t1 ≡
C+C′

t2,

из которых следует включение P 2(C) ⊆ P 2(C + C ′) для любой матрицы
C ′ ∈ Ω(0,5), а это свидетельствует о квазиустойчивости задачи Z2(C).

Наконец, приведём пример, в котором задача Zs(C) не является ква-
зиустойчивой и множества P s(C) и Ss(C) не совпадают.

Пример 3. Пусть T = {t1, t2, t3}, t1 = {1}, t2 = {2}, t3 = {1, 2, 3}, а
C – матрица из примера 1. Тогда f(t1, C) = f(t3, C) = (1, 1), f(t2, C) =
(2, 2), ∅ = S2(C) 6= P 2(C) = {t1, t3}. Задав элементы матрицы
C∗ ∈ R3×2×2 по формуле

c∗ijk =
{ −ε, если i = 3, j = k = 1,

0 в остальных случаях,

где ε – произвольное положительное число, нетрудно убедиться в спра-
ведливости соотношения t1 Â

C+C∗
t3. Поэтому ||C∗|| = ε, t1 6∈ P 2(C + C∗),

т. е. P 2(C) 6⊆ P 2(C + C∗). Следовательно, задача Z2(C) не является
квазиустойчивой. Очевидно, что тот же вывод следует и из теоремы 1,
поскольку t1 ≡

C
t3, а отношение t1 ∼

C
t3 не выполняется.
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