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ВЕРОЯТНОСТНЫЙ АНАЛИЗ ОДНОГО АЛГОРИТМА

ПРИБЛИЖЁННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЁРА
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Представлен вероятностный анализ модификации алгоритма
«Иди в ближайший непройденный город» для приближённого реше-
ния задачи коммивояжёра на минимум. Рассмотрен случай, когда
элементы матрицы расстояний являются независимыми одинаково
распределёнными случайными величинами, принимающими значе-
ния из неограниченной сверху области [an,∞), an > 0, и распреде-
лёнными по усечённому нормальному или показательному законам.
Обоснованы оценки относительной погрешности, вероятности несра-
батывания, а также условия асимптотической точности алгоритма.
Предложенная модификация алгоритма позволила провести анализ
унифицированным образом так, что полученные результаты оказы-
ваются справедливыми для задач коммивояжёра как на ориентиро-
ванных, так и на неориентированных графах.

Введение

Задача коммивояжёра относится к числу типовых труднорешаемых
задач дискретной оптимизации [3, 8]. Математическую постановку зада-
чи коммивояжёра можно записать в том виде, как она была представлена
в одной их первых работ на эту тему [5]. Пусть задано n городов и рассто-
яния между i-м и j-м городами равны cij , i 6= j; 1 6 i, j,6 n. Требуется
найти перестановку π = (1, π2, . . . , πn) целых чисел 1, . . . , n такую, что
длина обхода всех городов c1π2 + cπ2π3 + . . . + cπn1 достигает минимума.

Как и для многих NP-трудных задач дискретной оптимизации на
случайных входах, для задачи коммивояжёра актуальным является ве-
роятностный анализ быстрых приближённых алгоритмов. Среди харак-
теристик алгоритмов выделяют относительную погрешность и вероят-
ность несрабатывания. Оценки этих характеристик получены при пред-
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положении, что входные данные всех индивидуальных задач имеют оди-
наковое распределение. Соответственно относительная погрешность и
вероятность несрабатывания алгоритма зависят от вида распределения
входных данных. При анализе алгоритма будем использовать следующие
определения и обозначения из [1].

Алгоритм A имеет оценки (εn, δn) в классе Kn задач минимизации
размерности n, если P{fA(I) > (1 + εn)f∗(I)} 6 δn для каждого n, где
f∗(I) — оптимальное решение для индивидуальной задачи I, fA(I) —
решение, полученное при помощи алгоритма A, P{J} — вероятность со-
бытия J , εn — относительная погрешность, δn — вероятность несра-

батывания алгоритма A.

Алгоритм называется асимптотически точным в классе задач

K =
∞⋃

n=1
Kn, если для него существуют такие оценки (εn, δn), что εn → 0

и δn → 0 при n → ∞.

В [2] представлен вероятностный анализ алгоритма «Иди в ближай-
ший непройденный город» приближённого решения задачи коммивояжё-
ра в случае, когда расстояния имеют дискретное распределение
pk = P{cij = k}, где k = 1, . . . , rn. Получено следующее условие асимп-

тотической точности алгоритма:
rn∑

k=1

(
k∑

i=1
pi)

−1 = o(n).

В [1] и [7] рассмотрена задача коммивояжёра на непрерывных слу-
чайных данных из ограниченного интервала [an, bn], an > 0. В случае
равномерного распределения расстояний cij ∈ [an, bn] получены оцен-

ки относительной погрешности εn = O

(
bn/an

n/ ln n

)
и вероятности несра-

батывания δn = n− 3
2 . Доказано, что алгоритм является асимптотичес-

ки точным при bn/an = o(n/ lnn). В случае β-распределения c пара-
метрами γ = 0 и α > 0 асимптотическая точность имеет место при
bn/an = o

(
nα+1 min(1, α)

)
.

В [6] для задачи коммивояжёра в полном n-вершинном неориенти-
рованном графе с весами рёбер cij — независимыми случайными вели-
чинами, равномерно распределёнными на отрезке [0, 1], показано, что
|f∗ − f2| = o(1) при n → ∞, где f∗ и f2 значения целевых функций
задачи коммивояжёра на соответственно оптимальном и приближённом
решении, основанном на точном решении задачи о цикловом покрытии.

Данная статья посвящена вероятностному анализу модификации ал-
горитма ”Иди в ближайший непройденный город” для решения зада-
чи коммивояжёра в случае, когда недиагональные элементы матрицы
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расстояний (cij) — независимые одинаково распределенные случайные
величины, принимающие значения из неограниченной сверху области
[an,∞), an > 0. Анализ проведён для показательного и усечённого нор-
мального законов распределения. Усечённым нормальным распределени-
ем назовём распределение случайных величин cij , когда элементы матри-
цы расстояний имеют плотность распределения, которая является пра-
вой симметричной половиной плотности распределения нормального за-
кона, смещённой вправо на величину an. Далее в статье под нормальным
распределением будем понимать именно такое усечённое нормальное рас-
пределение.

Предлагаемая модификация алгоритма «Иди в ближайший непрой-
денный город» позволяет унифицированным образом получить одинако-
вые результаты как для задач на ориентированных, так и на неориенти-
рованных графах.

Доказательство асимптотической точности алгоритма основывается
на оценивании предельных сумм независимых случайных величин [4]. В
данной статье вероятностный анализ проведён с использованием нера-
венства Чебышёва, а также более сильного утверждения — теоремы Пет-
рова.

В случае нормального распределения случайных величин cij возник-
ли определённые трудности, связанные с тем, что функция распреде-
ления нормального закона не представима в явном виде. Это вызвало
необходимость поиска подходящего вида функции, оценивающей снизу
нормальный закон распределения.

1. Основные понятия и полученные результаты
1.1. Модификация алгоритма «Иди в ближайший

непройденный город»

Рассмотрим следующую модификацию алгоритма ”Иди в ближайший
непройденный город” (далее модифицированный алгоритм обозначается
через Ã).

Пусть G — n-вершинный граф без петель и расстояния между раз-
ными его вершинами i и j равны соответствующим элементам матри-
цы (cij).

Алгоритм Ã

Этап 1. Помечаются две произвольные вершины графа G. Для опре-
делённости пусть они имеют номера 1 и n: π1 = 1, πn = n.

Этап 2. Полагается i = 1. Если 1 6 i 6 n−2, то выполняется основной
шаг.
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Основной шаг. Помечается ранее непомеченная вершина πi+1 < n,
ближайшая к вершине πi. Значение i увеличивается на единицу.

Таким образом, в конце второго этапа (при i = n− 1) построена цепь
π1, π2, . . . , πn−1.

Этап 3. Изолированная вершина πn = n соединяется с цепью π1, π2,
. . . , πn−1 так, чтобы образовался гамильтонов цикл π1, π2, . . . , πn−1, πn, π1.

πn-2π2 πn-1

π1

π3

πn

Рис. 1. Модификация Ã алгоритма «Иди в ближайший непройденный
город»

Из описания алгоритма Ã следует, что его временна́я сложность рав-
на O(n2). Веса рёбер (дуг) построенного гамильтонового цикла являются
попарно независимыми случайными величинами как в случае ориенти-
рованого, так и в случае неориентированного графа.

1.2. Входные данные

Пусть недиагональные элементы матрицы расстояний cij — незави-
симые случайные величины с одинаковой плотностью распределения.

В случае нормального закона плотность распределения имеет следу-

ющий вид: p(x) =





2√
2πσ2

n

exp

(
−(x − an)2

2σ2
n

)
, если an 6 x < ∞;

0 в противном случае.

an
x

p(x)

0

(πσn
2/2)

-1/2

Рис. 2. Плотность нормального распределения
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Обозначим через F (x) функцию распределения случайных величин

c̃ij = cij − an: F (x) = P{c̃ij < x} =

x∫

0

2√
2πσ2

n

exp

(
− u2

2σ2
n

)
du.

В случае показательного закона плотность распределения недиаго-
нальных элементов матрицы расстояний (cij) выглядит следующим об-

разом: p(x) =





1

αn
exp

(
−x − an

αn

)
, если an 6 x < ∞;

0 в противном случае.

an

x

p(x)

0

1/αn

Рис. 3. Плотность показательного распределения
Соответствующая функция распределения случайных величин c̃ij име-

ет следующий вид: F (x) = P{c̃ij < x} = 1 − exp

(
− x

αn

)
.

1.3. Вспомогательные факты

При вероятностном анализе задачи потребуются неравенство Чебы-
шёва и теорема Петрова.

Неравенство Чебышёва [1]. Пусть EfA, DfA < ∞ — соответствен-

но математическое ожидание и дисперсия случайной величины fA. Тогда

для любого ∆n > 0 справедливо неравенство

P{|fA − EfA| > ∆n} 6
DfA

∆2
n

.

Теорема Петрова [4]. Пусть X1, . . . , Xn — независимые случайные

величины и существуют положительные постоянные g1, . . . , gn и T та-

кие, что EetXk 6 e
1
2
gkt2 (k = 1, . . . , n) при любых t, 0 6 t 6 T . Пусть
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S =
n∑

k=1

Xk и G =
n∑

k=1

gk. Тогда

P{S > x} 6

{
exp

(
− x2

2G

)
при 0 6 x 6 GT,

exp
(
−Tx

2

)
при x > GT.

Также нам потребуется следующее вспомогательное утверждение.

Лемма 1. Для всех неотрицательных вещественных x и γ > 0,5 спра-

ведливо неравенство 1 + x + γx2 6 exp(x) exp((γ − 0,5)x2).

Доказательство непосредственно следует из цепочки неравенств

exp(x) exp((γ − 0, 5)x2) >
(
1 + x + 0, 5x2

)
(1 + (γ − 0, 5)x2) > 1 + x + γx2.

1.4. Основной результат

Пусть βn = αn при показательном распределении, βn = σn при нор-
мальном распределении.

Основным результатом статьи является следующая

Теорема 1. Пусть элементы матрицы расстояний являются незави-

симыми одинаково распределенными случайными величинами, прини-

мающими значения из неограниченной сверху области [an,∞), an > 0,
согласно нормальному либо показательному распределению. Тогда мо-

дифицированный алгоритм Ã позволяет найти решение задачи комми-

вояжёра на минимум на ориентированных (неориентированных) графах

с оценками относительной погрешности

εn = O

(
βn/an

n/ lnn

)

и вероятности несрабатывания алгоритма Ã

δn =

{
O

(
ln−2 n

)
при использовании неравенства Чебышёва;

O
(
n−1

)
при использовании теоремы Петрова,

и условием асимптотической точности алгоритма

βn

an
= o

( n

lnn

)
.
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2. Вероятностный анализ алгоритма Ã с использованием
неравенства Чебышёва

2.1. Входные данные, распределённые по нормальному закону

Обозначим через ξk минимум из k элементов c̃ij = cij − an, рассмат-
риваемых на (n − k − 1)-м основном шаге второго этапа алгоритма Ã.
Случайная величина ξk имеет функцию распределения

Φk(x) = P{ξk 6 x} = 1 − (1 − F (x))k.

Обозначим через ξn−1 и ξn случайные величины, соответствующие
весам двух рёбер (дуг), присоединённых на третьем этапе алгоритма. Из
описания алгоритма Ã следует, что величины ξn−1, ξn имеют такое же
распределение, что и величина ξ1. Обозначим через Eξk математическое
ожидание величины ξk:

Eξk =





∞∫
0

xdΦk(x) при k = 1, . . . , n − 2;

Eξ1 при k = n − 1, n.

Найдём верхние оценки Êf
Ã

и D̂f
Ã

для математического ожидания Ef
Ã

и дисперсии Df
Ã

случайной величины f
Ã

=
n∑

k=1

ξk, получаемой в резуль-

тате работы алгоритма Ã.

Лемма 2. При любом положительном γn

Ef
Ã

=
n∑

k=1

Eξk 6 E(γn) ,

где E(γn) = nγn +
4σ√
2π

+

∞∫

γn

x
2√

2πσ2
n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
1

F 2(x)
dx.

Доказательство. Математическое ожидание случайной величины
ξk разобъём на две части: Eξk = E

′ξk + E
′′ξk, где E

′ξk — интеграл от 0 до
γn , а E

′′ξk — интеграл от γn до ∞.

Оценим сверху суммы
n∑

k=1

E
′ξk и

n∑
k=1

E
′′ξk :

n∑

k=1

E
′ξk =

n∑

k=1

γn∫

0

xdΦk(x) 6 γn

n∑

k=1

∞∫

0

dΦk(x) = nγn.
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n∑

k=1

E
′′ξk =

n∑

k=1

∞∫

γn

xdΦk(x)

=

∞∫

γn

x
2√

2πσ2
n

exp

(
− x2

2σ2
n

) (
n−2∑

k=1

k
(
1 − F (x)

)k−1
+ 2

)
dx

=

∞∫

γn

x
2√

2πσ2
n

exp

(
− x2

2σ2
n

) n−2∑

k=1

k
(
1 − F (x)

)k−1
dx

+ 2

∞∫

γn

x
2√

2πσ2
n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
dx.

Воспользуемся неравенствами

2

∞∫

γn

x
2√

2πσ2
n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
dx 6

4σn√
2π

∞∫

0

exp(−z2)dz2 =
4σn√
2π

,

n−2∑

k=1

k
(
1 − F (x)

)k−1
6

1

F 2(x)
.

Последнее неравенство следует из представления

Q(t) =
∞∑

k=1

ktk−1 = tQ(t) +
∞∑

k=0

tk = tS +
1

1 − t
=

1

(1 − t)2
, |t| < 1,

и неравенства
n−2∑
k=1

k
(
1 − F (x)

)k−1
6 Q

(
1 − F (x)

)
.

Таким образом,

n∑

k=1

E
′′ξk 6

4σn√
2π

+

∞∫

γn

x
2√

2πσ2
n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
1

F 2(x)
dx,

и

Ef
Ã

=
n∑

k=1

E
′ξk +

n∑

k=1

E
′′ξk

6 nγn +
4σn√
2π

+

∞∫

γn

x
2√

2πσ2
n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
1

F 2(x)
dx = E(γn).



Вероятностный анализ одного алгоритма приближённого решения... 31Вероятностный анализ одного алгоритма приближённого решения... 31Вероятностный анализ одного алгоритма приближённого решения... 31

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. При любом положительном γn справедливо неравенство

Df
Ã

=
n∑

k=1

Dξk 6 D(γn), где

D(γn) 6 nγn
2 +

4√
2π

σnγn + 2σ2
n +

∞∫

γn

x2 2√
2πσ2

n

exp

(
− x2

2σn

)
1

F 2(x)
dx.

Доказательство. Поступая аналогично доказательству леммы 2,

получаем Dξk =





∞∫
0

x2dΦk(x) − (Eξk)
2 при k = 1, . . . , n − 2,

Dξ1 при k = n − 1, n.

Представим Dξk в следующем виде: Dξk = D
′ξk + D

′′ξk − (Eξk)
2, где

D
′ξk1 — интеграл от 0 до γn, а D

′′ξk2 — интеграл от γn до ∞. Отбросим
(Eξk)

2.

Оценим сверху суммы
n∑

k=1

D
′ξk и

n∑
k=1

D
′′ξk. Имеем

n∑

k=1

D
′ξk =

n∑

k=1

γn∫

0

x2dΦk(x) 6 γ2
n

n∑

k=1

∞∫

0

dΦk(x) = nγ2
n.

n∑

k=1

D
′′ξk =

∞∫

γn

x2 2√
2πσ2

n

exp

(
− x2

2σ2
n

) (
n−2∑

k=1

k
(
1 − F (x)

)k−1
+ 2

)
dx

6

∞∫

γn

x2 2√
2πσ2

n

exp

(
− x2

2σ2
n

) (
1

F 2(x)
+ 2

)
dx.

Таким образом,

n∑

k=1

Dξk 6

n∑

k=1

D
′ξk +

n∑

k=1

D
′′ξk

6 nγn
2 +

∞∫

γn

x2 2√
2πσ2

n

exp

(
− x2

2σ2
n

) (
1

F 2(x)
+ 2

)
dx.
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Проинтегрируем по частям и оценим сверху следующий интеграл:

2

∞∫

γn

x2 2√
2πσ2

n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
dx

= − 4√
2π

σnx exp

(
− x2

2σ2
n

)∣∣∣
∞

γn

+
4√
2π

σn

∞∫

γn

exp

(
− x2

2σ2
n

)
dx

6
4√
2π

σnγn +
4√
2π

σn

∞∫

0

exp

(
− x2

2σ2
n

)
dx =

4√
2π

σnγn + 2σ2
n.

Таким образом,

Df
Ã

=
n∑

k=1

Dξk 6 nγn
2 +

4√
2π

σnγn + 2σ2
n

+

∞∫

γn

x2 2√
2πσ2

n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
1

F 2(x)
dx = D(γn).

Лемма 3 доказана.
Пусть γ∗

n = σn
n

√
π
2 . Перейдём к вычислению верхних оценок Êf

Ã
>

E(γ∗
n) и D̂f

Ã
> D(γ∗

n) соответственно для Ef
Ã

и Df
Ã
.

Заметим, что

F (γ∗
n) =

2√
π

γ∗
n/

√
2σn∫

0

exp
(
−y2

)
dy 6

2√
π

γ∗
n√

2σn

=
1

n
.

Лемма 4. Êf
Ã

= σn(C1 lnn + C2), где C1 = 1, 5; C2 = 3, 5.

Доказательство. Для вычисления верхней оценки величины Êf
Ã

оценим следующий интеграл:

∞∫

γ∗
n

x
2√

2πσ2
n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
1

F 2(x)
dx

= σn

∞∫

√
π/

√
2n

y
2√
2π

exp

(
−y2

2

)
1

F̃ 2(y)
dy,
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где F̃ (y) =
y∫
0

2√
2π

exp
(
−u2

2

)
du.

Разобъём интеграл на две части: от
√

π√
2n

до 1 и от 1 до ∞. Получим

1∫

√
π/

√
2n

y
2√
2π

exp

(
−y2

2

)
1

F̃ 2(y)
dy 6

1

F̃ (1)

1∫

1/n

1

F̃
dF̃ =

lnn

F̃ (1)
;

∞∫

1

y
2√
2π

exp

(
−y2

2

)
1

F̃ 2(y)
dy 6

∞∫

1

y
2√
2π

exp

(
−y2

2

)
1

F̃ 2(1)
dy

=
2√
2π

exp

(
−1

2

)
1

F̃ 2(1)
.

Окончательно имеем

Ef
Ã
(γ∗

n) = nγ∗
n +

4σn√
2π

+

∞∫

γ∗
n

x
2√

2πσ2
n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
1

F 2(x)
dx

6

√
πσn√
2

+
4σn√
2π

+ σn
2√
2π

exp

(
−1

2

)
1

F̃ 2(1)
+ σn

lnn

F̃ (1)

6 σn(C1 lnn + C2) = Êf
Ã
.

Лемма 4 доказана.

Лемма 5. D̂f
Ã

= σ2
nC3, где C3 — некоторая константа, причём C3 < 7

при достаточно больших n.

Доказательство. По определению имеем

D(γ∗
n) = nγ∗

n
2 +

4√
2π

σnγn + 2σ2
n +

∞∫

γ∗
n

x2 2√
2πσ2

n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
1

F 2(x)
dx.

Оценим сверху интеграл

∞∫

γ∗
n

x2 2√
2πσ2

n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
1

F 2(x)
dx

= σ2
n

∞∫

√
π/

√
2n

y2 2√
2π

exp

(
−y2

2

)
1

F̃ 2(y)
dy.
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Разбъём интеграл на две части (см. доказательство леммы 4): от
√

π√
2n

до 1 и от 1 до ∞. Получим

1∫

√
π/

√
2n

y2 2√
2π

exp

(
−y2

2

)
1

F̃ 2(y)
dy

6
1

F̃ 2(1)

1∫

1
n

2√
2π

exp

(
−y2

2

)
dy 6

√
2

√
πF̃ 2(1)

;

∞∫

1

y2 2√
2π

exp

(
−y2

2

)
1

F̃ 2(y)
dy

6

∞∫

1

y2 2√
2π

exp

(
−y2

2

)
1

F̃ 2(1)
dy 6

(
2√
2π

exp

(
−1

2

)
+ 1

)
1

F̃ 2(1)
.

Таким образом,

Df
Ã

6 D(γ∗
n) 6 σ2

n




√
2

√
πF̃ 2(1)

+

(
2√
2π

exp
(
−1

2

)
+ 1

)

F̃ 2(1)
+

π

2n
+

2

n
+ 2




= σ2
nC3 = D̂f

Ã
.

Лемма 5 доказана.
Оценим сверху вероятность несрабатывания δn алгоритма Ã, поло-

жив εn = λÊf
Ã
/(nan), λ > 1. Имеем

P{f
Ã

+ nan > (1 + εn)f∗} 6 P{f
Ã

> εnnan}
6 P{f

Ã
> Ef

Ã
+ εnnan − Êf

Ã
} 6 P{f

Ã
> Ef

Ã
+ ∆n},

где ∆n = (λ − 1) Êf
Ã
.

Воспользовавшись неравенством Чебышёва, получим

P{f
Ã

> Ef
Ã

+ ∆n} 6 P{|f
Ã
− Ef

Ã
| > ∆n} 6

Df
Ã

∆2
n

6
D̂f

Ã

∆2
n

.

Таким образом, имеем следующую оценку δn 6
D̂f

Ã

((λ − 1)Êf
Ã
)2

.
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Алгоритм Ã является асимптотически точным, если εn = λ
Êf

Ã

nan
→ 0

и δn =
D̂f

Ã

((λ − 1)Êf
Ã
)2

→ 0 при n → ∞; λ > 1.

По леммам 4 и 5 имеем Êf
Ã

= (C1 lnn + C2)σn; D̂f
Ã

= σ2
nC3.

Следовательно,

εn = λ
Êf

Ã

nan
= λ

σn(C1 lnn + C2)

nan
= O

(
σn

an

lnn

n

)
;

δn =
D̂f

Ã(
(λ − 1) Êf

Ã
)2

=
C3σ

2
n(

(λ − 1)σn (C1 lnn + C2)
)2 = O(ln−2 n).

Таким образом, с использованием неравенства Чебышёва доказано
утверждение теоремы 1 для нормального распределения.

2.2. Входные данные, распределённые по показательному
закону

Пусть, как в случае нормального распределения, ξk — минимум среди
величин c̃ij , рассматриваемых на (n − k − 1)-м основном шаге второго
этапа алгоритма Ã. Обозначим через ξn−1 и ξn случайные величины,
характеризующие веса рёбер (дуг), присоединённых на третьем этапе
алгоритма.

Найдём верхние оценки Êf
Ã

и D̂f
Ã

для математического ожидания

Ef
Ã

и дисперсии Df
Ã

случайной величины f
Ã

=
n∑

k=1

ξk.

Лемма 6. Êf
Ã

= (C4 + lnn)αn, где C4 = 2,58.

Доказательство. При k = 1, . . . , n − 2 имеем

Eξk =

∞∫

0

xdΦk(x) =

∞∫

0

xk
(
1 − F (x)

)k−1
dF (x) =

∞∫

0

x

αn
k exp

(
−kx

αn

)
dx

= − exp

(
−kx

αn

)
x

∣∣∣∣∣

∞

0

+

∞∫

0

exp

(
−kx

αn

)
dx = −αn

k
exp

(
−kx

αn

)∣∣∣∣∣

∞

0

=
αn

k
.

При k = n − 1, n имеем Eξn = Eξn−1 = Eξ1 = αn. Используя эти равен-
ства, получим верхнюю оценку для Ef

Ã
:

Ef
Ã

=
n∑

k=1

Eξk = αn

(
1

n − 2
+

1

n − 1
+. . .+1+2

)
6 (C4+lnn)αn = Êf

Ã
.
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Лемма 6 доказана.

Лемма 7. D̂f
Ã

= C5α
2
n, где C5 = 4 + π2

3 .

Доказательство. Оценим сверху дисперсию Dξk случайной вели-
чины ξk, k = 1, . . . , n − 2. Имеем

Dξk =

∞∫

0

xdΦk(x) − (Eξk)
2

6

∞∫

0

x2k
(
1 − F (x)

)k−1
dF (x)

=

∞∫

0

kx2

αn
exp

(
−kx

αn

)
dx = − exp

(
−kx

αn

)
x2

∣∣∣∣∣

∞

0

+ 2

∞∫

0

x exp

(
−kx

αn

)
dx

=
2α2

n

k2
.

Оценки для Dξn, Dξn−1 и Dξ1 равны 2α2
n. В итоге для суммы дисперсий

получим

Df
Ã

=
n∑

k=1

Dξk = 2α2
n

(
1

(n − 2)2
+ . . . + 1 + 2

)
6 C5α

2
n = D̂f

Ã
.

Лемма 7 доказана.
Из лемм 6 и 7 следует, что

εn = λ
Êf

Ã

nan
= λ

αn(C4 + lnn)

nan
= O

(
αn lnn

nan

)
;

δn =
D̂f

Ã(
(λ − 1) Êf

Ã

)2 =
C5α

2
n(

(λ − 1)αn(C4 + lnn)
)2 = O(ln−2 n).

Таким образом, доказано утверждение теоремы 1 с использованием нера-
венства Чебышёва для показательного закона распределения.

3. Вероятностный анализ алгоритма Ã с использованием
теоремы Петрова

3.1. Входные данные, распределённые по нормальному закону

Вначале установим приемлемую для дальнейших целей нижнюю оцен-
ку функции распределения нормального закона.

Лемма 8. При любом x ≥ 0 справедливо неравенство

x∫

0

√
2

π
exp

(
−u2

2

)
du > 1 − exp

(
−x

2

)
.
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Доказательство. Рассмотрим функцию

f(x) =

√
2

π

x∫

0

exp

(
−u2

2

)
du −

(
1 − exp

(
−x

2

))
.

Нетрудно видеть, что f(0) = 0 и lim
x→∞

f(x) = 0.

Производная функции f(x) равна f ′(x) =
√

2
π exp

(
−x2

2

)
−1

2 exp
(
−x

2

)
.

Заметим, что f ′(0) > 0 и функция f ′(x) при x > 0 имеет только одну точ-
ку пересечения с осью координат x0 = 1

2 + 1
2

√
1 + 12 ln(2) − 4 ln(π) > 0.

Таким образом, f(x) > 0 при x > 0. Отсюда следует справедливость

неравенства
x∫
0

√
2
π exp

(
−u2

2

)
du > 1 − exp

(
−x

2

)
для любого x > 0.

Лемма 8 доказана.

Рассмотрим более подробно второй этап алгоритма Ã.

Обозначим через ξk минимум из k элементов c̃ij = cij − an, который
выбирается на (n − k − 1)-м основном шаге второго этапа алгоритма.
Оценим снизу величину Eeξkt (см. теорему Петрова).

Лемма 9. Пусть T =
1

3σn
и g1 = 1,8σ2

n, gk =
60,8σ2

n

(k − 1)2
, 2 6 k 6 n − 2.

Тогда при любом t, 0 6 t 6 T, справедливы неравенства:

Eeξkt
6





exp

(√
2σn√
π

t

)
exp

(
g1t

2

2

)
при k = 1;

exp

(
4σn

k − 1
t

)
exp

(
gkt

2

2

)
при 2 6 k 6 n − 2.

Доказательство. Имеем

Eeξkt =

∞∫

0

etxk (1 − F (x))k−1 dF (x)

= 1 +
∞∑

m=1

∞∫

0

(tx)m

m!
k (1 − F (x))k−1 dF (x).
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Случай k = 1, m > 1:

∞∫

0

(tx)m

m!
dF (x) =

√
2

π

(tσn)m

m!

∞∫

0

(
x

σn

)m

exp

(
− x2

2σ2
n

)
d

(
x

σn

)

=

√
2

π

(tσn)m

m!

∞∫

0

um exp

(
−u2

2

)
du 6

√
2

π
(tσn)m .

По условиям леммы T = 1
3σn

, 0 6 t 6 T. Воспользовавшись леммой
1, получаем

Eeξ1t
6 1 +

√
2

π

∞∑

m=1

(tσn)m = 1 +

√
2

π
tσn +

√
2

π
(tσn)2

1

1 − tσn

6 1 +

√
2

π
tσn +

3

2

√
2

π
(tσn)2 = 1 +

√
2

π
tσn +

3

2

√
π

2

(√
2

π
tσn

)2

6 exp

(√
2

π
σnt

)
exp

(
0,9(tσn)2

)
.

Далее используем лемму 8.
Случай k > 5, m = 1 или k > 2, m ≥ 2 :

∞∫

0

(tx)m

m!
k (1 − F (x))k−1 dF (x)

6

∞∫

0

(tx)m

m!
k exp

(
−(k − 1)x

2σn

) √
2

πσ2
n

exp

(
− x2

2σ2
n

)
dx

6 2

√
2

π

k

k − 1

(
2tσn

k − 1

)m 1

m!

∞∫

0

(
(k − 1)x

2σn

)m

exp

(
−(k − 1)x

2σn

)
d

(
(k − 1)x

2σn

)

= 2

√
2

π

k

k − 1

(
2tσn

k − 1

)m 1

m!

∞∫

0

um exp (−u) du = 2

√
2

π

k

k − 1

(
2tσn

k − 1

)m

6

{
3, 2

(
2tσn
k−1

)m
при k > 2, m ≥ 2;

4tσn
k−1 при k > 5, m = 1.
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Случай k = 2, 3, 4 и m = 1:

∞∫

0

txk (1 − F (x))k−1 dF (x)6

√
2

π
ktσn

∞∫

0

x exp

(
−(k − 1)x + x2

2

)
dx

=

√
2

π
exp

(
(k − 1)2

8

)
ktσn

∞∫

0

x exp

(
−

(
x + k−1

2

)2

2

)
dx

=

√
2

π
exp

(
(k − 1)2

8

)
ktσn

∞∫

k−1
2

(
z − k − 1

2

)
exp

(
−z2

2

)
dz

= k(k − 1)

(√
2

π
− k − 1

2
exp

(
(k − 1)2

8

) (
1 − F

(
k − 1

2
σn

)))
σnt

k − 1

6 Ck
σnt

k − 1
,

где Ck 6





0,9 6 4 при k = 2,
1,65 6 4 при k = 3,
2,17 6 4 при k = 4.

Так как T = σn/3 и 0 6 t 6 T, то по лемме 1 имеем

Eeξkt
6 1+

4tσn

k − 1
+3.2

∞∑

m=2

(
2tσn

k − 1

)m

= 1+
4tσn

k − 1
+3.2

(
2tσn

k − 1

)2 1

1 − 2tσn
k−1

6 1 +
4tσn

k − 1
+ 9.6

(
2tσn

k − 1

)2

= 1 +
4tσn

k − 1
+ 2.4

(
4tσn

k − 1

)2

6 exp

(
4σn

k − 1
t

)
exp

(
30.4σ2

n

(k − 1)2
t2

)
.

Лемма 9 доказана.

Пусть ξ̃1 = ξ1 −
√

2
πσn; ξ̃k = ξk − 4σn

k−1 , k = 2, . . . , n − 2. Из леммы 9

непосредственно следует, что величины ξ̃k, 1 6 k 6 n − 2, удовлетво-
ряют условиям теоремы Петрова. Обозначим через ξn−1 и ξn случайные
величины, характеризующие веса двух рёбер (дуг), присоединённых на
третьем шаге алгоритма. Из описания алгоритма Ã следует, что вели-

чины ξ̃k = ξk −
√

2
πσn; при k = n − 1, n имеют такое же распределение,

что и величина ξ̃1. Следовательно, случайные величины ξk, k = 1, . . . , n,
удовлетворяют условиям теоремы Петрова.
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Для параметров S, T и G теоремы Петрова имеем

S =
n∑

k=1

ξ̃k =
n−2∑

k=2

ξ̃k + 3ξ̃1; T =
1

3σn
; G =

n∑

k=1

gk = 3g1 +
n−2∑

k=2

gk

6

(
5, 4 + 60, 8

(
π2

6
− 1

))
σ2

n 6 45σ2
n.

Оценим сверху вероятность δn несрабатывания алгоритма Ã. Имеем

P
{
f

Ã
+ nan > (1 + εn)f∗}

6P
{
f

Ã
> nanεn

}

6 P

{
3ξ1 +

n−2∑

k=2

ξk > nanεn

}

6 P

{
3ξ̃1 +

n−2∑

k=2

ξ̃k + 3

√
2

π
σn +

n−2∑

k=2

4σn

k − 1
> nanεn

}

6 P {S > nanεn − (4, 8 + 4 lnn)σn} .

Положим εn =
10σn lnn

nan
, x = nanεn−(4,8+4 lnn)σn = (6 lnn−4,8)σn.

Так как x > 15σn > GT при достаточно больших n, то по теореме
Петрова имеем

P
{
f

Ã
> (1 + εn)f∗}

6 exp

(
−Tx

2

)
= exp

(
−(6 lnn − 4,8)σn

6σn

)

= exp(0,8)n−1 = δn

Таким образом, теорема 1 для нормального распределения доказана.

3.2. Входные данные, распределённые по показательному
закону

Рассмотрим более подробно основной шаг второго этапа алгоритма
Ã. Через ξk обозначим минимум из k элементов c̃ij , который выбирается
на (n − k − 1)-м основном шаге алгоритма. Вычислим математическое
ожидание этой случайной величины:

Eξk =

∞∫

0

x
(
1 − F (x)

)k−1
kdF (x) =

∞∫

0

xk

αn
exp

(
−xk

αn

)
dx

= −x exp

(
−xk

αn

)∣∣∣∣∣

∞

0

+

∞∫

0

exp

(
−xk

αn

)
dx = −αn

k
exp

(
xk

−αn

)∣∣∣
∞

0
=

αn

k
.
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Для доказательства асимптотической точности алгоритма Ã потре-
буется следующее утверждение.

Лемма 10. Пусть T =
1

2αn
и gk =

3α2
n

k2
, 1 6 k 6 n − 2. Тогда при

любых k и t, k = 1, . . . , n − 2 и 0 6 t 6 T, справедливо неравенство

Eet[ξk−Eξk]
6 exp

(
gkt

2

2

)
.

Доказательство. Имеем

Eetξk =

∞∫

0

etx exp

(
−xk

αn

)
k

αn
dx =

exp ((t − k/αn)x)

t − k/αn

∣∣∣∣∣

∞

0

=
k/αn

k/αn − t

=
1

1 − tαn/k
.

Так как 0 6 t 6 T и T = 1
2αn

, то, воспользовавшись леммой 1, имеем

Eetξk =
1

1 − tαn/k
=

∞∑

m=0

(
tαn

k

)m

= 1 +
tαn

k
+

t2α2
n

k2

(
1

1 − tαn/k

)

6 1 +
tαn

k
+

2α2
nt2

k2
6 exp

(
tαn

k

)
exp

(
1, 5α2

nt2

k2

)
.

Таким образом,

Eet[ξk−Eξk]
6 exp

(
1, 5α2

n

k2
t2

)
= exp

(gk

2
t2

)
.

Лемма 10 доказана.
Обозначим через ξn−1 и ξn случайные величины, характеризующие

веса двух рёбер (дуг), присоединённых на третьем этапе алгоритма. За-
метим, что величины ξ̃k = ξk − Eξk, при k = n − 1 и k = n, имеют такое
же распределение, что и величина ξ̃1. Из леммы 10 непосредственно сле-
дует, что величины ξ̃k = ξk − Eξk, 1 6 k 6 n, удовлетворяют условиям
теоремы Петрова.

Вычислим параметры S, T и G и оценим сверху Ef
Ã
:

S =
n∑

k=1

ξ̃k; T =
1

2αn
; G =

n−2∑

k=2

gk +3g1 = 3α2
n

(n−2∑

k=1

1

k2
+2

)
6 α2

n(
π2

2
+6);

GT 6

(
π2

4
+ 3

)
αn; Ef

Ã
=

n∑

k=1

Eξk =
n−2∑

k=2

αn

k
+ 3αn 6 αn(2,58 + lnn).
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Положим Êf
Ã

= αn(2,58 + lnn).

Оценим сверху вероятность δn несрабатывания алгоритма Ã с учётом
неравенства f∗ > nan.

P{f
Ã

+ nan > (1 + εn)f∗} 6 P{f
Ã

> εnnan}
= P{S + Ef

Ã
> nεnan} 6 P{S > nεnan − Êf

Ã
}.

Положим εn = 5αn
ln n
n и x = nεnan − Êf

Ã
= αn(4 lnn − 2, 58). Так как

x = αn(4 lnn − 2, 58) >
(

π2

4 + 3q
)

αn > GT при достаточно больших n,

то по теореме Петрова имеем

P{f
Ã

> (1 + εn)f∗} 6 exp

(
−Tx

2

)
=

exp(0, 645)

n
= δn.

Таким образом, теорема 1 доказана полностью.
Из вероятностного анализа алгоритма следует, что использование как

неравенства Чебышёва, так и теоремы Петрова приводит к одинаковым
оценкам относительной погрешности и асимптотической точности полу-
чаемого решения задачи. При этом использование теоремы Петрова даёт
существенно меньшую вероятность несрабатывания алгоритма по срав-
нению с неравенством Чебышёва.

Заключительные замечания

Представляется интересным получение аналогичных результатов для
задачи коммивояжёра на максимум. Исследование её более сложно по
сравнению с задачей на минимум. Это связано с тем, что для задачи
на минимум можно использовать нижнюю оценку вида f∗ > nan, в то
время как для задачи коммивояжёра на максимум с неограниченными
сверху данными такого сорта верхней оценки в явном виде не имеется.

Неизученной также является задача коммивояжёра на минимум в
случае, когда элементы матрицы расстояний являются случайными ве-
личинами, принимающими значения из области [0,∞). Напомним, что
для задачи коммивояжёра на минимум в [6] была продемонстрирована
техника вероятностного анализа в случае расстояний, равномерно рас-
пределенных на отрезке [0, 1]. Было бы интересно обобщить эту технику
на случай других распределений и на неограниченные сверху входы.
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