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Аннотация. Рассматривается многокритериальный вариант комби-
наторной экстремальной задачи «на узкие места» (bottleneck prob-
lem) с четырьмя известными принципами оптимальности — по Па-
рето, Слейтеру, Смейлу, а также лексикографическим. Исследова-
но строение ядра устойчивости таких задач, т. е. строение множе-
ства решений, сохраняющих соответствующую оптимальность при
любых изменениях параметров минимаксных критериев в пределах
«малой» окрестности.
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Введение

При исследовании поведения оптимальных решений многокритери-
альных дискретных задач как функции входных параметров возникают
различные понятия устойчивости, являющиеся дискретными аналога-
ми свойств непрерывности и полунепрерывности по Хаусдорфу точечно-
множественного отображения, задающего функцию выбора [9, 10, 16]. В
контексте этих постановок естественно возникает вопрос: как устроено
ядро устойчивости задачи, т. е. множество всех решений, сохраняющих
оптимальность при любых независимых изменениях параметров задачи
в пределах «малой» окрестности. Ответ на этот вопрос для многокри-
териальных целочисленных задач линейного и квадратичного програм-
мирования содержится в работах [2, 4–6]. В частности, в работах [4, 5]
доказано, что ядро устойчивости многокритериальных целочисленных
задач, состоящих в поиске множеств Парето, Смейла и Слейтера с ли-
нейными и квадратичными критериями, всегда совпадает с множеством
Смейла. В настоящей статье (разд. 3–5) показано, что ядро устойчивости
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нелинейных (с критериями вида MINMAX) многокритериальных комби-
наторных задач, состоящих в поиске тех же трёх вышеназванных мно-
жеств, «шире», т. е. множество Смейла всегда содержится в ядре устой-
чивости, а в ряде случаев является его собственным подмножеством, что
иллюстрируется числовыми примерами. В разд. 6 описано строение ядра
устойчивости многокритериальных минимаксных задач с лексикографи-
ческим принципом оптимальности.

1. Основные определения и свойства

Рассмотрим многокритериальный вариант известной комбинаторной
(траекторной) задачи «на узкие места» (см., например, [1, 12, 13, 15]).

Пусть заданы множество Nm = {1, 2, . . . , m}, m > 2, и некоторая
система его непустых подмножеств T ⊆ 2Nm\{∅}, |T | > 2. Элементы
множества T принято называть траекториями. Пусть компонентами
вектор-функции f(t, A) = (f1(t, A1), f2(t, A2), . . . , fn(t, An)), n > 1, за-
данной на T , являются минимаксные критерии

fi(t, Ai) = max
j∈t

aij → min
t∈T

, i ∈ Nn,

где Ai — i-я строка матрицы A = (aij) размера n×m с элементами из R.
Отметим, что в схему скалярных (однокритериальных) траекторных

задач (с линейными, минимаксными и др. критериями) вкладываются
многие классические экстремальные задачи на графах (о коммивояже-
ре, паросочетаниях, остовах и др.), задачи булева программирования и
некоторые задачи теории расписаний.

Чтобы сформулировать полученные результаты, необходимо ввести
несколько обозначений и дать некоторые определения.

Для любого индекса i ∈ Nn положим

Ni(t, Ai) = {j ∈ t | aij = fi(t, Ai)},

т. е. Ni(t, Ai) = Arg max{aij | j ∈ t}.
На множестве траекторий T зададим ряд бинарных отношений:

t <
A

t′ ⇔ f(t, A) > f(t′, A),

t ≡
A

t′ ⇔ f(t, A) = f(t′, A),

t ≻
A

t′ ⇔ t <
A

t′ & t 6≡
A

t′,
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t >
A

t′ ⇔ ∀ i ∈ Nn (fi(t, Ai) > fi(t
′, Ai)),

t ⊢
A

t′ ⇔ ∀ i ∈ Nn (Ni(t, Ai) ⊆ Ni(t
′, Ai)),

t ²
A

t′ ⇔ fk(t, Ak) > fk(t
′, Ak),

где k = min{i ∈ Nn | fi(t, Ai) 6= fi(t
′, Ai)}.

В этих обозначениях сформулируем известные множества многокри-
териальной оптимизации:

множество Парето (множество эффективных траекторий) [7, 11]

Pn(A) = {t ∈ T | ∀ t′ ∈ T (t ≻
A

t′)},

множество Смейла (множество строго эффективных траекто-

рий) [14]
Smn(A) = {t ∈ T | ∀ t′ ∈ T\{t} (t <

A
t′)},

множество Слейтера (множество слабо эффективных траекто-

рий) [7, 11]
Sln(A) = {t ∈ T | ∀ t′ ∈ T (t >

A
t′)},

лексикографическое множество траекторий [8, 11]

Ln(A) = {t ∈ T | ∀ t′ ∈ T (t ²
A

t′)}.

Здесь и далее черта над бинарным отношением, как обычно, означает
отрицание этого отношения.

Для каждой матрицы A ∈ R
n×m очевидны включения

Smn(A) ⊆ Pn(A) ⊆ Sln(A), Ln(A) ⊆ Pn(A),

причём в нашем случае (|T | < ∞) множество Ln(A) всегда непусто. Лег-
ко видеть, что множество Smn(A) может быть и пустым.

Обозначим через Mn(A) любое из введённых множеств Pn(A),
Smn(A), Sln(A), Ln(A), а через Zn

M (A) — n-критериальную задачу поис-
ка множества Mn(A).

Процесс изменения параметров задачи будем моделировать посред-
ством прибавления к исходной матрице A ∈ R

n×m возмущающих мат-

риц из множества

Ξ(ε) = {B ∈ R
n×m | ‖B‖ < ε},
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где ‖B‖ = max{|bij | | (i, j) ∈ Nn × Nm}, B = (bij), ε > 0.

Определение 1. Траектория t ∈ Mn(A) задачи Zn
M (A) называется

устойчивой, если существует такое число ε > 0, что для любой возму-
щающей матрицы B ∈ Ξ(ε) справедливо включение t ∈ Mn(A + B).

Определение 2. Множество всех устойчивых траекторий задачи
Zn

M (A) называется ядром устойчивости этой задачи и обозначается че-
рез KernM (A).

Тем самым ядро устойчивости задачи Zn
M (A) задаётся формулой

KernM (A) = {t ∈ Mn(A) | ∃ ε > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε) (t ∈ Mn(A + B))}.

Для описания строения ядра устойчивости задач Zn
P (A), Zn

Sm(A),
Zn

Sl(A) и Zn
L(A) нам понадобится ряд очевидных свойств и лемм.

Свойство 1. Если t′ <
A

t, то t ≻
A

t′.

Свойство 2. t <
A

t′ ⇒ t ≻
A

t′ ⇒ t >
A

t′.

Свойство 3. При любых траекториях t, t′ и всяком индексе i ∈ Nn

верна цепочка импликаций

Ni(t, Ai) ⊆ Ni(t
′, Ai) ⇒ fi(t\t′, Ai) < fi(t

′, Ai) ⇒ fi(t, Ai) 6 fi(t
′, Ai).

Здесь и далее полагаем fi(∅, Ai) = −∞.

Свойство 4. Если t <
A

t′ и t ∈ Sln(A), то существует хотя бы один

такой индекс k ∈ Nn, что fk(t, Ak) = fk(t
′, Ak).

2. Леммы

Лемма 1. Пусть t ∈ T и множество G ⊂ T таковы, что для любой

траектории t′ ∈ G существует индекс k = k(t′) ∈ Nn с условием

fk(t, Ak) < fk(t
′, Ak). (1)

Тогда

∃ ε > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε) ∀ t′ ∈ G (t <
A+B

t′). (2)

Доказательство. Пусть t ∈ T , t′ ∈ G и k = k(t′) — индекс с указан-
ным леммой условием (1). Тогда ввиду непрерывности функции fk(t, Ak)
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на множестве параметров из R
m легко убедиться в справедливости фор-

мулы

∃ ε(t′) > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε(t′)) (fk(t, Ak + Bk) < fk(t
′, Ak + Bk)),

которая, очевидно, истинна для любой траектории t′ ∈ G. Поэтому фор-
мула (2) верна при ε = min{ε(t′) | t′ ∈ G}. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть индекс i ∈ Nn и траектории t и t′ таковы, что

Ni(t, Ai) ⊆ Ni(t
′, Ai). Тогда верна формула

∃ ε > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε) (fi(t, Ai + Bi) 6 fi(t
′, Ai + Bi)).

Доказательство. Из условий леммы 2 и свойства 3 вытекает нера-
венство fi(t\t′, Ai) < fi(t

′, Ai). Отcюда ввиду непрерывности функции
fi(t

′, Ai) на множестве параметров из R
m существует такое число ε > 0,

что при любой возмущающей матрице B ∈ Ξ(ε) имеет место неравенство

fi(t\t′, Ai + Bi) < fi(t
′, Ai + Bi),

из которого согласно свойству 3 следует неравенство

fi(t, Ai + Bi) 6 fi(t
′, Ai + Bi).

Лемма 2 доказана.

3. Ядро устойчивости задачи Zn

P
(A) поиска множества

Парето P n(A)

Положим

Un(A) = {t ∈ Pn(A) | ∀ t′ ∈ Pn(A) (t ≡
A

t′ ⇒ t ⊢
A

t′)}.

Теорема 1. KernP (A) = Un(A).

Доказательство. Сначала покажем, что Un(A) ⊆ Kern
P (A). Пусть

t ∈ Un(A), t′ ∈ T . Рассмотрим два возможных случая.

Случай 1. t ≡
A

t′. Тогда t′ является эффективной траекторией зада-

чи Zn
P (A) и справедливо соотношение t ⊢

A
t′. Отсюда согласно свойству 3

fi(t\t′, Ai) < fi(t
′, Ai), i ∈ Nn.

Поэтому существует такое число ε1(t
′) > 0, что при любой возмущающей

матрице B ∈ Ξ(ε1(t
′)) верны неравенства

fi(t\t′, Ai + Bi) < fi(t
′, Ai + Bi), i ∈ Nn,
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т. е. t′ <
A+B

t в силу свойства 3, откуда на основании свойства 1 следует

отношение t ≻
A+B

t′, справедливое при B ∈ Ξ(ε1), где

ε1 = min{ε1(t
′) | t′ ∈ T & t′ ≡

A
t}.

Случай 2. Отношение t ≡
A

t′ не выполняется. Тогда согласно вклю-

чению t ∈ Pn(A) существует такой индекс k = k(t′) ∈ Nn, что

fk(t, Ak) < fk(t
′, Ak),

и потому, учитывая лемму 1 и свойство 2, существует такое число ε2 > 0,
что для любой возмущающей матрицы B ∈ Ξ(ε2) и любой траектории t′,
рассматриваемой в этом случае, выполнено отношение t ≻

A+B
t′.

Резюмируя эти случаи, заключаем, что t ∈ Pn(A + B) при любой
матрице B ∈ Ξ(ε), где ε = min{ε1, ε2}. Поэтому t ∈ KernP (A). Тем самым
справедливо включение Un(A) ⊆ KernP (A).

Далее докажем, что Kern
P (A) ⊆ Un(A). Для этого достаточно пока-

зать, что никакая траектория t ∈ Pn(A)\Un(A) не является устойчивой.
Ввиду определения множества Un(A) для всякой такой траектории t су-
ществуют траектория t0 ≡

A
t и индексы k ∈ Nn, p ∈ Nm с условием

p ∈ Nk(t, Ak)\Nk(t
0, Ak). Поэтому, положив ε > 0 и построив элементы

возмущающей матрицы B0 =
(
b0
ij

)
∈ R

n×m по правилу

b0
ij =

{
δ при i = k, j = p,

0 в остальных случаях,

где 0 < δ < ε, убеждаемся в справедливости соотношений

fk

(
t, Ak + B0

k

)
= max

j∈t

{
akj + b0

kj

}
= akp + δ

> akp = fk(t, Ak) = fk(t
0, Ak) = fk

(
t0, Ak + B0

k

)
,

fi

(
t, Ai + B0

i

)
= fi(t, Ai) = fi(t

0, Ai) = fi

(
t0, Ai + B0

i

)
, i 6= k.

Следовательно, для любого числа ε > 0 существует такая возмущающая
матрица B0 ∈ Ξ(ε), что t не является эффективной траекторией задачи
Zn

P (A+B0), т. е. t /∈ KernP (A). Тем самым доказано включение Kern
P (A) ⊆

Un(A). Теорема 1 доказана.



12 В. А. Емеличев, Е. Е. Гуревский12 В. А. Емеличев, Е. Е. Гуревский12 В. А. Емеличев, Е. Е. Гуревский

Следствие 1. Ядро устойчивости задачи Zn
P (A) совпадает с множе-

ством Парето Pn(A) тогда и только тогда, когда для любых траекто-

рий t, t′ ∈ Pn(A) из отношения t ≡
A

t′ следуют равенства Ni(t, Ai) =

Ni(t
′, Ai), i ∈ Nn.

Из теоремы 1 вытекает также следующий известный результат [3].

Следствие 2. Smn(A) ⊆ KernP (A).

Следующий пример показывает, что ядро устойчивости и множество
Смейла задачи могут не совпадать.

Пример 1. Пусть n = 1, m = 3, T = {t1, t2}, t1 = {1, 2}, t2 = {1, 2, 3},
A =

(
2 2 2

)
. Тогда f(t1, A) = 2, f(t2, A) = 2, P 1(A) = T ,

Sm1(A) = ∅, U1(A) = {t1}. Поэтому Ker1P (A) = {t1} согласно теоре-
ме 1.

4. Ядро устойчивости задачи Zn

Sm
(A) поиска множества

Смейла Smn(A)

Теорема 2. KernSm(A) = Smn(A).

Доказательство. Покажем, что любая строго эффективная тра-
ектория t принадлежит ядру устойчивости Kern

Sm(A). Пусть t′ ∈ T\{t}.
Тогда найдётся такой индекс k = k(t′) ∈ Nn, что fk(t, Ak) < fk(t

′, Ak).
Поэтому ввиду леммы 1 получаем формулу

∃ ε > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε) ∀ t′ ∈ T\{t} (t <
A+B

t′),

из которой следует включение t ∈ KernSm(A), откуда и убеждаемся в
справедливости теоремы 2.

5. Ядро устойчивости задачи Zn

Sl
(A) поиска множества

Слейтера Sln(A)

Введём множество

V n(A) = {t ∈ Sln(A) | ∀ t′ ∈ T (t <
A

t′ ⇒ ∃ k ∈ Nn

(Nk(t, Ak) ⊆ Nk(t
′, Ak)))}.

Теорема 3. KernSl(A) = V n(A).

Доказательство. Сначала покажем, что V n(A) ⊆ KernSl(A). Пусть
t ∈ V n(A) и t′ ∈ T . Рассмотрим два возможных случая.
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Случай 1. t <
A

t′. Тогда в силу определения множества V n(A)

существует такой индекс k = k(t′) ∈ Nn, что Nk(t, Ak) ⊆ Nk(t
′, Ak).

Отсюда на основании свойства 3 имеем fk(t\t′, Ak) < fk(t
′, Ak). Поэтому

∃ ε1(t
′) > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε1(t

′)) (fk(t\t′, Ak + Bk) < fk(t
′, Ak + Bk)).

Вновь воспользовавшись свойством 3, получаем

fk(t, Ak + Bk) 6 fk(t
′, Ak + Bk),

т. е. t >
A+B

t′ при B ∈ Ξ(ε1(t
′)). Поэтому t >

A+B
t′ при B ∈ Ξ(ε1), где

ε1 = min{ε1(t
′) | t′ ∈ T & t <

A
t′}.

Случай 2. Отношение t <
A

t′ не выполняется. Тогда существует

такой индекс k = k(t′) ∈ Nn, что fk(t, Ak) < fk(t
′, Ak). Отсюда в силу

леммы 1 и свойства 2 существует такое число ε2 > 0, что для любой воз-
мущающей матрицы B ∈ Ξ(ε2) и любой траектории t′, рассматриваемой
в этом случае, выполнено отношение t >

A+B
t′.

Резюмируя оба случая, заключаем

∃ ε > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε) ∀ t′ ∈ T (t >
A+B

t′),

где ε = min{ε1, ε2}. Эта формула свидетельствует о том, что t является
слабо эффективной траекторией задачи Zn

Sl(A+B) при каждой матрице
B ∈ Ξ(ε), т. е. t ∈ KernSl(A). Следовательно, V n(A) ⊆ Kern

Sl(A).
Далее докажем включение Kern

Sl(A) ⊆ V n(A). Для этого достаточно
показать, что множество Sln(A)\V n(A) не содержит устойчивых траек-
торий. Пусть t ∈ Sln(A)\V n(A). Тогда согласно определению множества
V n(A) существует такая траектория t0, что

t <
A

t0, (3)

Ji(t, t
0) := Ni(t, Ai)\Ni(t

0, Ai) 6= ∅ при i ∈ Nn.

Поэтому в силу свойства 4 и отношения (3) имеем

I(t, t0) := {i ∈ Nn | fi(t, Ai) = fi(t
0, Ai)} 6= ∅, (4)

fi(t, Ai) > fi(t
0, Ai), i ∈ Nn \ I(t, t0). (5)
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Для каждого индекса i ∈ I(t, t0) зафиксируем число p(i) ∈ Ji(t, t
0)

и построим элементы возмущающей матрицы B0 =
(
b0
ij

)
∈ R

n×m по
правилу

b0
ij =

{
δ при i ∈ I(t, t0), j = p(i),

0 в остальных случаях,

где 0 < δ < ε. Используя (4) и (5), убеждаемся в справедливости следу-
ющих соотношений:

fi

(
t, Ai + B0

i

)
= max

j∈t

{
aij + b0

ij

}
= aip(i) + δ > aip(i)

= fi(t, Ai) = fi(t
0, Ai) = fi

(
t0, Ai + B0

i

)
, i ∈ I(t, t0),

fi

(
t, Ai + B0

i

)
= fi(t, Ai) > fi(t

0, Ai) = fi

(
t0, Ai + B0

i

)
, i ∈ Nn\I(t, t0).

Итак, для любого числа ε > 0 существует такая возмущающая матрица
B0 ∈ Ξ(ε), что t /∈ Sln(A + B0). Следовательно, t /∈ KernSl(A). Тем самым
доказано включение Kern

Sl(A) ⊆ V n(A). Теорема 3 доказана.

Непосредственно из теоремы 3 и определений множеств Smn(A) и
V n(A) вытекает

Следствие 3. Smn(A) ⊆ KernSl(A).

Следующий пример свидетельствует о том, что указанное следстви-
ем 3 включение может быть строгим.

Пример 2. Пусть n = 2, m = 3, T = {t1, t2, t3}, t1 = {1}, t2 = {1, 3},
t3 = {2},

A =

(
3 1 1
2 3 2

)
.

Тогда
f(t1, A) = (3, 2), f(t2, A) = (3, 2), f(t3, A) = (1, 3),

Sl2(A) = V 2(A) = T, Sm2(A) = {t3}.

Поэтому Ker2Sl(A) = T в силу теоремы 3.

6. Ядро устойчивости задачи Zn

L
(A) поиска

лексикографического множества Ln(A)

Известно (см., например, [8, 11]), что лексикографическое множество
Ln(A), являясь подмножеством множества Парето Pn(A), может быть
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определено как результат решения последовательности n скалярных за-
дач

Ln
i (A) = Arg min{fi(t, Ai) | t ∈ Ln

i−1(A)}, i ∈ Nn,

где Ln
0 (A) = T , Arg min{·} — множество всех оптимальных траекторий

соответствующей задачи минимизации. Таким образом, имеем последо-
вательность множеств

T ⊇ Ln
1 (A) ⊇ Ln

2 (A) ⊇ . . . ⊇ Ln
n(A) = Ln(A). (6)

Введём множество

Wn(A) = {t ∈ Ln(A) | ∀ i ∈ Nn ∀ t′ ∈ Ln
i (A) (Ni(t, Ai) ⊆ Ni(t

′, Ai))}.

Теорема 4. KernL(A) = Wn(A).

Доказательство. Сначала покажем, что Wn(A) ⊆ KernL(A). Пусть
t ∈ Wn(A) и t′ ∈ T . Рассмотрим два возможных случая.

Случай 1. t′ ∈ T \ Ln
1 (A). Тогда имеет место неравенство

f1(t, A1) < f1(t
′, A1).

Поэтому ввиду непрерывности функции f1(t, A1) на множестве парамет-
ров из R

m существует такое число ε(t′) > 0, что для любой возмущающей
матрицы B ∈ Ξ(ε(t′)) выполняется неравенство

f1(t, A1 + B1) < f1(t
′, A1 + B1).

Отсюда получаем формулу

∃ ε1 > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε1) ∀ t′ ∈ T \ Ln
1 (A) (t ²

A+B
t′), (7)

где ε1 = min
{
ε(t′) | t′ ∈ T \ Ln

1 (A)
}
.

Случай 2. t′ ∈ Ln
1 (A). Возможны два варианта.

2.1. t′ ∈ Ln(A). Тогда t′ ∈ Ln
i (A) при любом i ∈ Nn. Поэтому ввиду

t ∈ Wn(A) имеем
Ni(t, Ai) ⊆ Ni(t

′, Ai), i ∈ Nn.

Отсюда в силу леммы 2 выводим

∀ i ∈ Nn ∃ ε2(t
′, i) > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε2(t

′, i)) (fi(t, Ai + Bi) 6 fi(t
′, Ai + Bi)).
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Это значит, что для всякой траектории t′ ∈ Ln(A) существует число
ε2(t

′) > 0 с условием

f(t, A + B) 6 f(t′, A + B) при B ∈ Ξ(ε2(t
′)).

Следовательно, справедлива формула

∃ ε2 > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε2) ∀ t′ ∈ Ln(A) (t ²
A+B

t′), (8)

где ε2 = min{ε2(t
′) | t′ ∈ Ln(A)}.

2.2. t′ ∈ Ln
1 (A) \ Ln(A). Тогда существует индекс k = k(t′) ∈ Nn \ {1}

такой, что t′ /∈ Ln
k(A) и t′ ∈ Ln

i (A) для любого индекса i ∈ Nk−1. Поэтому,
учитывая включение t ∈ Wn(A), имеем

Ni(t, Ai) ⊆ Ni(t
′, Ai), i ∈ Nk−1,

fk(t, Ak) < fk(t
′, Ak).

Пользуясь этими фактами, леммой 2 и непрерывностью функции
fk(t, Ak) на R

m, получаем формулы

∃ ε′(t′) > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε′(t′)) ∀ i ∈ Nk−1 (fi(t, Ai + Bi) 6 fi(t
′, Ai + Bi)),

∃ ε′′(t′) > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε′′(t′)) (fk(t, Ak + Bk) < fk(t
′, Ak + Bk)).

Следовательно,

∃ ε3 > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε3) ∀ t′ ∈ Ln
1 (A) \ Ln(A) (t ²

A+B
t′), (9)

где
ε3 = min

{
ε3(t

′) | t′ ∈ Ln
1 (A) \ Ln(A)

}
,

ε3(t
′) = min{ε′(t′), ε′′(t′)}.

Резюмируя всё сказанное выше, т. е. формулы (7)–(9), получаем

∃ ε > 0 ∀ B ∈ Ξ(ε) ∀ t′ ∈ T (t ²
A+B

t′),

где ε = min{ε1, ε2, ε3}. Отсюда следует, что t ∈ Ln(A + B) при B ∈ Ξ(ε).
Поэтому t ∈ KernL(A), т. е. доказано включение Wn(A) ⊆ KernL(A).

Для завершения доказательства теоремы 4 достаточно показать, что
никакая траектория множества Ln(A)\Wn(A) не является устойчивой.
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Пусть t ∈ Ln(A)\Wn(A). Тогда существуют индекс k ∈ Nn и траектория
t0 ∈ Ln

k(A) с условиями

Jk(t, t
0) := Nk(t, Ak) \ Nk(t

0, Ak) 6= ∅,

fk(t, Ak) = fk(t
0, Ak).

Отсюда, положив ε > 0, выбрав произвольный индекс p ∈ Jk(t, t
0) и по-

строив элементы возмущающей матрицы B0 =
(
b0
ij

)
∈ R

n×m по правилу:

b0
ij =

{
δ при i = k, j = p,

0 в остальных случаях,

где 0 < δ < ε, убеждаемся в справедливости соотношений

fk

(
t, Ak + B0

k

)
= max

j∈t

{
akj + b0

kj

}
= akp + δ

> akp = fk(t, Ak) = fk(t
0, Ak) = fk

(
t0, Ak + B0

k

)
.

Поэтому ввиду очевидного включения t0 ∈ Ln
k(A + B0) имеем

∀ ε > 0 ∃ B0 ∈ Ξ(ε)
(
t /∈ Ln

k(A + B0)
)
,

а потому согласно (6) t /∈ Ln(A+B0), т. е. t /∈ KernL(A). Этим завершается
доказательство теоремы 4.

Следствие 4. Если |Ln
1 (A)| = 1, то KernL(A) = Ln(A).

Покажем на примере, что ядро устойчивости задачи может совпа-
дать с лексикографическим множеством не только в случае, указанном
следствием 4.

Пример 3. Пусть n = 2, m = 3, T = {t1, t2}, t1 = {1, 2}, t2 = {1, 3},

A =

(
2 1 2
1 1 3

)
.

Тогда

f(t1, A) = (2, 1), f(t2, A) = (2, 3), L2
1(A) = T,

L2(A) = W 2(A) = {t1}.

Поэтому, учитывая теорему 4, имеем Ker2L(A) = L2(A), но |L2
1(A)| > 1.
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