
ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ
Сентябрь—октябрь 2008. Том 15, № 5. C. 61–75

УДК 519.101

СУЩЕСТВОВАНИЕ БЕСКОНЕЧНОГО СЛОВА,

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ГРАФОВ РОЗИ КОТОРОГО

СОДЕРЖИТ ПОДПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ

ГОМЕОМОРФОВ ЗАДАННЫХ ОРГРАФОВ

П. В. Салимов

Аннотация. Объект изучения — бесконечные слова над конеч-
ным алфавитом. Доказано,что всякая последовательность конечных
сильно связных орграфов с максимальными полустепенями исхода и
захода, равными s, поэлементно гомеоморфна подпоследовательно-
сти графов Рози некоторого равномерно рекуррентного бесконечного
слова над s-буквенным алфавитом.
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Введение

Бесконечным словом ω над алфавитом A называют элемент множе-
ства функций AN.

Обозначим i-й символ слова v через vi. Для обозначения слова
vivi+1 . . . vi+k используется запись v[i, i + k]. Конечное слово u является
подсловом слова v, если справедливо равенство u = v[i, i + k] при неко-
тором i. Количество символов слова u (его длину) обозначим через |u|.

Графом де Брейна порядка n над некоторым алфавитом называется
орграф, множество вершин которого есть множество слов длины n над
этим алфавитом, причём дуга из слова u в слово v принадлежит его мно-
жеству дуг тогда и только тогда, когда верно u2u3 . . . un = v1v2 . . . vn−1.

Для бесконечного слова ω сходным образом определяется граф пе-

рекрытия подслов длины n, или граф Рози порядка n [5]. Это орграф,
множество вершин которого есть множество подслов длины n слова ω,
а из слова u в слово v дуга следует тогда и только тогда, когда выпол-
нено равенство u2u3 . . . un = v1v2 . . . vn−1 и при этом слово u1u2 . . . unvn

является подсловом слова ω.
Графы Рози активно используются для изучения бесконечных слов

со сравнительно небольшим количеством подслов [1–4].
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Понятие графа Рози бесконечного слова естественным образом рас-
ширяется до понятия графа Рози продолжаемого факторного языка.

Говоря о последовательности Ri, i ∈ N, графов Рози слова или языка,
мы подразумеваем, что граф Рози Ri имеет порядок i.

Результатом статьи является теорема, утверждающая существование
бесконечного слова, последовательность графов Рози которого содержит
подпоследовательность, поэлементно гомеоморфную произвольно задан-
ной последовательности орграфов, удовлетворяющих некоторому свой-
ству. Строгая формулировка этой теоремы приведена далее, после вве-
дения необходимых определений.

1. Определения и обозначения

Множества вершин и дуг графа G в дальнейшем обозначаются соот-
ветственно VG и EG. Полустепени исхода и захода вершин обсуждаемых
далее орграфов полагаются отличными от нуля. Путём длины n > 1 в
орграфе G будем называть такую последовательность e1e2 . . . en его дуг,
что конец дуги ek является началом дуги ek+1. Дуга орграфа G является
в нём путём длины 1.

Определим k-растяжение орграфа G как орграф τkG, получаемый
замещением в G всех дуг соответственно ориентированными путями дли-
ны k, внутренние вершины которых имеют полустепени исхода и захода,
равные 1. Запись vi

e, где e — дуга исходного графа и 1 6 i < k, означает
i-ю в порядке прохождения вершину пути орграфа τkG, замещающего
дугу e.

Например, пусть G — орграф (возможно, c петлями и множествен-
ными дугами) и G′ = τkG, тогда

VG′ =VG ∪
{
vi
e | e ∈ EG, 1 6 i < k

}
,

EG′ =
{〈

v, v1
e

〉
| e ∈ EG, v начало e

}
∪

{〈
vk−1
e , u

〉
| e ∈ EG, u конец e

}
∪

{〈
vi
e, v

i+1
e

〉
| e ∈ EG, 1 6 i < k − 1

}
.

Помимо этого определим орграф πnG — орграф перекрытия путей

длины n орграфа G по путям длины n− 1 (для краткости в дальнейшем
называемый просто орграфом перекрытия путей длины n орграфа G)
следующим образом: множество вершин графа πnG есть множество пу-
тей длины n орграфа G, и при n > 1 дуга в орграфе πnG из верши-
ны e1e2 . . . en ведёт в вершину f1f2 . . . fn тогда и только тогда, когда
e2e3 . . . en = f1f2 . . . fn−1, а при n = 1 дуга 〈e, f〉 принадлежит орграфу
πG тогда и только тогда, когда последовательность ef является путём
в G.
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Например, обозначая здесь и в дальнейшем через Bs(n) граф де Брей-
на порядка n над s-буквенным алфавитом, имеем Bs(n + k) ≃ πk

Bs(n).
Каноническим изоморфизмом этих графов назовём изоморфизм, сопо-
ставляющий слову a1a2 . . . an+k путь

a1a2 . . . an → a2a3 . . . an+1 → . . . → a1+ka2+k . . . an+k.

Далее, для удобства изложения, орграфы Bs(n + k) и πk
Bs(n) отож-

дествляются каноническим изоморфизмом. Это наделяет запись вида
G2 ⊆ πmG1 для орграфов G1 ⊆ Bs(n), G2 ⊆ Bs(n+m) следующим смыс-
лом: множество подслов длины n вершин орграфа G2 является подмно-
жеством множества вершин орграфа G1, а множество подслов длины
n + 1 его вершин является подмножеством множества дуг орграфа G1.

Орграф назовём Ps-орграфом, если максимальная полустепень исхода
по всем его вершинам совпадает с максимальной полустепенью захода по
всем его вершинам и равна s.

Слово ω называется равномерно рекуррентным, если для всякого на-
турального n существует натуральное rn такое, что любое подслово дли-
ны rn слова ω содержит все подслова длины n слова ω.

Далее мы докажем, что у всякой последовательности сильно связных
Ps-орграфов элементы могут быть растянуты таким образом, что полу-
ченная последовательность становится изоморфной подпоследователь-
ности последовательности графов Рози некоторого бесконечного слова
над s-буквенным афавитом (см. разд. 5). Но сначала сформулируем неко-
торые свойства k-растяжений Ps-орграфов и опишем их отношения с
графами де Брейна.

2. Отношения графов перекрытия путей и k-растяжений

Покажем, что для всякого орграфа графы перекрытия его путей и
графы перекрытия путей его k-растяжения схожи.

Лемма 1. Для произвольного орграфа G и натуральных k, m верно

πmkτkG ≃ τkπ
mG.

Для этого сначала докажем

Утверждение 1. Для произвольного орграфа G графы πk+mG и

πmπkG изоморфны.

Доказательство. Докажем, что πk+1G ≃ ππkG при k > 0. Пусть
отображение ψ вершин графа πk+1G в вершины графа ππkG действует
следующим образом: e1e2 . . . ekek+1 7→ 〈e1 . . . ek, e2 . . . ek+1〉.
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Отображение ψ определено корректно. В самом деле, последователь-
ность дуг e1 . . . ek+1 является путём в орграфе G. Следовательно, пу-
тями являются и последовательности e1 . . . ek и e2 . . . ek+1. Более того,
по определению орграфа перекрытия путей орграф πkG содержит дугу
〈e1 . . . ek, e2 . . . ek+1〉, которая является вершиной орграфа ππkG. Очевид-
но, что ψ биективно.

Докажем, что ψ является изоморфизмом орграфов. Пусть дуга

〈〈e1 . . . ek, e2 . . . ek+1〉, 〈f1 . . . fk, f2 . . . fk+1〉〉

принадлежит орграфу ππkG, значит, e2 . . . ek+1 = f1 . . . fk и из определе-
ния орграфа перекрытия путей последовательность дуг e1 . . . ekek+1fk+1

является путём длины k+2 в орграфе G. Следовательно, дуга 〈e1 . . . ek+1,
f1 . . . fk+1〉 принадлежит орграфу πk+1G. Аналогично в обратную сторо-
ну.

Таким образом, верно

πk+mG ≃ ππk+m−1G ≃ . . . ≃ π . . . ππkG ≃ π . . . ππ2πkG ≃ . . . ≃ πmπkG.

Утверждение 1 доказано.
Теперь можно перейти к доказательству леммы.
Доказательство леммы 1. Докажем, что πkτkG ≃ τkπG.
Напомним, что запись vi

〈e1,e2〉
, где последовательность дуг e1e2 явля-

ется путём орграфа G, означает i-ю вершину цепи орграфа τkπG, заме-
щающей дугу 〈e1, e2〉 орграфа πG.

Будем считать, что цепь в k-растяжении орграфа G, замещающая
дугу e, состоит из дуг e1, . . . , ek в порядке прохождения.

Пусть отображение ψ вершин орграфа τkπG в вершины орграфа
πkτkG действует следующим образом:

e 7→ e1e2 . . . ek, vi
〈e1,e2〉

7→ ei+1
1 . . . ek

1e
1
2 . . . ei

2.

Тривиальной проверкой устанавливается, что отображение ψ опреде-
лено корректно и биективно.

Докажем, что ψ — изоморфизм орграфов. Пусть дуга 〈e1, v
1
e1e2

〉 при-
надлежит орграфу τkπG. Тогда последовательность дуг e1e2 — путь в
орграфе G, а последовательность дуг e1

1 . . . ek
1e

1
2 . . . ek

2 — путь в орграфе
τkG. Следовательно, дуга

〈
e1
1 . . . ek

1, e
2
1 . . . ek

1e
1
2

〉

принадлежит графу πkτkG. Аналогично в обратную сторону и для дру-
гих вариантов выбора вершин.
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Таким образом, используя утверждение 1, получаем

τkπ
mG ≃ τkππm−1G ≃ πkτkπ

m−1G ≃ . . . ≃ πk . . . πkτkG ≃ πmkτkG.

Лемма 1 доказана.

3. Вложение графов в граф де Брейна

Определим вложение графа H в граф G как пару 〈H ′, ψ〉, в которой
граф H ′ является суграфом графа G и ψ — некоторый его изоморфизм
с графом H. Под вложимостью графа в заданный граф понимается
существование вложения этого графа в заданный граф.

Далее в виде леммы сформулирована следующая идея: s-буквенного
алфавита достаточно для вложимости произвольного орграфа с полусте-
пенями исхода и захода, не превосходящими s, в граф де Брейна неко-
торого порядка над ним.

Лемма 2. k-Растяжение всякого конечного орграфа G (возможно с

петлями и кратными дугами) c ограничением s на полустепени исхода

и захода его вершин вложимо в граф Bs(n), где n = 4⌈logs |VG|⌉ + 10 и

k = n + 2.

Доказательство. Считаем, что наш s-буквенный алфавит Σ со-
стоит из букв 0, 1, . . . , s − 1. Пусть натуральное m таково, что m − 2 >

⌈logs |VG|⌉. Выберем произвольное вложение ϕ вершин орграфа G в мно-
жество слов длины m, начинающихся и заканчивающихся символом 0.
Обозначим образ множества VG при этом вложении через A, а слова —
его элементы — через ai = ϕ(vi):

ϕ : VG = {vi | 1 6 i 6 |VG|} ⇐⇒ A = {ai | 1 6 i 6 |VG|} ⊆ 0 · Σm−2 · 0,

vi 7→ ai.

На основе вложения ϕ построим вложение φ множества VG в множе-
ство вершин графа Bs(4m + 2) следующим образом:

φ : VG ↔ A′ ⊂ Σ4m+2, vi 7→ ai1
m001mai.

Осталось нужным образом соединить попарно не пересекающимися
путями длины k образы вершин VG при вложении φ. Для этого зададим
на множестве дуг орграфа G функции L, R в множество букв алфавита
Σ так, что для любых различных дуг e1 6= e2, таких, что вершины vi, vj

— начало и конец дуги e1, а вершины vp, vq — начало и конец дуги e2,
выполнено

vj = vq ⇒ R(e1) 6= R(e2), vi = vp ⇒ L(e1) 6= L(e2). (1)



66 П. В. Салимов66 П. В. Салимов66 П. В. Салимов

Это возможно в силу ограничения s на полустепени исхода и захода
исходного графа.

Для каждой дуги e ∈ EG, начало и конец которой суть вершины vi и
vj , определим путь Pe как путь, соответствующий слову

ai1
m001maiL(e)R(e)aj1

m001maj .

Таким образом, Pe является путём длины 4m + 4, его l-ю (в порядке
прохождения) вершину обозначим через Pe[l]. В этих обозначениях

Pe[1] = ai1
m001mai, Pe[4m + 5] = aj1

m001maj .

Далее обозначение Pe используется как для самого пути, так и для со-
ответствующего ему слова.

Пусть орграф G′ — суграф графа Bs(n), полученный объединением
всех определённых нами путей Pe. Докажем изоморфность орграфа G′

k-растяжению графа G c параметром k = 4m + 4; для этого рассмотрим
отображение ψ, действующее следующим образом:

ψ : Vτ4m+4G → VG′ , vi 7→ ai1
m001mai, vj

e 7→ Pe[j + 1].

Очевидно, что ψ сюръективно; докажем, что ψ иньективно.
По построению пути Pe, соответствующего дуге e, с началом vi и кон-

цом vj , любая его вершина — слово x длины 4m + 2 — имеет вхождение
подслова 1m. Заметим, что, так как любое слово из множества A имеет
вид 0u0, то слово aiL(e)R(e)aj не имеет ни вхождения подслова 1m, ни
перекрытия с ним. Таким образом, для любой дуги e графа G верно, что
в слово Pe входит подслово 1m лишь на позициях m + 1, 2m + 3, 5m +
5, 6m + 7. Эти вхождения будем называть 1-м, 2-м, 3-м и 4-м вхождени-
ями. Иллюстрирует описанное следующая схема:

ai1 1m 0 0 1m

1 . . . m m + 1 . . . 2m 2m + 1 2m + 2 2m + 3 . . . 3m + 2

ai1 L(e) R(e) ai2

3m + 3 . . . 4m+2 4m+3 4m+4 4m+5 . . . 5m+4
1m 0 0 1m

5m+5 . . . 6m+4 6m+5 6m+6 6m+7 . . . 7m+6
ai2

7m+7 . . . 8m+6
.
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Любая вершина x орграфа G′ есть вершина Pe[l] для некоторых дуги
e с началом vi1 и концом vi2 и натурального l. Вершина x такова, что
x = Pe[1] = ψ(vi1) или x = Pe[4m + 5] = ψ(vi2), тогда и только тогда,
когда xm+1xm+2 . . . x3m+2 = 1m001m. В этом случае x1x2 . . . xm = ai1 или
x1x2 . . . xm = ai2 , а значит, для любого i невозможно равенство ψ(vi) =
ψ(y) ни для какой вершины y 6= vi орграфа τ4m+4G.

Пусть теперь Pe1 [l] = Pe2 [l] = x при 1 < l < 4m + 5 и e1 6= e2. Но если
1 < l 6 3m + 3, то верно равенство

ai1L(e1) = x3m+3−lx3m+4−l . . . x4m+3−l = ai2L(e2),

а при 3m + 3 < l < 4m + 5 верно

R(e1)aj1 = x4m+4−lx4m+5−l . . . . . . x5m+4−l = R(e2)aj2 ,

что противоречило бы выбору функций ϕ, L и R.
Таким образом, осталось доказать только невозможность пересече-

ния путей Pe1 [l1] = Pe2 [l2] = x при соотношении 1 < l1 < l2 < 4m + 5.
Для этого рассмотрим различные варианты позиции первого вхождения
слова 1m в слово x.

Пусть позиция первого вхождения слова 1m в слово x равна j.

Случай 1. Если j > m + 2, то это вхождение слова 1m в слово x
может являться только 3-м его вхождением в слова Pe1 , Pe2 , поэтому
l1 = l2 = 5m + 6 − j.

Случай 2. Если j 6 m + 2, то рассмотрим два подслучая:

Случай 2a. Если x[j, j + 2m + 1] 6= 1m001m, то вхождение слова 1m

в слово x может являться только 2-м его вхождением в слова Pe1 , Pe2 ,
поэтому l1 = l2 = 2m + 4 − j.

Случай 2b. Если x[j, j + 2m + 1] = 1m001m, то возможны два вари-
анта:

Случай 2b1. Если j < m + 1, то вхождение слова 1m в слово x
может являться только 1-м его вхождением в слова Pe1 , Pe2 ; поэтому
l1 = l2 = m + 2 − j.

Случай 2b2. Если m + 1 6 j 6 m + 2, то из условия 1 < l < 4m + 5
следует j 6= m + 1. А значит, j = m + 2 и, учитывая x[j, j + 2m + 1] =
1m001m, получаем, что вхождение слова 1m в слово x может являться
только 3-м его вхождением в слова Pe1 , Pe2 , и тогда l1 = l2 = 5m + 6− j.
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Таким образом, отображение ψ биективно и, как легко проверить,
является изоморфизмом орграфов

τ4m+4G и G′ =
⋃

e∈EG

Pe.

При соответствующем выборе функции ϕ действием перестановок ал-
фавита на вершины графа G′ можно получить вложения, отличные от
построенного.

4. Вложение графа де Брейна в рёберные графы

Далее в виде леммы сформулирована следующая идея: свойства Ps

сильно связного орграфа G достаточно для вложимости графа Bs(1) в
орграф перекрытия путей некоторой длины орграфа G.

Лемма 3. Для всякого сильно связного Ps орграфа G существуют

такие натуральные n и k, что k-растяжение графа Bs(1) вложимо в ор-

граф перекрытия путей длины n орграфа G, и при этом вложении всякий

путь, являющийся его вершиной, проходит по всем дугам G.

Доказательство. Нужный граф, как и в лемме 2, будет получен
объединением путей одинаковой длины в орграфе πnG.

Без ограничения общности можно считать G орграфом без кратных
дуг. Этого можно добиться, перейдя от орграфа G к орграфу πG, свой-
ство Ps при этом сохранится.

Отсутствие кратных дуг в орграфе G позволяет отождествлять его
пути со словами над алфавитом его вершин. Для обозначения вершин
далее используются буквы v, o, i . . . . Пути или части путей, чьё внутрен-
нее строение нас не интересует, далее обозначаются большими буквами
(L,P , v1v2Lv3Pv4 и т. п.).

Без ограничения общности можно считать, что в орграфе G суще-
ствует вершина v с полустепенями исхода и захода, равными s. В самом
деле, пусть полустепень захода вершины v1 равна полустепени исхода
вершины v2 и равна s. Тогда в силу сильной связности графа G суще-
ствует путь v1Lv2 длины m. В орграфе πmG вершина v1Lv2 удовлетво-
ряет нужному свойству.

Обозначим остальные вершины орграфа G так, чтобы ему принад-
лежали дуги 〈v, oj〉 и 〈ij , v〉, где 1 6 j 6 s, и выполнялось oj1 6= oj2 и
ij1 6= ij2 при 1 6 j1 6= j2 6 s. Далее в доказательстве для записи пу-
тей используются слова вида vokUkikv, формально правильные лишь в
случае, когда множества {oj}s

j=1, {ij}s
j=1, {v} попарно не пересекаются.

Иначе следует мысленно заменять vokUkikv на vokv или на vv.
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Пусть путь vU1v — один из кратчайших циклов, содержащих v. Cчи-
таем, что U1 = o1U

′
1i1.

Выберем пути Uj = ojU
′
jij при 1 < j 6 s как любые кратчайшие,

начинающиеся в вершине oj и заканчивающиеся в вершине ij . Иллю-
стрирует выбор обозначений рис. 1.

Построим семейство путей одинаковой длины следующего вида:

Ai = UivU1vU2v . . . vUi−1vUi+1v . . . vUsvUsv . . . vUi+1vUi−1v . . . vU2vU1vUi.

Пусть длина слова vAiv равна m1.
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Рис. 1

Далее возможны 2 случая.

Случай 1. В орграфе G существует дуга 〈a, b〉, не принадлежащая
пути vA1v.

Рассмотрим множество путей вида vPv, каждый из которых вклю-
чает в себя все дуги орграфа G, не принадлежащие пути vA1v. Среди
них выберем какой-нибудь кратчайший путь vLv. Пусть длина слова L
равна m2. Тогда k = 2m1 + 2m2 + 1 есть длина слова vAivLvLvAiv.

Докажем, что суграф B орграфа πk−1G, являющийся объединением
путей Pij = vAivLvLvAivAjvLvLvAjv , где 1 6 i, j 6 s, изоморфен
k-растяжению графа Bs(1). Для этого используем следующее

Утверждение 2. Слово vLv не является подсловом слов LvL и

LvAjvAivL, где 1 6 i, j 6 s.

Доказательство. Действительно, предположив противное, полу-
чим противоречие с минимальностью длины пути vLv. Утверждение 2
доказано.

Таким образом, слово Pij содержит лишь 4 вхождения подслова vLv,
а именно, на позициях m1, m1 + m2 + 1, 3m1 + 2m2, 3m1 + 3m2 + 1; эти
вхождения назовём 1-м, 2-м, 3-м и 4-м вхождениями. Иллюстрирует опи-
санное следующая схема:
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v Ai v L v

1 2 . . . m1 − 1 m1 m1 + 1 . . . m1 + m2 m1 + m2 + 1

L v Ai

m1 + m2 + 2 . . . m1 + 2m2 + 1 m1 + 2m2 + 2 m1 + 2m2 + 3 . . .

Ai v Aj

. . . 2m1 + 2m2 2m1 + 2m2 + 1 2m1 + 2m2 + 2 . . . 3m1 + 2m2 − 1

v L v
3m1 + 2m2 3m1 + 2m2 + 1 . . . 3m1 + 3m2 3m1 + 3m2 + 1

L v Aj

3m1 + 3m2 + 2 . . . 3m1 + 4m2 + 1 3m1 + 4m2 + 2 3m1 + 4m2 + 3 . . .

Aj v
. . . 4m1 + 4m2 4m1 + 4m2 + 1

.

Пусть алфавит Σ состоит из чисел 1, 2, . . . , s.
Для доказательства изоморфности орграфа B и k-растяжения графа

Bs(1) рассмотрим отображение ψ, действующее так:

ψ : VτkBs(1) → VB, i 7→ vAivLvLvAiv, vl
〈i,j〉 7→ Pij [l + 1].

Здесь и далее Pij [l] — l-я в порядке прохождения вершина пути Pij .
В этих обозначениях

Pij [1] = vAivLvLvAiv, Pij [2m1 + 2m2 + 1] = vAjvLvLvAjv.

Очевидно, что ψ сюръективно.

Утверждение 3. Соответствие ψ инъективно.

Доказательство. Любая вершина x орграфа B есть вершина Pab[l]
для некоторых дуги 〈a, b〉 и натурального l. Вершина x такова, что x =
Pab[1] или x = Pab[2m1 + 2m2 + 1], тогда и только тогда, когда

xm1xm1+1 . . . xm1+2m2+2 = vLvLv.

В этом случае x2 = oa или x2 = ob, а значит, для любого i ∈ Σ выполнено
ψ(i) 6= ψ(y) для всякой вершины y 6= i орграфа B.

Пусть теперь Pab[l] = Pcd[l] = x при 1 < l < 2m1 + 2m2 + 1 и 〈a, b〉 6=
〈c, d〉. Но тогда верно равенство

iavob = x2m1+2m2−lx2m1+2m2+1−lx2m1+2m2+2−l = icvod,

что противоречило бы выбору вершин ia, ob, ic, od.
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Таким образом, осталось доказать только невозможность пересече-
ния путей Pab[l1] = Pcd[l2] = x при соотношении 1 < l1 < l2 < 2m1 +
2m2 + 1. Для этого рассмотрим варианты позиции первого вхождения
слова vLv в слово x относительно слов Pab и Pcd.

Пусть позиция первого вхождения слова vLv в слово x равна k.

Случай 1.1. Пусть первое вхождение слова vLv в слово x является
1-м его вхождением в слово Pab и 2-м — в слово Pcd. Из построения пути
Pab следует, что k 6 m1, поэтому можно рассмотреть слово

x[k, 2m2 + 2 + k] = vLvLe = vLvA′
c,

где слово A′
c является префиксом слова AcvLv. Получили противоречие

с утверждением 2.

Случай 1.2. Пусть первое вхождение слова vLv в слово x является
1-м его вхождением в слово Pab и 3-м — в слово Pcd. Но тогда из постро-
ения путей Pab и Pcd получаем противоречие m1 < k < m1.

Случай 1.3. Пусть первое вхождение слова vLv в слово x является
2-м его вхождением в слово Pab и 3-м — в слово Pcd. Из построения пути
Pab следует, что k 6 m2 + 1, поэтому можно рассмотреть слово

x[k, k + m2 + m1 − 1] = vLvAav = vLvL′,

где слово L′ — префикс слова LvAdv. Если |Ai| > |L|, то имеем противо-
речие с утверждением 2, иначе — противоречие с минимальностью пути
vLv.

Следовательно, первое вхождение слова vLv в слово x относительно
слов Pab и Pcd имеет один и тот же номер, и мы получаем противоречие
с предположением l1 6= l2.

Значит, ψ инъективно. Утверждение 3 доказано.
Итак, отображение ψ биективно и, как нетрудно проверить, является

изоморфизмом орграфа B и k-растяжения графа Bs(1).
Далее, любая вершина графа B содержит подпуть vLvAiv или

vAjvLv, проходящий по всем дугам орграфа G.
Таким образом, в случае существования дуги 〈a, b〉 в орграфе G, не

принадлежащей пути vA1v, теорема 1 доказана.

Случай 2. В орграфе G путь vA1v проходит по всем дугам.
Положим путь vLv равным пути vU1vU1vU1v и определим орграф B

и соответствия ψ тем же образом, что и ранее. Очевидно, что ψ сюръ-
ективно. Необходимо показать, что оно инъективно. Трудность здесь в
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том, что при некоторых i и j слово Pij содержит «лишние» вхождения
подслова vLv. Далее мы докажем, что по виду слова x = Pij [l] одно-
значно устанавливается, какие вхождения подслова vLv соответствуют
«лишним», и применим доказательство утверждения 3 для оставшихся
вхождений.

Итак, вхождения слова vLv в слово Pij на позициях m1, m1 + m2 +
1, 3m1 + 2m2 − 1, 3m1 + 3m2 назовём соответственно 1-м, 2-м, 3-м и 4-м
опорными вхождениями.

Вхождение слова vLv в слово Pab[l] назовём опорным, если оно соот-
ветствует опорному его вхождению в слово Pab. Другими словами, опор-
ными вхождениями слова vLv в слово Pab[l] являются вхождения на каж-
дой из позиций m1−l+1, m1+m2+2−l, 3m1+2m2−l, 3m1+3m2−l+1,
если только подслово длины |vLv| слова Pab[l], начиная с этой позиции,
может быть определено. Остальные вхождения слова vLv назовём лиш-

ними.

Утверждение 4. Слово vU1v не является подсловом никакого слова

вида vUx1v . . . vUxmv при 1 < xy 6 s.

Доказательство. Предположим противное. Если слово vU1v явля-
ется подсловом слова vUxyv, то

vUxyv = voxyU
′
xy

ixyv = voxyPvU1vRixyv.

Путь oxyPvRixy короче Uxy , что противоречит выбору пути Uxy .
Если же слово vU1v не является подсловом слова вида vUxyv, но яв-

ляется подсловом слова Uxy−1vUxy , то оно имеет вхождение подслова
ixy−1voxy , что противоречит определению цикла vU1v. Утверждение 4
доказано.

Следовательно, слово vLv не является подсловом слова vAivAjv ни
при каких i и j. Иначе говоря, все лишние вхождения слова vLv в слово
Pij имеют перекрытия с опорными вхождениями.

Утверждение 5. По строению слова Pij [l] можно установить, какие

вхождения подслова vLv в него являются опорными.

Доказательство. По построению путей Pij в слово Pij [l] обязатель-
но войдёт хотя бы одно из следующих слов:

1) vU1vU1vU1vUivU1v (префикс слова vLvAi при i > 1);
2) vU1vU1vU1vU1vU2vU3v (префикс слова vLvA1 в случае s > 2);
3) vU1vU1vU1vU1vU2vU2v (префикс слова vLvA1 в случае s = 2);
4) vU1vUivU1vU1vU1v (суффикс слова AivLv при i > 1);
5) vU3vU2vU1vU1vU1vU1v (суффикс слова A1vLv в случае s > 2);
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6) vU2vU2vU1vU1vU1vU1v (суффикс слова A1vLv в случае s = 2).
Позиция вхождения любого из этих слов однозначно определяет по-

зицию опорных вхождений слов vLv в слово Pij [l]. Утверждение 5 дока-
зано.

Доказательство того, что ψ инъективно, аналогично доказательству
утверждения 3, проведённому для опорных вхождений подслов vLv (как
если бы оно проводилось для слов над алфавитом VG ×{0, 1}, где буквы
из VG × {1} стояли бы на местах, покрываемых опорными вхождениями
подслова vLv).

Таким образом, ψ биективно.
Более того, ψ является изоморфизмом орграфов B и k-растяжения

графа Bs(1).
Далее, любая вершина графа B содержит подпуть vAiv, проходящий

по всем дугам орграфа G.
На этом доказательство случая 2 завершено.

5. Построение слова по последовательности графов

Основным результатом статьи является следующая

Теорема 1. Для всякой последовательности {Gi}i∈N
сильно связных

Ps-орграфов существуют последовательность {ki}i∈N
натуральных чисел

и равномерно рекуррентное бесконечное слово ω над s-буквенным ал-

фавитом такие, что последовательность графов Рози слова ω содержит

подпоследовательность, i-й элемент которой изоморфен ki-растяжению

орграфа Gi.

Для её доказательства потребуется

Утверждение 6. Пусть орграф G — произвольный конечный силь-

но связный Ps орграф. Тогда существуют такие натуральные k и n, что

k-растяжение всякого орграфа на v вершинах, полустепени исхода и за-

хода вершин которого не превосходят s, вложимо в орграф перекрытия

путей длины n орграфа G, и при этом вложении всякий путь, являю-

щийся его вершиной, проходит по всем дугам G.

Доказательство. По лемме 3 среди суграфов орграфа πn1G най-
дётся орграф B, изоморфный орграфу τk1Bs(1). Положим

n2 = 4⌈logs v⌉ + 10.

Лемма 2 утверждает, что (n2 + 2)-растяжение всякого орграфа H на v
вершинах, полустепени исхода и захода вершин которого не превосхо-
дят s, изоморфно некоторому суграфу графа Bs(n2) ≃ πn2−1

Bs(1). По
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лемме 1 имеем

π(n2−1)k1τk1Bs(1) ≃ τk1π
n2−1

Bs(1).

Следовательно, (k1n2 + k1)-растяжение орграфа H вложимо в орграф
π(n2−1)k1B ⊆ πn1+(n2−1)k1G. Осталось заметить, что любая вершина ор-
графа B, а значит, и любая вершина орграфа π(n2−1)k1B, как путь в G,
проходит по всем дугам орграфа G. Утверждение 6 доказано.

Доказательство теоремы 1. Построим некоторую последователь-
ность орграфов {G′

i}i∈N, где G′
i ⊆ Bs(ni) и G′

i ≃ τki
Gi, и докажем, что

эта последовательность орграфов есть подпоследовательность последо-
вательности графов Рози некоторого равномерно рекуррентного беско-
нечного слова.

По лемме 2 для некоторых натуральных n1 и k1 среди суграфов графа
Bs(n1) существует орграф G′

1 ≃ τk1G1.
Пусть уже построена последовательность орграфов {G′

j ≃ τkj
Gj}j6i,

в которой G′
j ⊆ πmjG′

j−1 ⊆ Bs(nj), G′
1 ⊆ Bs(n1) и всякий путь, явля-

ющийся вершиной орграфа G′
j+1, проходит по всем дугам орграфа G′

j .
Тогда, применяя утверждение 6 к орграфу G′

i, можно получить орграф
G′

i+1 ⊆ πmi+1G′
i ⊆ Bs(ni + mi+1), изоморфный ki+1-растяжению орграфа

Gi+1, чья любая вершина проходит по всем дугам орграфа G′
i.

Таким образом, имеем последовательность орграфов {G′
i}i∈N такую,

что G′
i ≃ τki

Gi, G1 ⊂ Bs(n1), G′
i+1 ⊆ πmi+1G′

i ⊆ Bs(ni) и любая вершина
орграфа G′

i+1 проходит по всем дугам орграфа G′
i.

Рассмотрим последовательность слов {xi ∈ VG′

i
}i∈N, в которой слово

xi является префиксом слова xi+1. Это можно сделать, так как по по-
строению последовательности {G′

i}i∈N любое слово y ∈ VG′

i+1
содержит

подсловами все слова из множества VG′

i
и орграф G′

i+1 сильно связен.
Итак, слово xi+1 содержит подслово, соответствующее каждой дуге

орграфа G′
i ⊆ Bs(ni), в частности, xi является префиксом слова xi+1.

Заметим, что предельное слово ω последовательности {xi}i∈N слов
равномерно рекуррентно. В самом деле, пусть n < |xi|, тогда всякое
подслово длины n слова ω встретится в любом его подслове длины |xi+1|.

Докажем, что слово ω и есть искомое.
Пусть последовательность орграфов {Rm ⊆ Bs(m)}m∈N есть после-

довательность графов Рози слова ω. Докажем, что Rni
= G′

i для всех
i > 0.

Пусть дуга 〈u1u2 . . . uni
, u2u3 . . . uni+1〉 принадлежит орграфу Rni

. Сле-
довательно, слово u1u2 . . . uni+1 является подсловом слова xj при неко-

тором j > i. Слово xj как вершина орграфа G′
j ⊆ π

∑j
k=i+1 mkG′

i является
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путём в орграфе G′
i, а значит, дуга 〈u1u2 . . . uni

, u2u3 . . . uni+1〉 принадле-
жит орграфу G′

i.
Пусть орграф Rni

содержит вершину u. Тогда, как граф Рози про-
должаемого факторного языка, он содержит некоторую дугу 〈u, v〉. Из
предыдущего случая следует, что орграф G′

i также содержит вершину u.
Пусть дуга 〈u1u2 . . . uni

, u2u3 . . . uni+1〉 принадлежит орграфу G′
i. То-

гда по построению последовательности {G′
i}i∈N слово xi+1 содержит под-

слово u1u2 . . . uni+1. Значит, и орграф Rni
содержит дугу 〈u1u2 . . . uni

,
u2u3 . . . uni+1〉.

Пусть орграф Gi содержит вершину u. Тогда, как сильно связный
орграф, он содержит некоторую дугу 〈u, v〉. Из предыдущего случая сле-
дует, что орграф Rni

также содержит вершину u. Теорема 1 доказана.

Автор благодарит рецензента за ценные замечания.

ЛИТЕРАТУРА

1. Белов А. Я., Чернятьев А. Л. Слова медленного роста и переклады-
вания отрезков // Успехи мат. наук. — 2008. — Т. 63, № 1. — С. 159–160.

2. ФридА. Э. О графах подслов DOL-последовательностей // Дискрет.
анализ и исслед. операций. Сер. 1. — 1999. — Т. 6, № 4. — С. 92–103.

3. Aberkane A. Words whose complexity satisfies lim p(n)/n = 1 // Theor.
Comput. Sci. — 2003. — T. 307, N 1. — P. 31–46.

4. Cassaigne J. Sequences with grouped factors // Developments in language
theory III (DLT’97). — Thessaloniki: Aristote Univ. Thessaloniki, 1998. —
P. 211–222.
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